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4. J. Liouville, sur le théorème des fonctions complémentaires, 


1. 


Mémoire sur le théorème des fonctions complémentaires. 
(Par Mr. Joseph Liouville à Paris.) 





1. 
Dei dans un précédent mémoire, je me suis occupé très en detail des 
fonctions complémentaires, c'est-à-dire de ces quantités qu'il faut ajou- 
ter aux valeurs des différentielles à indices quelconques, pour les com- 
pletter et les rendre aussi générales qu'elles peuvent l'étre; et je suis par- 
venu à en déterminer la forme et la nature, en m'appuyant sur les pro- 
priétés singuliéres des fonctions exponentielles à exposants infiniment pe- 
tits*). ‘Je ne crois pas qu'on puisse élever d'objection solide contre l'ana- 
lyse dont j'ai fait usage; ni qu'on doive espérer de découvrir dans la 
question présente un principe plus fécond ou plus approprié au sujet; mais 
comme la diversité des méthodes contribue beaucoup à éclaircir les points 
difficiles, et que le théorème des fonctions complémentaires est sans con- 
tredit le plus important que lon rencontre dans le nouveau calcul, je 
pense faire plaisir à quelques lecteurs en y revenant encore, et en en dé- 
duisant la démonstration de considérations nouvelles, trés différentes de 
celles qui m'ont guidé en premier lieu. 

2: 

La théorie des fonctions complémentaires est liée d'une maniére 
inséparable à la théorie des fonctions dont les dérivées peuvent être prises 
égales à zéro et qui disparaissent en conséquence par les différenciations. 
Cette vérité est d'abord sensible dans le calcul ordinaire, car si l'on dé- 
signe par 2 un nombre entier 70, on sait que la fonction complémen- 
taire p, relative à l'intégrale de l'ordre 7 ou à la dérivée de l'ordre — 7, 


est de la forme: 
| V-—B-qT-Br-4-Cr-HmF....L Ex, 
Le , . d" e L . , 
d'ou l'on conclut en différenciant : = 0. Ainsi la fonction complémen- 


taire, relative à la dérivée de l'ordre — 7, n'est autre chose que la fonc- 








#) Voyez le XXI"* cahier du journal de l'Ecole polytechnique. 
Crelle's Journal d. M. Bd. XI. Hit. 1. 1 
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tion Y qui satisfait à l'équation: 
d'y 
dx” 
ou celle qui s'évanouit aprés une différenciation de l'ordre », Cette pro- 
priété des fonctions complémentaires n’est pas bornée au cas où le nom- 
bre n est entier positif, et n'est pas seulement un théorème qu'on doive 
vérifier à posteriori, ainsi que nous venons de le faire sur cet exemple: 
c'est une vérité primordiale presque évidente, qui s'applique à toutes les 
différentielles, quelque soit l'indice » de différenciation. 
Pour le montrer, supposons que x soit une quantné quelconque, 





= 0, 


fractionnaire ou non, positive ou négative, réelle ou imaginaire; désignons 
par y une fonction de x, et par la fonction complémentaire relative à 
3° ® e d^ y , e ey Á 
l'indice a, eu sorte que si (<2) représente une valeur particulière de 2 
la valeur générale puisse s'en déduire tout de suite en ajoutant le com- 
plément J. On aura d'aprés cela: 


BEER fi 2) 
dat  \dxh Td 
Renversant actuellement les opérations qui ont été nécessaires pour diffé- 


e , ki LJ e P d A e La 
rencier, c'est-à-dire intégrant par rapport au méme indice w, on devra 
retrouver y dans les deux membres de l'équation qui ont la méme géné- 


. e d# : UT 
ralité: or le premier membre EE redonne évidemment y, et le second 


y + Sf "V d x^ ; et comme ces deux résultats doivent être égaux, on en conclut: 
f var = 0 ou: —t=0, 

ce quil fallait démontrer et ce qu’ établit le théorème suivant: La déri- 

vée à indice w d'une fonction de x a pour fonction complémentaire la 

quantité «p dont la dérivée à indice —p peut étre prise égale à zero, 

Pour déterminer généralement la forme des fonctions complémen- 

taires, il suffit donc de chercher les fonctions que la différenciation peut 


faire disparaître, ou, ce qui revient au méme, il suffit de chercher l'inté- 


grale de l'équation: tes à 

eh 

& étant une quantité donnée quelconque. 
os 


Mais cette recherche doit être précédée de quelques préliminaires 
où nous présenterons d'une manière plus concise et plus élégante que 


1. J. Liouville, sur le théorème des fonctions complémentaires. | 
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\ 
nous ne l'avons fait jusqu'ici, la formule qui sert à différencier à indices 
quelconques les puissances de x, NS Y. 


Soient 2 et x deux fractions, à volonté positives ou négatives, 


, e . ° ° 1 e 
réelles ou imaginaires, Il est évident que sr représentera une puissance 


quelconque de x, car nous n'excluons pas les valeurs entières de 7. Cela 
, ^ *. * . 
posé, le probléme préliminaire que nous devons résoudre consiste à cal- 


culer la dérivée: 


su 


a” 
d x" 





Si nous supposons d'abord que 2 et 7 + soient des nombres réels 
positifs, ou du moins des nombres imaginaires dont la partie réelle soit 
positive, la question dont je parle ne présente aucune difficulté. En effet 
on a, en supposant, pour fixer les idées, x 70: 


1 f. ott. .da 

eS P P ? 

T(”) étant, conformément à la notation de M. Legendre, l'intégrale eu- 
lérienne de seconde espéce: 


seine, 


et on en conclut sans peine: 


an + 
7 =  (—1)eT(n+24) 
Y dam 7” Din eee a 


Mais si l'un des deux nombres 2, n-]p est <O, cette formule 
parait d'abord inadmissible à cause des quantités infinies qui s'y trouvent 
renfermées. Pour faire disparaître ces quantités infinies, nous avons eu 
recours ailleurs à des considérations assez délicates qui supposent le théo- 
réme des fonctions complémentaires. Comme notre objet présent est au 
contraire d'arriver à une démonstration nouvelle de ce théoréme fonda- 


e WP e . 1 
mental, en nous appuyant sur les propriétés de la différentielle d'—;, on 


voit que nous devons renverser l'ordre suivi dans notre premier mémoire, 
et donner, pour calculer cette différentielle, un moyen direct, indépendant 
de la notion des fonctions complémentaires. Or ce qui est trés remar- 
quable, c'est que non seulement la chose est possible, mais qu'elle est fort 


simple, en sorte qu'en suivant cette idée, nous avons découvert, pour ar- 
1? 
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e . ; 1 
river au but cherché, savoir à la valeur de d“—, une route préférable à 


toute autre, méme abstraction faite des motifs qui nous forcent à l'adop- 
ter ici. Le résultat auquel cette voie nous mène, et qui se déduirait 
également de nos recherches antérieures, consiste en ce que la formule 
(4.) est la formule générale pour la différenciation des puissances, en at- 
tachant à la lettre Lune signification qui va être expliquée. 


4. 

Dans le XXP"" cahier du journal de l'Ecole polytechnique, nous 
avons donné les moyens de calculer qi dans tous les cas possibles; 
mais nous avons négligé d'avertir que la formule (.4.) peut étre regardée 
comme en renferment la solution générale, pourvu que l'on altére un peu 
le sens naturel du sigue I, conformément aux remarques faites par M. 
Legendre *), lorsqu'il a eonsidéré les expressions l'(7), em supposant n 
un nombre négatif. 

Il parait nécessaire d'entrer dans quelques détails à ce sujet, afin 
de fixer bien nettement le sens précis que nous attacherons désormais 
au signe I’. 

D'après l'équation. conventionnelle : 


Do f ev; 
qui a servi à la définition de ces transcendantes, on voit que L'(7) est 
une quantité finie — O0 tant que z est positif, et que: 


T (0) Li eat = OD, 


Si l'on donnait actuellement à 7 des valeurs négatives, il est évident que 
les valeurs correspondantes de l (7) seraient toutes infinies. Pour éviter 
cet inconvénient qui obligerait à renoncer a l'emploi des fonctions T (7) 
pour des valeurs de 7 «70, on change la définition précédente, ou du moins 
on ne la conserve que pour 77-0, et lorsque z est nul ou négatif, on 
caloule la valeur de l'(7) au moyen de l'équation générale: 
Pin) = EC — Ta?) _ 

que Yon établit tout de suite quand 7 est positif, ei que l'on étend par 
une convention permise à des valeurs quelconques de 7.. 


*) Dans ses exercies dé cadéul intégral. 
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Mais pour rendre plus sensibles à l'esprit ces conventions qui ser- 
vent à définir les fonctions T, nous dirons que: 
1° Quand 7 est positif, on a: 


T'(2) E en, 19. 
Cette valeur ne peut jamais étre ni nulle ni infinie. 
2°. Quand 7 est zéro ou est compris entre 0 et — 1, on a: 


TS Lf oetdr.de 


Ainsi l'(0) — 0; mais pour toutes les valeurs de 7 comprises entre O et 
— 1, (7) ne peut être ni zéro ni l'infini. 

3°. Quand 7 est égal à — 1 ou compris entre —1 et —2, on a: 

(2) = c. e 9,07. 00, 

ce qui donne I (= —9o pour 7 — —1, et seulement pour z — —1: 
il n'y a d'ailleurs entre —1 et —2 aucune valeur de 7 telle que l'on 
ait T (7) — 0. 

4, Quand » est égal à —2 ou est compris entre —2 et —3, 


on a: T (a) — lc 


1 e 
TC I EE. * 
valeur qui n'est jamais nulle, mais qui devient infinie pour n == — 2. 

Et ainsi de suite pour les autres valeurs de 7. 

Ce que nous venons de dire suffit pour établir d'une manière pré- 
cise le sens du signe l'(n), lorsque » est un nombre réel: si x était 
imaginaire et — p-]2y —1, nous avons à peine besoin d'ajouter que 
tout ce qui vient d’être expliqué relativement à 7, devrait s'entendre, mu- 
tatis mutandis, de la partie’ réelle p, en sorte que: 

1°. Si p est positif, on a: 

Tp+9v—1) REITEN 
expression qui n'est Jamais infinie. 

il est bon d'observer ici, parceque cette remarque nous sera utile 
plus bas, qu'il n'y a pas de valeurs de p et de 9 qui puissent rendre nulle 
cette expression de I(p-+gy’—1); et en effet il est clair qu on a: 


Near un = TOI 
o acP+9V—1 : 


quelle que soit l'indéterminée x supposée 7-0: donc on aurait pour ces mêmes 
valeurs de p et 7 l'équation: 
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o 
Kf. ex a^ tW da = 0, 


à | 
et parceque x est quelconque, cette dernière ne pourrait subsister qu'au- 


tant que l'on aurait: 5 
. a, P4 m — 0, 


depuis 2=0 jusqu'à & — oo, ce qui est absurde. 
2°. Si p est zéro, ou si p est compris entre O et —1, on a: 


Tipto¥—1) = aS, 79, ür*«Y— dB, 
valeur qui ne peut jamais être ni nulle ni iufinie, puisque 9 est différent 
de zéro. 
3°. Si p=——1, ou est compris entre —1 et —2, on a cette 
valeur qui ne peut jamais être non plus ni nulle ni infinie: 
1 a +9¥--1 
are Din ppp pr pov 0 
et sinsi de suite. 
De ces définitions on déduirait toutes les propriétés des fonctions 
T, mais cette recherche étant étrangère au sujet de notre mémoire, nous 
renverrons sur ce point à l'ouvrage de Mr. Legendre. Nous nous bor- 
nerons à en tirer ceite conclusion importante que l'équation U (2) —0 





4 e e , » 1 t 
est impossible, et que toutes les racines de l'équation: To) == CRON Gal? =e 


nzz—4,nz—32,.... c'est-à-dire zéro ou un nombre entier négatif, 
pourvu toutefois que ce nombre ne soit pas infini. C'est là un corollaire 
tellement simple de ce qu'on vient de lire qu'il serait superflu de nous 
y arrêter. 

5; ‘ 

Ce qui précède une fois entendu, je dis que la formule (4.) est 
vraie, quels que soient 2 et 2-]-^, pourvu qu'on attribue au signe I la 
signification dont nous venons de convenir. 

En effet cette formule est déjà démontrée pour les valeurs de n 
et 2 -l- plus grandes que zéro, et nous allons faire voir: 

1°. Quelle est encore vraie lorsque 7 + devient negatif, n restant 
positif, 

2°. Quelle subsiste également lorsque n devient négatif, quelque 
soit n-l- pu. 

En établissant ces deux propositions, j'aurai démontré que la for- 
mule (4.) est exacte dans tous les cas où l'on attribue à l'exposant 7 et 
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à l'indice a des valeurs réelles: mais quand même ces nombres devien- 
draient de la forme p + gy—1, cela n'exigerait pas de considérations 
spéciales, puisqu'il suffirait de raisonner sur la partie réelle p de ces quan- 
tités, comme nous allons raisonner sur elles-mêmes, en les supposant réelles. 

Le premier cas à examiner est celui où, 7 restant positif, n+ u 
devient négatif. Soit done n-]-&4 «CO et, pour fixer les idées, >—1, 
c'est-à-dire soit 2 + x compris entre 0 et —1: on aura 2+u+1>0, 








et par conséquent: UM 
udi —_ 
= (—1) PT (n+u+1) 
dautı ~~ T(n). otters? 
d'ou l'on conclut en intégrant une fois: 
1 
d" 


= (—1yT(n4-u-F-1) 
dat ^  (nd-pu)Y(n)a"t" ? 
Mais d'aprés nos conventions: 
Tn+u+1) __ 
en HI 
{ 


EM Toatn) 
dx^ ^ HES Pat a 


conformément à la formule (4.) et malgré la valeur négative de nu, 
Supposons ensuite que 7 + soit entre —1 et —2: donc z +u+1 


sera entre O et — 1, et d’après ce qui vient d’être prouvé, on aura: 


diti i 
x" 





On a donc bien: 


_ (yeh PG pep) 
dati T'(n)-a tutt ? 


d'où l'on tirera, comme tout à l'heure, par l'intégration, une valeur de 








al , conforme à celle que la formule (4.) fournirait. 


On sélevera de la méme manière au cas où 2-+p serait entre 
—2 et —3, ou entre —3 et —4.... et ainsi de suite; en sorte que 
la formule (4.) peut être considérée comme bien établie, quelque soit 
n-F- p, pourvu que 7 soit —O. 
Maintenant si n devient négatif, supposons cet exposant renfermó 
entre les limites O et — 1: donc 2-1 sera entre O et 1, et l'on aura: 
1 


Pot (Ay Tote 
dx^ "  Y(nd-1)x"ten ? 
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d'où l'on déduit, en intégrant une fois: 
aut 
z^ _ (-NenT(a+a+1) 
dx^ ~~ (nm) (n+). art? 
et parceque, d’aprés nos conventions, on trouve: 
nT(n+u+ 1) RE (n+) 
(rte) Pat) In) ? 
il nous viendra définitivement : 
1 


(uum _ (—1YT(n+p) 
das — Carta ? 


comme la formule (4.) le donnerait. 

En continuant ainsi, il est évident qu'on prouvera l'exactitude de 
cette formule pour des valeurs de 2 comprises entre —1 et —2, ou 
entre —2 et —3, ...., c'est-à-dire pour des valeurs quelconques de 
n, ce qu'il fallait faire. Donc, en adoptant nos conventions relatives au 
signe T, les différentielles des puissances se trouvent par la formule générale 
(4.). Toutefois cette formule prend un numérateur infini et cesse de 
pouvoir être employée, lorsque 7+ — O0, ou lorsque 7 + est un nom- 
bre entier négatif —r, sans que la méme chose ait lieu pour 2, ce qui 
tient à ce que dans ce cas la dérivée dont on cherche la valeur, cesse 





. ; 1 
d'être une fonction algébrique de x. Pour calculer d^—, on observe 


alors que l'équation: 


1 

1 

d Ben 1 + x 
ac” (—1)"F(n)*° da? 


qui est une conséquence rigoureuse de nos principes *), donne, quand on 


prend la dérivée à indice u des deux membres, et qu'on fait en outre 
n-u=—r: 
1 
LEES E d 2 dio eS 
da^ ^ ^ (—1yI(n) Ren 
par où lon voit que, dans le cas particulier où 2-|-j est égal à zéro ou 


à un nombre entier négatif, la valeur de det ne dépend que des inté- 


e » 1 e . . . . * 
grales ordinaires de —-: Mais ce cas particulier, d'ailleurs trés facile à 


*) Pourvu que n ne soit ni zéro mi un entier négatif; mais si n et nu étaient 
tous deux nuls ou entiers négatifs, la formule (4.) ne serait plus en défaut. 
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traiter directement, n'empêche pas plus la formule (.4.) d’être la formule 
générale propre à la question présente que la circonstance équivalente 


n'empêche la formule: 
ami 
fx as m-- 1? 


d'être la formule générale pour l'intégration des puissances dans le calcul 
intégral ordinaire. 
6. 
Cette méme formule (.4.) qui donne les valeurs de d" = va nous 


faire connaître directement la forme des fonctions complémentaires; car 
nous avons dit que la recherche de ces fonctions dépend de la recherche 
des quantités dont la différentielle peut être prise égale à zéro, en sorte 
que toute la difficulté du probléme est de trouver lintégrale générale 
de 1 équation: 
di yy 
d x" 
ce à quoi la formule (4.) permet d'arriver. 
Pour le faire voir, Je commence par exclure le cas ou a serait un 
nombre entier positif ou négatif, lequel est connu par les éléments: ainsi 
p est une fraction réelle ou une quantité imaginaire. Cela posé, je déve- 





. LA A . LJ 
loppe la fonction 4^ en une série de la forme 2; e'est - à- dire en série 


procédant suivant les puissances quelconques de x, et j'en conclus: 


d'y A, Y (n i) 
dau ^ — caet 127 VT (nj) arte , 


Cette valeur devant être nulle quel que soit x, on en tire, en égalant à 
zéro les coefficients de chaque puissance de x, l'équation suivante: 
UntR) _ 9 

T (n) : 
à laquelle les exposants 7 doivent satisfaire, en sorte qu'elle servira à 
déterminer ces nombres. Mais comme on sait qu'il n'y a pas de valeur 
de 2 qui puisse rendre (n+) — 0, cette équation se réduit à: 

EG — 0 

T (n) : 
égalité satisfaite par les seules racines 4 — 0, n = —1, n = —2, 
nz —3, .... et en général n= un nombre entier négatif quelconque, 
non infini. De plus, par hypothèse x n'étant pas entier, il est clair que 
n+p ne pourrait l'étre que si 7 était une fraction. Donc les valeurs qui 
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rendent FT 0, donnent pour L'(n +) une valeur finie et satisfont à: 
3. (77 
Y (n4- 6) = rt) 
Do 
ce qui pourrait ne pas arriver si & était un nombre entier *). 





Ainsi, en excluant ce cas bien connu, on peut faire ? — 0, n ——1, 
nz—3,....n--—m,m désignant un nombre entier quelconque 70; 


et il en résulte: 
pom A, + Aix + Aix IT HD, ES A 
Ay, A,, Ar, «++ fm étant des constautes arbitraires. 

Donc les fonctions dont les différentielles à indices quelconques 
peuvent être prises égales à zéro sont les fonctions algébriques entières. 
Donc aussi les fonctions complémentaires de ces différentielles sont des 
fonctions algébriques entières, d'un degré indéterminé et à coefficients 
arbitraires: ce qui est précisément le théorème fondamental que nous avons 
établi ailleurs par le secours des fonctions exponentielles à exposants in- 
finiment petits. 


La méthode nouvelle dont nous venons de faire usage pour dé- 
montrer le même théorème est fondée sur le développement des fonctions 
en séries ordonnées suivant les puissances de la variable indépendante. 
Elle nous parait inférieure à celle de notre premier mémoire et pourrait 
donner lieu à quelques observations que nous supprimons pour abréger; 
elle est surtout moins directe et, si l'on peut s'exprimer ainsi, moins tirée 
des entrailles du sujet. Toutefois elle n’est pas à dedaigner. Le rappro- 
chement des principes divers qui mênent à la même conclusion est sur- 
tout nécessaire quand il s'agit de questions primordiales. 





*) Si u était un nombre entier positif, le quotient qu'on obtiendrait en divisant 
F(næ+u) par ln), serait n(n4- 1)....(n-]-& — 1/5 et en Pégalant à zéro, on trou- 
verait n—=0,n—=—1.... Be si au contraire « était un nombre entier 
négatif —-r, on ferait n+u=k, doun=k—-u=k-r; le quotient de P'(n 4- u) 
par U (n), c'est-à-dire le quotient de L'(k) par V(k-- r), serait une fraction ayant 
pour numérateur l'unité, et pour dénominateur le produit K(K-- 1).... (K+r—t), 
ee il suit que ce quotient ne pourrait jamais être nul. ll est aisé de conclure de 
là que les dérivées E indices entiers positifs ont pour fonction complémentaire zéro,. 
et que les dérivées à indices entiers négatifs, ou les intégrales ordinaires, ont pour 
fonction complémentaire une fonction algébrique entiére, dont le degr& est inférieur 
d'une waité à l'indice d'intégration ainsi qu'on le seit par. les éléments. 
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d. 

La question de déterminer les fonctions complémentaires des diffé- 
rentielles à indices quelconques est une des plus difficiles de celles qu'il 
fallait résoudre pour établir les bases du nouveau calcul. La conclusion 
singulière à laquelle nous sommes arrivés dans nos premiers mémoires, 
conclusion que nous venons de confirmer, comme on Va vu, par une ana- 
lyse toute différente, n'est pas seulement une spéculation théorique élé- 
gante; c’est un principe dont on a besoin à chaque instant, et sans lequel 
il faudrait renoncer à faire usage des dérivées fractionnaires, puisque lui 
seul peut indiquer d'une maniére précise l'étendue des résultats auxquels 
lusage de ces dérivées conduit. 

Pour fixer les idées, je vais choisir un exemple fort simple dans 
lequel il s'agit de déterminer une intégrale définie, à l'aide de la différen- 
ciation sous le signe j^ par rapport à un paramètre différent de la varia- 
- ble à laquelle l'intégration définie est relative. Je considère donc la for- 

ESSA UD 
dans laquelle z est un nombre positif quelconque. 

Si Fon désigne par A une quantité arbitraire — O0, on pourra dans 
les deux membres de (1.) changer « en « +4, en a 4-27, en a 4-37 .... 
sans que cette équation cesse d'être vraie. Soit donc x un nombre réel 


mule connue: 4 „werde x 
0 


pris à volonté: représentons pour un moment cosa x par f(a), et ee 
par f(a): et posonse 
a linss > zm p o — 1) „ \ 
p, = (Fa) — 4. F(a 4-1) HF (a 424) Less), 


h 
— 1)" : u (ue — 1) 
Q = IWW FH FES fb.) 
Ces deux séries sont convergentes, et il est aisé de démontrer que: 
jg Bee 2 
o 1+ x’ us Qn. 


Faisant actuellement A — 0, et observant que pour cette valeur *) P, et 





*) Voyez le journal de l'école polytechnique XXY"* cahier page 107. C'est 
par le secours des formules données à l'endroit cité, que lon parvient à connaitre 
quand la differenciation à indices quelconques sous le signe f est permise; car elle 
ne l'est pas toujours. L'exemple que nons venons de traiter suffit pour indiquer la 
marche à suivre dans les cas semblables, et il ne serait pas difficile d'établir par des 


raisonnements du même genre les règles générales que la matière comporte. 
9f 
am 
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Q, se réduisent à: 


P. e d^ cos atc Q, = are) 
MGE E P Ee > dar ? 
il vient: 
AXE) x d co cosa x mu 
2. f. i-qx* vd d aieo (— 1» 4- v, 
x étant une fonction complémentaire de Ia forme: 


A -+-Ba-+- Ca’? -+....+ Ka". 
L'équation (2.) n'est autre chose que l'équation (1.) dont on a différencié 
les deux membres par rapport au paramétre a. Maintenant comme le se- 
cond membre de (1.) est une exponentielle à exposant négatif qui devient 
zéro pour a — oo, on voit que cosa doit être regardé comme la limite 


du produit: 
e"*,cosa x, 


2 étant une quantité infiniment petite >0. On aura d’après cela: 


d/'cos ax Ex) 
me = (— 4 cem EE.) PA 
au = (—1y.x .cos (ax 2 


Substituant » EX: dans (2.), il vient une égalité de la forme: 


S atem cos ax) x" do x- 
3. 7 a = Ge + at Bat Coe +... + Ka” 
Mais il reste à déterminer les constantes A, B, €, .... K, qui entrent 
dans l'équation (3.). A cet effet nous distinguerons plusieurs cas. 

1°. Si x est un nombre positif, on du moins si la valeur de y, 
supposée négative, est telle que le quarré g^ soit <1, il est facile de 


s'assurer que l'intégrale: 


Y Ree cos (4 —57). ar dx 
a Dar 


doit devenir zéro quand a — co; cas si l'on pose ax — 0, on trouve: 


Ji cos (aa — 9) at dar : iR cos (9 — 7) 04 dé 
s/o = a” Jo 





RTE re a "mud m 
et le second membre de cette égalité devient évidemment zéro pour a =, 
puisque l'on a H=>—1 ou 1—g4«2. Donc il faut, dans cette hypothèse, 
poser 4-= 0, B=0, € —0, .... K — 0; et il reste: 


n 
? cos (ax — PS) ‚au ds 
2 — ui —{" 
5 nn en mm tem, tm de e y 


1J4-a* 2 
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ce qui s'accorde avec une formule donnée par Mr. Cauehy dans ses Exer- 


cices de mathématiques. 
2°. Si p est une quantité négative égale à —1 ou comprise entre 


—1 et —2, l'intégrale: 


yn cos (ax — #7). x dx 
Rene 


devient infiniment grande avec a; mais en la divisant par a, il est clair 
que le quotient à devient nul quand c — oo. Or quand om divise par a 
les deux membres de l'équation (3.), elle prend la forme: 
= + <+B+Co-+....4+ Ka", 
Donc, puisque 9 doit être zéro pour a — co, on a déjà: 
BIO EC uA 30, 
et il reste simplement: 








ou: 


ee 2 
Actuellement , pour déterminer 4, qui reste encore inconnue , je pose 
a= 0, et je trouve: 


à ja cos 7, ap da 
herir de vur Ane or qe 
d'où je conclus: 


[cos ( (ae — 2) ) — cos] man 
N na NET co eg 
1x D 
Si l'on supposait x égal à — 2 eu compris entre —2 et — 3, en opérant 
d'une maniére ánalogue, on déterminerait facilement les eonstantes .4, B, 
€,.... K, et il serait aisé de continuer ainsi pour toutes les autres va- 
leurs de x. Mais il est inutile de nous arrêter plus long-tems sur cet 
exemple: ce que nous venons de dire suffit pour faire comprendre, com- 
ment on doit tenir compte des fonctions complémentaires, quand on ap- 
plique notre nouveau calcul à la théorie des intégrales définies. 
8. 
Le théoréme des fonctions complémentaires fournit immédiatement 


LA e. us * e. t 
l'intégrale de l'équation: PH = 0, qui est la plus simple qu'on puisse se 
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proposer d'intégrer. La valeur la plus générale de ~ qui y satisfasse est 
de la forme: 
b= A+Bx+Czx +... Lx". 

Le nombre des constantes arbitraires que cette intégrale contient est indé- 
terminé, ce qui établit une différence essentielle et bien remarquable entre 
les équations différentielles à indices fractionnaires et les équations diffé- 
rentielles ordinaires, puisque dans celles-ci lintégrale complette ne peut 
contenir qu'un nombre de coustantes égal à l'indice de différentiation le 
plus élevé qui s'y rencontre. 


En combinant le théorème des fonctions complémentaires avec la 
formule générale qui sert à différencier les produits de deux facteurs, on 
parvient à trouver les intégrales complètes des équations différentielles à 
indices fractionnaires, quand elles sont linéaires et à coefficients constants 
avec un second membre variable quelconque. Et même quand les coef- 
ficients, au lieu d’être constants, sont des fractions algébriques ration- 
nelles, ou parvient toujours, si non à intégrer les équations proposées, 
du moins à faire dépendre leur intégration de celle d'un système déter- 
mine et connu d'équations différentielles ordinaires. Mais il suffit d'énon- 
cer ici ces propositions qui méritent qu'on s'en occupe à part et avec 
étendue. 

9. 


Dans nos premières recherches sur le calcul des différentielles à in- 
dices quelconques, nous en avons donné une definition complete et géné- 
rale fondée sur ce que toute fonction de x peut être mise sous la forme 
Z.4,e"*. Mais les résultats, que nous avons obtenus dans ce mémoire 
montrent que l'on pourrait arriver à une définition des différentielles à. 
indices quelconques, en partant du développement des fonctions en séries 
ordonnées suivant les puissances de la variable indépendante. Apres ce 
que nous avons dit dans les pages qui précèdent, une telle définition 
s'offre d'elle-même. Soit y une fonction de x; développons cette fonc- 
tion en une série de la forme: 


Ax? + Bx? + CAPES 


que, pour abréger Z^, de sort 
que, pour abreger, nous representerons par 2-;, dé Sorte que: 


An 
y= ER 
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Donnant ensuite au sigue I la signification adoptée au No. 4., for- 
mons la quantité: 
4,T(n+4) 
ced RN 
( 1) ie ragen Tan) arte” 3 


et convenons d'appeler cette quantité dérivée de l'ordre x et de la dé- 





signer par T'Y, U est évident que cette définition suffira pour établir Ja 


da" 
théorie des dérivées fractionnaires: le principe des fonctions complémen- 
taires en sera une conséquence presque immédiate. Dans cette manière 
de procéder, la définition des différentielles à indices quelconques, donnée 
par nous dans nos premiers mémoires, deviendrait un véritable théorème 
qu'il faudrait démontrer, tandis que la formule: 


(B.). led RE. (—1)" us io Vn n) 
dx! T(n)arta 
serait considérée comme une définition. Nous avous eru devoir préférer 
la marche inverse et définir les dérivées à indices quelconques par le deve- 
loppement exponentiel, puis en déduire l'équation (B.) comme une simple 
conséquence. Ce n'est point ici le lieu d'entrer dans le détail des raisons 
très nombreuses qui nous ont porté à préférer notre définition à celle 
que fournit l'équation (B.); mais les personnes qui voudront approfondir 
l'étude des rapprochements que nous venons d'indiquer, verront que cette 
étude est loin d'étre inutile. 
10. 

Maintenant il sera aisé d'apprécier convenablement le peu de mots 
qu' Euler a écrits sur le calcul des dérivées fractionnaires dans les corn- 
mentaires de Petersbourg *). Ce grand géomètre ne s'est occupé de 
cette matiére qu'une seule fois, et sans y attacher aucune importance: 
aussi nous semble-t-il, que ses raisonnements ont quelque chose de 
vague et d’incomplet. I! n'a point donné de définition générale, et la 
formule à laquelle il arrive ne convient pas même à une puissance quel- 
conque de x. S'il était parvenu à trouver les dérivées à indices frac- 
tionnaires d'une puissance quelconque de x, sans doute il lui aurait été 
facile de passer de ce cas particulier au cas d'une fonction quelconque, 


. . A, . a ,F 
puisque le développement en serie de la forme 2; Jui aurait présenté 





*) Commentarii Acad. Petrop. tom. V. — An. (1730 — 1731) — Pag. 55. 
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pour cela une route directe et naturelle. Ainsi la difficulté principale 
consistait à trouver une rn semblable à notre formule (4.) du No. 3., 


et fournissant la valeur de an À pour toutes les valeurs possibles de l’ex- 


posant » et de l'indice p. Mais il ne parait pas qu'Æuler ait atteint ce 
but, et peut-étre n'y pouvait-on réussir que par lemploi des fonctions 
T, en attribuant à cette lettre la signification que nous avons fait con- 
paître au No. 4. et que Mr. Legendre a imaginée le premier. 

11. 

Au reste voici l'article d’Euler, tel qu'il se trouve dans la collec- 
tion académique citée tout à l'heure, à la fin d'un mémoire ayant pour 
titre: De progressionibus transcendentibus, seu guarum termini genera- 
les algebraice dari nequeunt. 

5$. 27. Coronidis loco adbuc aliquid, curiosum id quidem magis 
,quam utile, adjungam. Notum est per d’x intelligi differentiale ordinis 
»^ ipsius 2; et dp, si p denotet functionem quampiam ipsius x, pona- 
turque dx constans, esse homogeneum cum d z^; semper autem, quando 
,^ est numerus integer affirmativus, ratio quam habet J"p ad dx” alge- 
„braice potest exprimi, ut si 2 — 2 et p — x?, erit d*(x*) ad dx* ut 6x 
„ad 1. Queritur nune si 7 sit numerus fractus, qualis tum futura sit ratio. 
„Difficultas in his casibus facile intelligitur, nam si 7 est numerus integer 
,,affirmativus, d" continuata differenciatione invenitur; talis autem via non 
, patet si 2 est numerus fractus, Sed tamen ope interpolationum, de qui- 
„bus in hac dissertatione explicavi, rem expedire licet." 

5$. 28. Sit invenienda ratio inter d"(z^) et dz", posito dz con- 


d 
, stante, seu requiritur valor fractionis To Videamus primo qui sint ejus 


valores, si 7 est numerus integer, ut post modum generaliter iHatio fieri 


172232209 
13- pen hoc modo 


„exprimo uf facilius postea ea quae tradita sunt huc referantur; si n = 2, 


» erit valor e(e — 1) ai a aes si 2 == SA habebitur 


»possit. Si 2 — 1, erit hujus valor es = 





1.9237 es» e 
en e—3 
pe SD aos secus 2 EE 
Hine generaliter infero, quicquid sit 7, fore semper 


d" (z*) e Io. en € 
2 ege — 1.2.3: (ea . Est autem per $. 14. 16223 SO OT tT 
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»[dx(—ix) et 1.2.3...(e—n)=/dx(— 1x)”, quare habetur *): 
BZ far lo) 
"dz — 7 ‘Jax(—ix 





», vel: 
d x (— 12) 
d'(z*) = 2° ",d2". tele F 
FK dxz(— 1x)” 
Ponitur hic dz constans, et f! x(—Zx) ut et Sl! x)" ita debent 
»integrari, ut supra praeceptum est, et tum ponere oportet x = 1." 
»$.29. Non necesse est, quomodo verum eliciatur, ostendere; ap- 
„parebit id ponendo loco 7 numerum integrum affirmativum quemcunque. 
» Quaeratur autem quid sit d*z, si sit dz constans. Erit ergo e — 1 et 
92 == 4%: habebitur itaque: 





d f 4x (—12) 
59 £ CONES AS dz). 


„Est autem fé x(—1x) = 1, et diota area circuli 4, cujus diameter est 
ndi. erit faz (— 12) — YA; unde dz — (ES). Proposita igitur sit 
,hàec aequatio ad quampiam curvam: y d*z — z y'(d y), ubi dz ponitur 
Constans, et quaeratur qualis ea sit curva. Cum sit diz - (22, abibit 


Eds 


„ea aequatio in hanc, yV( 7 ) —Zzy (dy), quae quadrata dat T = zy; 
„unde invenitur: EIE — C——., vel y/z — CA4.y — 4, quae est aequa- 


„tio ad curvam quaesitam." 


12. 

Nous n'avons pás besoin de faire observer que nos idées sur le cal- 
cul des différentielles à indices quelconques diflèrent complètement de 
celles qu'Euler a exposées dans le passage qu'on vient de lire, soit qu'on 
adopte notre définition fondée sur le développement exponeutiel des fonc- 
tions, soit que l'om fasse usage de la definition nouveHe indiquée au No. 9. 
laquelle est bien d'accord avec celle de nos premiers mémoires, puisqu'elle 
en est une conséquence. Ainsi, en supposant dz constant, Euler trouve: 


diz = VE, 


*) Euler désigne par /x le logarithme népérien de x; et les limites des inte- 
grales sont zx =0, x zz 1. 
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et nous trouverions au contraire d*z — 0, ou mieux d?z — 4 dz5, :) étant 
une fonction complémentaire 4, + 4,2 + 4,2 -+-....+ 4,2", dont il 
faut tenir compte quand on prend [a différentielle à indice $ d’une fonc- 
tion. La dissemblance de nos principes se manifeste mieux encore, lors- 
que l'on cherche à intégrer l'équation: 
(«) ydiz-z/(dy). 

D'abord cette équation cesserait en quelque sorte d'avoir un sens à nos 
yeux, si nous y regardions avec Euler dz comme constant. Prendre dz 
constant dans l'équation («.), c'est pour nous comme si l'on prenait dz 


constant dans l'équation: 

ly decease yt 
Quand on adopte une variable z pour variable indépendante, la differen- 
tielle premiére dz de cette quantité peut seule entrer dans les calculs, 
parcequ’au fond ces calculs s’appliquent aux dérivées de certaines fonctions 
inconnues de z, dont on cherche la valeur, et parceque ces dérivées, telles 
que seraient en = .... dépendent du rapport des différentielles d'y, 
d'y, .... aux puissances de la différentielle dz, et non pas du rapport de 
dy, d'y, .... aux différentielles d*z, d*z, .... d'un ordre différent 
du premier, 

Maintenant si dans l'équation (a.) on choisit y pour variable indé- 
pendante, ce qui rend d y constant; et si, en raisonnant toujours d'apres 
notre définition des différentielles, on demande l'intégrale de cette équa- 
tion (z.), il faudra employer, pour l'obtenir, des considérations tout à fait 
différentes de celles d'Euler. Après avoir mis (a.) sous la forme: 

di z 
Ui d ys 


et avoir désigné par Ä une constante arbitraire, on fera voir d'abord 





7 


3 


gue l'on y satisfait en posant: 
Si A (1 — 2 VASE em de). 
En effet on déduit de ka: 
[= E ey vem adea, 
o 


| * 
Po 
t 


kr 


/ 
J 


ce qui, aprés une intégration par parties, donne: 
à | 2 
NE (1 — 2 — iff ee de) Eg 
dys o 


. . , 
Mais on peut trouver une intégrale incomparablement plus générale que 


-— 


€ 
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celle là; car il est permis d'ajouter à la valeur précédente de zune fonc- 
tion de la forme: 

ny soupe AT 
71 étant un nombre entier positif quelconque, et 4, B, C, .... K des 
constantes prises à volonté. En effet si l'ou pose: 


z = Rhy + Cy’? +.... + Ky", 


a diz ° , B aX 4 * . 
on voit que 7-, sera une fonction algébrique entière à coefficients arbi- 


traires, laquelle étant multipliée par y pourra toujours être prise égale à 
z. Ainsi on satisfait à (2) en posant: 


A A(1—2 ff eme uda) + By + Cy! + ws ents AY 


ce qui n'est point d'accord avec le résultat du No. 11. 


3 * 
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2: 


Sur la somme des carrés de toutes les droites, qui à 
partir d’une point donné coupent sous un angle 
déterminé une courbe algébrique. 

(Tar E. Ferd. A. Minding.) 





| e commence par exposer les considérations, qui m’ont porté à entre- 
prendre les recherches, dont je proposerai plus bas le résultat. Ordinai- 
rement on se contente, dans l'application des formules algébriques à la 
géométrie, à ne mettre dans une fonction donnée f(x, y) des coordonnées 
x et y, que les valeurs de ces coordonnées qui réduisent à zéro la va- 
leur de la fonction proposée, et qui par conséquent appartiennent aux 
points de la courbe déterminée par l'quation f(x, y) — 0. Mais il m'a | 
paru important de savoir, si la fonction f(u, v) eonserverait encore un 
certain rapport géométrique avee la courbe déterminée par l'équation 
f(x, y)=0, même dans le cas, que les coordonnées u et v ne fussent 
pas choisies de manière à satisfaire à l'équation f(u, v) — 0, ou ce qui 
revient au méme, si le point déterminé par les coordonnées u et v, füt 
pris arbitrairement hors de la courbe. On trouve le rapport cherché, 
pour la droite et le cercle, à l'aide des considérations les plus élémen- 
faires, et il sera établi dans l'article présent un théoréme général sur les 
courbes algébriques, en vertu duquel il sera permis de conclure, que le 
rapport cherché existe encore, quoique d'une maniére moins simple, pour 
les sections coniques. Mais en méme tems on verra par le théorème 
mentionné, que le rapport ne parait pas avoir lieu à l'égard de toutes les 
courbes algébriques en général, ou qu'il faudrait au moins, pour le trou- 
ver, envisager la question sous un point du vue plus avantageux que 
celui, que l'auteur de cette note a été en état de prendre. 

Pour faire voir clairement ce que j'entends par le rapport géomé- 
trique qui fait l'objet de mes recherches, je traiterei d'abord la droite et 
le cercle. 

Soit (Taf. I. Fig. 1.) C un point déterminé par les coordon- 
nées 4B =u, BC =v, qui font Pune avec l'autre l'angle CBD = «. 
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Soit EG une droite qui coupe l'arc des abscisses au point F situé à la 
distance donnée 4F =a de l'origine 4 des coordonnées, et désignons 
par @ l'angle GYD que la droite EG fait avec l'axe 4D. Du point C 
abaissons une perpendiculaire CP — p sur la droite EG, qui suffisamment 
prolongée coupera en X une droite BX parallèle à EG. Enfin menons 
BH perpendiculairement à EG, 


L'aspect de la figure donne l'égalité : 
CP = CK — BH, 

qui, traduite en termes algebriques, devient: 

p vsin(«—) — (u — a)sin p. 
Si l'on prend le point € sur la droite EG, la distance CP— p du point 
C à la droite EG s'évanouit, et on trouve l'équation de cette droite: 

v sin (a — (2) — (u — a)sin Q — O0. 
Imaginons une seconde droite, donc la distance du point C soit désignée 
par p'. A l'égard de cette droite on aura l'équation: 

p! = vsin (« — ^) — (u — a^)sin("'. 

Maintenant si p. ex. on demande léquation d'une droite, qui par- 
tage en faison donnée l'angle formé par les deux droites proposées, on 
doit regarder comme connu le rapport 7 des perpendiculaires p et >, 
et on trouvera l'équation cherchée par la seule soustraction des deux va- 
leurs de p et p/, aprés avoir multiplié par 7 la valeur de p'. C'est de 
cette manière qu'on est conduit à appliquer à la droite la méthode des 
coefficiens indéterminés, qui a été introduite dans l'analyse géométrique 
avec tant de succès, par quelques géométres de nos tems. Qu'il me 
soit permis seulement de remarquer qu'il est bon dans l'application de 
l'analyse à la géométrie, de n'introduire dans le calcul des coefficiens, ou 
en général, des quantités quelconques, qu'en rendant compte, dés le pre- 
mier pas, de leur signification géométrique. 

Passons maintenant au cercle. Choisissons les coordonnées ortho- 
gonales; désignons par r le rayon, par a et 5 les coordonnées du centre, 
par £ la longueur de la tangente menée à partir d'un point donné dont 
les coordonnées sont uw et v, jusqu'au point de conctact. 

Rien n'est plus facile que de vérifier l'équation: 

(u—ay -+(v— 4)? — P = 2. 
En faisant / — 0, on parviendra à l'équation du cercle Pour un autre 
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cercle on pourra poser une équation semblable: (u—a') 4-(u—.'y — r^ =e", 
u et v étant toujours les coordonnées d'un méme point. 


Silon demande, à l'égard de ces deux cercles, la ligne des tangen- 
tes égales, il n'y a qu'à poser £ — /', ce qui donne, par la simple soustrac- 
tion, l'équation de la droite quon a appelé la cordale de deux cercles. — 
Soit proposé, de trouver la ligne des tangentes proportionelles, c’est-à-dire 
telle que deux tangentes ¢ et £' menées d'un point quelconque de cette 
ligne aux deux cercles proposés, soient entre elles dans le rapport con- 
stant de 1 a7. On remplacera /' par sa valeur nf, et on trouvera par 
l'élimination de ¢, l'équation suivante qui indique évidemment un cercle: 

n (u—ay —(u-—'aty + m (v—by-—(u—b'yzmr-—r, 
ou bien: 


( UI) (ee m 


ee UE n°— 1 n'—1 (ni): 





n° —1 

Quoique bien éloigné de prétendre, que cette manière plus géné- 
rale d'envisager les expressions analytiques de la droite et du cercle, 
puisse conduire à des résultats qu'on ne saurait obtenir par les méthodes 
généralement admises; j'avoue cependant qu'elle me parait, sous le rapport 
de la fécondité, avoir des avantages marqués sur l'emploi bien moins étendu 
quon fait ordinairement de ces expressions, ct qu'elle ne le cède guère, 
en simplicité, aux méthodes dont on se sert dans les élémens, pour par- 
venir aux équations de la droite et du cercle, bien que ces équations ne 
soient que des cas particuliers contenus dans les formules rapportées ci- 
dessus. Ces motifs me font croire, qu'il serait convenable d'introduire dans 
les élémens ces expressions comme formules fondamentales, et d'en tirer 
ensuite les équations ordinaires. 


Le théorème général dont il a été question daus le commencement 
de cette note, peut être énoncé comme il suit: 


Si à partir d'un point donné on mène à une courbe algébrique, éga- 
iernent donnée, toutes les lignes droites, soit réelles soit imaginaires, qui 
coupent cette courbe sous un angle déterminé et constant; la somme des 
carrés de ces droites interceptées entre le point donné et les points d'in- 
terseetion avec la dite courbe, sera une fonction algéhrique et rationnelle 
des coordonnées du point donné et des coefficiens de l'équation de la 
courbe proposée, 
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Pour démontrer ce théorème, soit f(x, y) une fonction rationnelle 
et entière des coordonnées orthogonales x et v, qui égalée à zéro, repré- 
sente l'équation de la courbe proposée, On trouvera aisément l'équation 
d'une droite, qui passe par un point dont u et v représentent les coor- 
données, et qui coupe la courbe sous un angle dont je suppose — c la 
tangente. Cette équation sera, en écrivant f au lieu de f(x, y): 

(A.) (44054) y—v) + ($2 — 52) (e —u) 0. 

En éliminant y entre cette équation et celle de la courbe proposée 
(/ (x, y) — 0), on aura une équation en x, dont les racines x’, x’, x“, .... 
donnent les abscisses des points cherchés d intersection. Il est clair qu'on 
pourra exprimer les ordonnées correspondantes y’, y', . ... au moyen 
d'une fonction rationnelle en x. 


On peut aussi employer, pour trouver ces ordonnées, l'équation algé- 
brique en y, qui résultera de l'élimination de x entre l'équation (.4.) et 
celle de la courbe. 

Si l'on désigne par ¢’ la longueur d'une quelconque des droites qui 
partent du point donné, prise jusqu’au point de son intersection avec la 


courbe, on aura: 
po bh uy + (y'— vy. 

Donc si lon ajoute ensemble tous les carrés semblables, on en trouve 
la somme: 

"E Ae 3k [n Tee oF ren (z'— uy + Ce uy x DE uf. 

EDDA Dy in vine 

Cette somme se partage, comme on voit, en deux parties, l'une symmé- 
trique par rapport à toutes les abscisses æ', x", ...., l'autre par rapport 
aux ordonnées y', y^, .. On peut done à l'aide des équations algé- 
briques en x et y, obtenues par l'élimination, exprimer rationnellement 
la premiére et la second partie, au moyen de deux seulement des coeffi- 
ciens des dites équations. 

C'est sous ce théoréme que sont contenus les deux cas particuliers 
relatifs à la droite et au cercle, qu'on vient de traiter plus haut. On peut 
appliquer le théorème énoncé aux tangentes et aux normales des courbes 
algébriques ; je me contenterai d'en faire l'application aux tangentes en 
général et notamment à celles des sections coniques. 
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Si l'on désigne par 7”, 7”, 7, .... les tangentes menées d'un 
point donné à une courbe algébrique, on pourra exprimer la somme 
T^ -- T'^ 4- 7T"^ -L,... rationnellement en fonction des coordonnées u et 
v du point donné d’où partent les tangentes 7", 7% .... 

Pour trouver l'expression dela somme mentionnée, on éliminera y 
entre les deux équations: 

df 


(B. Jen = 0 et Z(y—v) + Ze—u) = mf 


dont la dernière est identique avec celle qu'on obtient en supposant c — 0 
dans l'équation (4.), avec ce changement qu'on ait mis nf au lieu de zéro, 
ce qui réduit, comme on sait, l'équation au degré m—1, le degré de f 
étant supposé égal à m. L’équation en x sera donc en général du degré 
m.m —41, et il en sera de méme de l'équation en y. 

Cela posé on trouvera sans difficulté l'expression rationnelle de la 
somme cherchée des carrés des tangentes, au moyen de deux seulement 
des coefficiens des équations algébriques en x et y. 

Du théorème énoncé relatif aux tangentes je tire le corollaire suivant: 

Si l'on prend le point du départ de toutes les tangentes sur la 
courbe même, il est possible, quoique ne pas nécessaire, que toutes les 
tangentes s'évanouissent. Dans ce cas l'expression générale de la somme 
des carrés des tangentes en fonction rationnelle des coordonnées u et v 
du point donné, aura un facteur qui égalé à zéro, réprésentera l'équation 
de la courbe algébrique proposée. 

C'est à légard du cas mentionné dans ce corollaire, que je dis 
quil existe un rapport géométrique tel que je l'ai cherché, entre les va- 
leurs de lexpression f(u, v) et la courbe déterminée par l'équation algé- 
brique f(x, y) = 0. 

_ Afin que ce cas ait lieu, il est nécessaire que toutes les abscisses 
x, x", .... des divers points de contact deviennent égales à l'abscisse 
u du point donné, si ce point est situé sur la courbe méme, c'est- à- dire 
si l'on ajoute au système des équations marqués par B l'équation f(u, v) 
— 0. L'équation en x qui résulte de l'élimination de y entre les équations 
(B.) se réduira par suite de cette hypothése à la forme: 

(x—uy = 0, 
en désignant son degré par n. Il en sera de même de l'équation en y, 
qui se réduira à (y —7v) = 0. Pour appliquer ces remarques aux 


2. Minding, sur les sécantes des courbes algébriques. 25 


sections coniques, jen suppose les équations réduites à la forme la 
plus simple. 
Soit l'équation de la parabole y7= 2px. L'équation de sa tan- 
gente sera: 
pz+-pu=yv. 
L’ éimination de y entre ces deux équations donne: 
pa + 2(pu—v)x + pu = 0, 


y —2vy +2pu = 0. 
Si l'on suppose v? —2pu, ces équations se réduisent aux suivantes : 
p(x—uy = 0, (y—v) = 0. 
D'où il est permis de conclure, que le rapport cherché a lieu pour Ja 
parabole. Je trouve en effet: 
ip (T^ T) = v —2pu)Qv —2pu-E- p). 
En posant l'équation suivante pour l'ellipse ou pour l'hyperbole: 
ax + by’ = 


£ab(au! --b v^ (7T" +7") 
= (au'-4d-bw —1)(ab(u*--v?)(au* 4- bu —1) + a u* -- bv’), 
Done il est prouvé que le rapport cherché a lieu à l'égard de l'ellipse et 
de i'hyperbole. 

Avant de terminer cet article, je remarque encore, qu'il ne sera 
pas difficile d'étendre, avec les modifications convenables, aux surfaces et 
aux courbes à double courbure, determinées par des équations algébriques, 
les resultats obtenus, 


et cette de x: 


je trouve: 


P. S. Il est vrai qu'il existe un rapport trés simple, puisque la 
fonction f(u, v) exprime une quantité proportionelle au produit des Sege 
mens d'une droite paralléle à l'axe et qui passe par le point donné; mais 
ayant d'abord autrement envisagé la question, l'auteur prie ses lecteurs, 
d'ajouter eette remarque à lintroduction de cet article et d'en modifier 
quelques expressions, 
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E 
Analytisch-geometrische Aphorismen. 


(Fortsetzung des Aufsatzes No. 15. im 3ten Hefte und No. 24. im 4ten Hefte X. Bandes.) 
(Von dem Herrn Professor Plücker zu Berlin.) 


IM. 
Über die Anwendung allgemeiner Symbole und unbestimm- 
ter Coefficienten zum Beweise geometrisoher Sätze. 


ir haben in dem Frühern diejenigen schon bekannten Sätze der Situa- 
tions- Geometrie bewiesen, welche sich auf die Durchschnittspuncte irgend 
solcher sechs gerader Linien, von welchen drei durch einen gegebenen 
Punct gehen, und die drei übrigen durch einen andern, beziehen. Man 
wird leicht auf den Gedanken hingeführt, die analogen Sätze zu suchen, 
welche sich auf die Durchschnittspuncte irgend solcher sechs gerader 
Linien, von welchen vier durch einen gegebenen, und die beiden übri- 
gen durch einen andern gegebenen Punct gehen, beziehen. Auf diesem 
Wege findet man folgenden Satz. 

Wenn sechs gerade Linien gegeben sind, von welchen 
vier durch einen gegebenen Punct P und die beiden übri- 
gen durch einen zweiten gegebenen Punct Q gehen, so 
schneiden sich diese geraden Linien aufserdem noch in acht 
Puncten. Diese acht Puncte lassen sich durch zwólf neue 
gerade Linien verbinden, und diese zwólf gerade Linien 
schneiden sich in zwei und vierzig neuen Puncten. Von die- 
sen zwei und vierzigPuncten liegen sechs auf ein und dersel- 
ben geraden Linie, die durch denPunct Q geht, zwölf dieser 
Puncte liegen zu vier auf drei und vier und zwanzig zu zwei 
auf zwölf geraden Linien, die alle durch den Punct P gehen. 

Wir wollen die vier durch den Punct P gehenden geraden Linien 
durch die Buchstaben c, 4, c, und d, die beiden durch den Punct Q ge- 
henden durch g und A bezeichnen. (a,g) zum Beispiel stellt alsdann 
nach unserer gewöhnlichen Bezeichnungs- Art den Durchschnittspunct von 
a und g dar, (5, 4) den Durchschnittspunct von 5 und A; ferner (2, g; 5, 4) 
diejenige gerade Linie, welche die beiden Durchschnittspuncte (@,g) und 
(b, ^) verbindet, und endlich [(e, g; 5, 2), (d, g*; c, 4)] den Durchschnitts- 
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punct zweier solcher gerader Linien. Diesen letzten Punct können wir 
durch das abgekürzte Symbol abdc bezeichnen, und dem analog alle 
solche Puncte, in deren vollstündigen Symbolen g und A auf dieselbe 
Weise vorkommen. Durch Hinzufügung der letztgenannten beiden Buch- 
staben in den ihnen zugehörigen Stellen können wir hiernach jedes ab- 
gekürzte Symbol vervollständigen, so z.B. bedeutet das Symbol abbc 
den Punct [(a, g3 5, ^) (b,g; a,h)]. Diels vorausgesetzt, liegen 


I. die Puncte abba, acca, adda, bccb, bddb, eddc, 
alle sechs auf einer durch Q gehenden geraden Linie; 
II. die dreimal vier Puncte 


abde, bacd, adbe, dacb; 
abed, badc, acbd, cadb; 
acdb, cabd, adeb, dabc; 
auf drei durch P gehenden geraden Linien, und endlich 
Ill. die zwölfmal zwei Puncte 


baac caab 
baad daab 
caad daac 
abbc cbba 
abbd dbba 
chbd dbbc 
acch beca 
accd dcca 
bccd dech 
addb bdda 
addc cdda 
bddc bddb. 


auf zwölf ebenfalls durch P gehenden geraden Linien, 

Man sieht sogleich, dafs jede der 12 geraden Linien, welche die 8 
ursprünglichen Durchschnittspuncte verbinden, von 7 der übrigen in neuen 
Puncten geschnitten wird. Man erhält also für die Zahl aller solcher 
Durchschnittspuncte e 42, Alle diese Puncte kommen in den vor- 
stehenden Schemata vor. 

Beweis. Die Gleichungen aller gerader Linien, welche in der 
vorliegenden Construction vorkommen, können wir durch Hülfe von vier 
unbestimmten Coefficienten a, y, e und c aus den symbolischen Gleichun- 
gen der beiden geraden Linien a und g und der geraden Linie PQ, welche 
die beiden gegebenen Puncte P und Q .verbindet, herleiten. Die Glei- 

4 # 
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chungen dieser drei geraden Linien seien: 
Gres OR ON 772820, 
und die Gleichungen der übrigen gegebenen geraden Linien: 
b= 0, ci=e 0; d= 0, A=0. 
Alsdann ist 
T: m+ua = b, Je m+ea = d, 


2. m--va ze, 4. m<+og = #4, 
und in diesen identischen Gleichungen sind die Bedingungen des Satzes 
vollständig ausgedrückt. 

Der Beweis für den ersten Theil des obigen Satzes ist bereits 
schon durch allgemeine Symbole im ersten Paragraph dieser Aphorismen 
geführt worden. Wir erhalten so viele Durchschnittspuncte, die alle mit 
dem Puncte Q in gerader Linie liegen, als sich die 4 geraden Linien «, 5, c 
und d zu zwei combiniren lassen, nemlich 6. 

Wir wenden uns zum Beweise des zweiten Theiles. Zu die- 
sem Ende wollen wir zuerst die Gleichung der geraden Linie (o, g; 5, h) 
entwickeln. Die beiden ersten Buchstaben dieses Symbols zeigen, dals 
diese Gleichung folgende Form hat: 


pa+gg = 0, | 
und die beiden letzten, dafs dieselbe Gleichung eine algebraische Folge 
aus den Gleichungen EU F0, 


sein mufs. Folglich erhalten wir die gesuchte Gleichung, wenn wir die 
Ausdrücke für 5 und 4, (1.) und (4.), damit 2 verschwinde, von einander 
abziehen. Auf diese Weise kommt: 
I. pa—og = 0. 
Die Gleichung für (d,g; c, ^) hat zugleich felgende beide Formen: 
4. (m-+ea)+pg — 90, g(m M va) +r(m+og) = 0. 
Um die ersten Theile dieser beiden Gleichungen durch Hilfe der unbe. 
stimmten Coefficienten p, g und r identisch zu machen, müssen wir: 
g+tr= 1, CRE ab n4 
setzen. Diese Gleichungen geben auf der Stelle 
ati g (v — o) 
v 
und hiernach verwandelt sich die erste der beiden Gleichungen (.4.) in 
6. ym+vea+ao(v—e)g = 0. 
Man erhält hiernach ferner die Gleichung derjenigen geraden Linie, 
welche durch den Durchschnittspunct von (5.) und (6.), und zugleich 


> 
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durch den Punct P geht, wenn man, um zu einer Gleichung von der Form: 
pa+gm= 0 
zu gelangen, zwischen den Gleichungen (5.) und (6.) g eliminirt, Auf 
diese Weise findet man sogleich: 
7. m+(v(u+e)—me)e = 0. 

Diese letzte Gleichung bleibt identisch dieselbe, wenn wir p und ¢ 
gegenseitig mit einander vertauschen. Dieser Vertauschung entspricht aber 
die gegenseitige Vertauschung der beiden geraden Linien 5 und d. Auf der 
geraden Linie (7.) liegt also nicht allein der Durchschnittspunct von (5.) 
und (6.) oder der Punct aódc, sondern auch der Punct adbc. Der 
zweite Punct ist hiernach aus dem ersten dadurch bestimmt, dafs die bei- 
den mittlern Buchstaben ihrer (abgekürzten) Symbole ihre Stellen vertau- 
schen. Den ersten dieser beiden Puncte kónnen wir aber auch durch das 
Symbol dca? bezeichnen und den zweiten durch cad, was blofs dar- 
auf hinauskommt, diejenigen beiden geraden Linien, welche den jedesma- 
ligen Durchschnittspunct bilden, in anderer Ordnung zu nehmen. Vertau- 
schen wir also wiederum die mittlern Buchstaben in den letzten beiden 
Symbolen, so erhalten wir die Symbole zweier neuen Puncte, dacb und 
bacd, welche ebenfalls auf der geraden Linie (7.) liegen. Die auf diese 
Weise bestimmten vier Puuete sind also: 

abdc, adbe, dacb, bacd, 
und liegen, wie behauptet wurde, auf ein und derseiben durch den Punct 
P gehenden geraden Linie. 

Vertauschen wir einmal gegenseitig d und c, und das andere Mal 
b und c mit einander, so erhalten wir noch zweimal vier analoge Puncte, 
und für die Gleichungen der beiden diese Puncte enthaltenden geraden Li- 
nien ergiebt sich, indem man in (7.) einmal gegenseitig e und v, das an- 
dere Mal u und v mit einander vertauscht: 

8. em<+(e(uH+v)—nmr)a = 0, 9. um+(u(e+v)—ev)a = 0. 
Da vier Elemente 24 verschiedene Permutationen bilden und jeder Punct 
sich cuf doppelte Weise durch ein Symbol ausdrücken läfst, so entsprechen 
allen jenen Permutationen solche Puncte, wie wir eben betrachtet haben. 

Es bleibt uns jetzt also nur noch übrig, den dritten Theil des 
vorliegenden Satzes zu beweisen. Für die gerade Linie (a, g; 5b, h) haben 
wir oben schon die Gleichung: 

5. pa—og = 0 
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erhalten. Für (c,g; a,h) erhalten wir jede von folgenden beiden Gleichungen 
(m+ve)+9g =0, (n+og)+pe = 0, 
wenn wir die ersten Theile derselben durch Hulfe der beiden unbestimm- 
ten Coefficienten 9 und p identisch machen. Diels giebt unmittelbar 
. g uL e, P = Ve 
und hiernach ist die Gleichung der in Rede stehenden geraden Linie: 
10. m-+va+og = 0. 
Wenu man in der vorstehenden Gleichung für v g aus (5.) a schreibt, 


so ergiebt sich: I ou SI | 

Diese Gleichung stellt diejenige gerade Linie dar, welche durch den Durch- 
schnitt von (10.) und (5.), d.h. durch den Punct ca ab und zugleich durch 
den Punct P, den Durchschnitt von a und g, geht. Diese Gleichung bleibt 
unverändert, wenn man # und v, d.h. die geraden Linien 5 und c ge- 
genseitig mit einander vertauscht. Man erhält also den neuen Punct 52ac, 
welcher ebenfalls auf der geraden Linie (11.) liegt. 

Das eben Bewiesene erstreckt sich unmittelbar auf alle Combinationen 
aus den vier Elementen o, 5, c und d, welche den vorstehenden analog 
gebildet sind, auf solche Symbole nemlioh, in welchen in der Mitte derselbe 
Buchstabe zweimal vorkommt, Zu demselben Buchstaben in der Mitte 
kónnen sich zwei der drei übrigen offenbar auf dreifache Weise gesellen, 
und zwar jedesmal zweifach, indem derselbe Buchstabe einmal vorn und 
das andere Mal hinten steht. Es giebt also 4.3 — 12 Paare solcher Puncte, 
die im dritten Theile des vorliegenden Satzes zusammengestellt sind. 

Aus dem in dem Vorstehenden vollstündig bewiesenen Satze ergiebt 
sich sogleich nach dem Principe der Reciprocität der folgende neue Satz. 

W enn sechs Puncte gegeben sind, von welchen vier auf 
einer gegebenen geraden Linie P, und die beiden übrigen auf 
einer andern gegebenen geraden Linie Q liegen, so kann 
man diese sechs Puncte noch durch acht neue gerade Linien 
verbinden. Diese acht gerade Linien schneiden sich in 
zwölf neuen Puncten, und diese zwölf Puncte lassen sich 
paarweise durch zwei und vierzig neue gerade Linien ver- 
binden. Von diesen zwei und vierzig geraden Linien schnei- 
den sich sechs in ein und demselben Puncte der geraden Linie 
Q, zwölf derselben schneiden sich zu vier in drei und vier 
und zwanzig zu zwei in zwölf Puncten der geraden Linie P. 


3. Plücker, analytisch-geometrische Aphorismen. 31 


Da die eigentliche Absicht dieses Aufsatzes blofs darin besteht, die 
Methode der Symbole und unbestimmten Coefficienten in ein helleres Licht 
zu stellen und dadurch zugänglicher zu machen, so ergreife ich die neue 
Gelegeuheit, die sich mir darbietet, und will den letzten Satz ebenfalls 
direct beweisen. Die detaillirte Aussage dieses Satzes können wir wie 
bei dem ersten Satze schematisiren, und brauchen zu diesem Ende nur 
Puncte an die Stelle von geraden Linien, Durchschnitte zweier gerader Linien 
an die Stelle von geraden Linien, welche durch zwei Puncte gehen und, 
umgekehrt, zu setzen. Hiernach ist der erste Theil des Satzes als nach 
dem ersten Paragraphen dieser Aphorismen schon bewiesen anzusehen. 
Was die beiden andern Theile betrifft, so ist die Schlufsweise aus den 
Symbolen gerade dieselbe, wie in dem ersten Satze, und es braucht also 
nur noch gezeigt zu werden, einmal, dafs die beiden geraden Linien: 
[(o,g; b, 4), (d, 85 c,h)] und [(a, 9; d,h), (b,g;c,h)], oder: abde und adbe; 
und das andere Mal, dafs die beiden geraden Linien: 

[(5, g; a,h), (a, 25 c, ^)] und [(e,25 a,h), (e,g; 5,h)], oder: baac und caab, 
sich auf der geraden Linie P schneiden. 

Wir kónnen alle geraden Linien der vorstehenden Construction 
durch Gleichungen ausdrücken, wenn wir von den symbolischen Gleichun- 
gen einer derselben, etwa (a, 5), und den beiden gegebenen geraden 
Linien auf der die vier Puncte 2, 5, c und d, und Q, auf der die beiden 
Puncte g und A liegen, ausgehen. Diese drei Gleichungen seien 

a= 0, p = 0, g = 0. 
Wir erhalten alsdann für die acht neuen die sechs gegebenen Puncte ver< 
bindenden geraden Linien folgende Gleichungen: 


a = 0, (a, g) a+op = 0, (a, A) 
a+ug = 0, (5, g) a+op+ug = 0, (5, h) 
e+v9g=0, (6,8) atoptvg=0, (c,h) 
ateg=0, (d,g) atopteg=0 (dh) 


Wenn wir die 4 Puncte c, 5, c und d beliebig mit einander verwechseln, 
so behalten wir ganz dieselben 8 Gleichungen, nur in anderer Ordnung. 
Für die gerade Linie [(2, g; 5, 4), (d, g 5 c, h)] ergeben sich hier 
nach folgende Gleichungen: 
ma+cp+ug = 0, n(a4d-e9] -F a +op+vg = 0, 
die durch Hilfe der beiden unbestimmten Coefficienten 77 und n identisch 
gemacht werden müssen, Hiernach kommt: 
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m=i-fn, pzænñne+v, und somit ist m = euro 
wonach die gesuchte Gleichung für abde folgende wird: 
l. @+e—v)a+eop+ eng = O. 
Um die Gleichung für edie zu erhalten, brauchen wir blofs 5 und 
d, und, dem entsprechend, in der letzten Gleichung » und e gegenseitig 
mit einander zu vertauschen. Auf diese Weise kómmt: 
2. (@+u—va+uop+eng = 0. 
Wenn man die beiden Gleichungen (1.) und (2.) von einander ab- 
zieht, und den Factor von p im Resultate fortlüfst, so kommt: p — O0, 
d. h,, was zu beweisen war, dafs sich die beiden geraden Linien (1.) und 
(2.) auf der geraden Linie P schneiden. 
Für die Gleichung von [(4, g; 24, 1), (ag; c, h)] oder baac erhal- 
ten wir folgende Form: 
aHop+m(atug) = 0, na+op+vg = 0, 
die durch Hilfe der beiden unbestimmten Coefficienten m und n identisch 
gemacht werden müssen, Zu diesem Ende müssen wir 
{tm =, mp = y nehmen, wonach niet 
ist, und die letzte der obigen Gleichungen in folgende, iles be- 


stimmte übergeht: $. (Q-Ep)a Lovp Lou 0. 
Vertausoht man (, und v und umgekehrt, so erhält man aus der 
vorstehenden Gleichung von baac die nachstehende für caa: 
4. (v+pa+ovp+vg = 0. 
Wenn man abzieht, erhält man aus (3.) und (4.), wie oben: p = 0, 
und die beiden bezüglichen geraden Linien schneiden sich also wiederum 
auf der gegebenen geraden Linie P. 


» 


Jeder Leser, welcher der Art, wie die verschiedenen Sätze der 
Geometrie unter einander verknüpft sind, — und hieraus schöpfen, was 
nicht oft genug wiederholt werden kann, die neuern Behandlungsweisen 
der Geometrie ihre glänzendsten Resultate — besondere Aufmerksamkeit 
geschenkt hat, wird mit Grund vermuthen, dafs es allgemeinere Sätze 
giebt, von welchen die vorstehenden Particularisationen sind. Es giebt 
wirklich solche Sätze. Es dürfen dieselben uns aber hier nicht beschäf- 
tigen. Gelegentlich werde ich auf dieselben zurückkommen. 

Godesberg bei Bonn im August 1831. 
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4. 
Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung. 


(Fortsetzung des Anfsatzes No. 1. im ersten, No. 10. im zweiten, No. 18. im dritten und No, 30. im 
vierten Hefte X. Bandes. ) 


(Von dem Herrn Dr. Stern, zu Götlingen.) 


MM — —— 


63. 


Nach diesen Vorbereitungen wird es leichter sein, die Theorie der Sum- 
mation der Kettenbrüche zu entwickeln. Die Summe eines Kettenbruchs 
kann entweder mittelbar gesucht werden, indem man den Kettenbruch 
auf einen anderen ins Unendliche fortlaufenden Ausdruck zurückführt, 
dessen Summe leichter gefunden werden kann, oder unmittelbar, in- 
dem man einen geschlossenen Ausdruck sucht, der den Werth des Ketten- 
bruchs angiebt. Die ins Unendliche fortlaufenden Ausdrücke lassen sich 
aber auf drei Klassen zurückfübren, deren Entstehung auf den arithmeti- 
schen Grundoperationen beruht, Die unendlichen Reihen sind ein 
fortgesetztes Addiren und Subtrahiren, die unendlichen Producte ein 
fortgesetztes Multipliciren, die Kettenbrüche ein fortgesetztes Dividiren. 
Alle anderen continuirlichen Ausdrücke müssen sich auf diese zurückführen 
lassen; die mittelbare Summation der Kettenbrüche wird sich daher dar- 
auf beschränken, dafs man diese entweder in unendliche Reihen oder 
in unendliche Producte verwandelt. Die Regeln zu dieser Verwandlung 
sind in den vorhergehenden Capiteln gegeben, und es wäre daher dieser 
Gegenstand als abgethan zu betrachten, wenn nicht noch einige Umstände 
zu berücksichtigen wären, deren Nichtbeachtung zu grofsen Irrthümern 
führen kann und geführt hat. Wird ein convergenter Kettenbruch nach 
$. 28. oder $. 50. in eine Reihe ode: in ein unendliches Product verwandelt, 
so ist hier weiter keine Vorsicht nöthig, sondern sobald man im Stande 
ist, die Summe einer solchen Reihe oder eines solchen Products anzuge- 
ben, so wird diese mit Bestimmtheit auch als Werth des Kettenbruchs 
angesehen werden können. Die nach dieser Methode erhaltenen Reihen 
oder Producte sind nicht blofs im Ganzen dem Kettenbruche gleieh, son- 
dern es entspricht auch jeder Theil, jeder Näherungswerth derselben, 
Crelle’s Journal d. M. Dd. XI. Hft. 1. 9 


34 4. Stern, Theorie der Kettenbrüche. 


einem Theile, einem Niherungswerthe des Kettenbruchs. Anders aber 
verhält es sich mit den Methoden, die in $. 35. — 48. gezeigt wurden, und 
mit anderen diesen ähnlichen. Hier nemlich ist keinesweges die Reihe 
dem Kettenbruche auch theilweise gleich, sondern es wird blofs der 
Kettenbruch aus der Reihe, oder die Reihe aus dem Kettenbruche durch 
gewisse analytische Operationen entwickelt, so dafs sie gegenseitig nicht 
als Summe von einander, sondern vielmehr als erzeugende Function zu 
betrachten sind. Daher wird sich nach diesen Methoden nicht immer 
aus einem convergenten Kettenbruche eine convergente Reihe, und um- 
gekehrt, ergeben, sondern der eine Ausdruck kann convergiren, wührend 
der ihm gleichgesetzte divergirt, ja der eine kann positiv sein, während 
der andere als negative Grófse erscheint. Die Lösung dieses Wider- 
spruchs liegt, wie in allen ähnlichen Fällen, darin, dafs man nie den bei 
der Entwickelung übrig bleibenden Rest unberücksichtigt lassen darf. 
Mau hat daher Folgendes zu merken. Wird irgend eine Reihe S in einen 
Kettenbruch verwandelt, dessen allmühlige Entwickelung durch 





ter ar b. U. Se We 
Monac 

angedeutet wird, so dafs A,, R, u. s. w. den jedesmal bei der Entwickelung 
übrig ‚bleibenden Rest bedeutet, und sind die Theilzühler d,, 5, u. s. w. 
sämmtlich positive Gröfsen (die Theilnenner werden immer stillschwei. 
gend positiv gedacht), so kommt es darauf an, ob auch die Reste sümmt- 
lich positive Grófsen sind, oder nicht. Im ersten Falle kann man den 
unendlichen Kettenbruch mit Sicherheit als Werth der Reihe betrachten: 
die Vernachläfsigung irgend eines Restes kann keinen weiteren Einfluls 
auf das Resultat haben, als dafs dasselbe nech nicht ganz genau ist, je 
weiter man aber in der Entwickelung geht, desto näher wird der Ketten- 
bruch, seiner Natur nach, dem Werthe der Reihe kommen, desto weniger 
wird also die Vernachlässigung des Restes schaden. Ist aber irgend ein 
Rest À,, negativ, so kommt es darauf an, ob er grófser oder kleiner als 
a, ist. Im letzten Falle ist a, oben sowohl wie «,,— RA, eine positive 
Größe, wenn man daher statt ¢,,—R,, nur e, in Rechnung bringt, so 
kann man sich zwar noch vom wahren Werthe sehr entfernen, aber 
man wird kein falsches Resultat erhalten, sondern es wird sich 


F(a-4- b,:0,- ....-- 5, Gn), 
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dem wahren Werthe der Reihe desto mehr nähern, je grölser m ist; ist 
dagegen R,, grölser wie a,,, also &,, — R, eine negative Grifse, so würde 
man, wenn man nur 2,, zur Berechnung anwenden wollte, statt einer nega- 
tiven Grifse eine positive nehmen, und man könnte als Resuitat eine 
positive Grölse erhalten, während der wahre Werth negativ ist. Jedoch 
wenn ),,<(a,—R,, ist, so kann man noch immer den Kettenbruch zur 


bin 


Berechnung anwenden ee alsdann e,„_, + eben sowohl eine posi- 


tive Größe ist wie an + 2t Be ge) oder allgemeiner, wenn 





ere 
ist (ohne Rücksicht auf das Zeichen). Ahnlich verhält es sich mit den 
Kettenbrüchen, deren Theilzühler siimmtlich oder theilweise negativ sind. 
Soll der Bruch bestimmt convergiren, so mufs jeder negative Theilzähler 
b, kleiner als c, sein; gehört daher zu a, ein positiver Rest R,, so 
kann der Kettenbruch unbedenklich zur Berechnung des Werthes der 
Reihe angewandt werden; ist R,, negativ, aber 6,,<.¢,,— R,, und zugleich 
R„<0„, so kann der Kettenbruch noch immer gebraucht werden; ist 
aber 5, nicht «7a, — H,, so kann der Werth der Reihe S nicht mehr 
aus dem des Kettenbruchs abgeleitet werden. Es könnte sein, dafs die 
Reihe divergirte, während der Kettenbruch conversirt, und wenn 71, ><, 


. ee .,e oe "iS m 
ist, so würde man statt der positiven Grófse — an die negative nn 


genommen, und also das Resultat vom Positiven zum Negativen geän- 
dert haben, 

Zuweilen erscheint die bei der Entwickelung des Kettenbruchs 
vernachlässigte Grifse auch in Form eines Factors, und dies ist immer 
der Fall, wenn der Kettenbruch mach $.48. entwickelt wird. Sind als- 
dann die Theilzühler positiv, und ist der vernachlässiste Factor P eben- 
falls positiv, so kann man ohne Bedenken den unendlichen Kettenbruch 
als Werth der entsprechenden Reihe ansehen. Denn der Ausdruck 


; die Ver- 


nachlissigung von P kann also nur bewirken, dafs der NL E den 

gesuchten Werth nicht ganz genau giebt; je weiter man aber in der Ent- 

wickelung fortgeht, desto mebr wird man sich dem wahren Werthe nä- 

hern; ist dagegen der Factor P negativ, so kann man ihn nur dann mit 
55 


Im 


un 


b “ . e,¢ ee . 
a, + — ist eben sowohl eine positive Größe wie @„_, 
Um 
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Sicherheit vernachlässigen, wenn c mi >a ist. Sind dagegen die Theil- 


zühler negativ, so mufs, wenn der Költenbeueh bestimmt convergiren soll, 
Bin 

Gare. 
nüberungsweise den Werth Um.” zu setzen, wenn P grüfser als die 
m 





b,, kleiner als o, sein; es wird daher immer erlaubt sein, statt o, , — 


Einheit ist. Ist dagegen P ein üchter positiver Bruch, so mufs 5,, . P7» 5, 
* ee b . * eo bin .,e . 
sein, sonst kónnte An p negativ sein, während G,,— — positiv ist; 


ist endlich P negativ, so kann dieser Factor in jedem Falle vernachlässigt 
werden. Man wird diese Bemerkungen mit den vorhergehenden zusam- 
menstimmend finden, wenn man bedenkt, dafs aus 
Qu b, = a,,.P 
+R, = (P—1a, 
folgt. 
Es wurde früher der Ausdruck = ,”,F[x+2:(2m+1)} 


diei ques 
pes 


gefunden. Um nun zu untersuchen, ob der unendliche Kettenbruch für je- 


den Werth von x den Werth von === angiebt, entwickele man ihn 


e* ex 
nach $.48. Man hat mit Redbone tang der dortigen UN. 
ee” = InO(K, RY, 3,755), ete = 2Q(R,R, +, pea), 


wo À,R' unendlich a Zahlen sind. Die Ausdrücke 


gua 
e(n, By 25€ zum) e(n, BY 97 FEES. 
sind für jeden Werth von x positiv; eben so Men such die Ausdrücke 


e (n, n 2? ium) e (n, R, + om sary 


T 
e(n, n. 3.15) 
: " . . 2'4RR' 
u.S.W. immer positiv sein. Entwickelt man nun TITTEN ee nach 
HR, 8, pug) 
Formel (2.) des $. 48., so hat man 





ex — ec* x wool 
{ CT Ne Pu temer 
3g (n, R’, Bex Ai 34 L———— ————-—34—r 
zu vea ERA 5 (n R' 5 iz) 
(n p. t c ) Dauer uo 
9 elms. 2" RR i 


v Uso rg) 
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v (n m, ix rum) : 
Da aber — ——— — und jeder der folgenden ähnlichen Ausdrücke 
a(R, Ry aux) 


einen positiven Werth bat, so kann man, wenn der Kettenbruch ins Un- 
endliche fortgesetzt wird, von dem vernachlässigten Factor ganz abstrahi- 
ren, uud es ist daher, für jeden Werth von x, 


VE (a: 1+ x:(9m--1)) der wahre Werth des Ausdrucks Sr 


es”. “I 


Schwerer würde es sein, direct zu beweisen, dafs 
el (ei 1— 2x :(2 m + 1) 
für alle Werthe von x, den wahren Werth von tangx angiebt, und der 
Rest vernachlässigt werden kann; auf indireetem Wege kann es leicht 
geschehen. Denn dieser Kettenbruch convergirt für jeden Werth von x 
in ganzen (oder rationalen) Zahlen ($. 58.), und daher auch für jeden 
irrationalen Werth vou x. Man kann nemlich auf ähnliche Weise wie in 
$. 55. beweisen, dafs der Kettenbruch F(a —b,:1,—b,:a,....) auch für 
irrationale Werthe von b,, b,, .... convergiren wird, sobald nur allgemein 
b, Za„n— 1 ist, woraus das Übrige von selbst folgt. Setzt man für x 


irgend einen zwischen O und i enthaltenen Werth, wo a die halbe Pe- 


ripherie für den Halbmesser 1 bedeute, so ist x, und daher auch x^ klei- 





ner als die Einheit, folglich auch a kleiner als die Einheit, und 
— 5 ete, 
2 
——À; eine positive Grüfse, Nun ist die Tangente zwischen diesen 
1— 2 
TX 
DER etc. 


Gränzen immer positiv. Die Vernachlüssigung des Restes kann also nur be- 
wirken, dafs das Resultat nicht ganz genau ist; je mehr Glieder des con- 
vergirenden Kettenbruchs man aber zur Berechnung anwendet, desto nii- 
her wird man dem wahren Werthe kommen, und der unendliche Ketten- 
bruch kann unbedenklieh als Ausdruck desselben augesehen werden. Aus 


den Werthen der Taugenten zwischen den Grenzen z =0, x =F; kön- 


nen aber, wie bekannt, alle MERE Tangenten abgeleitet werden; es möge 


nur noch der Fall, wenn x = > ist, ist, besonders betrachtet werden. Man hat 
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alsdann tangz — oo; darf daher der Rest des Kettenbruchs vernachlässigt 
werden, so ist 











ae 7:2 utt 
1 E 4 oui 2 

37:4 Mu 

; etc. 10 etc. 
folglich nothwendig 
n°? 
pe — Ti 
6—- ai 
a m rà etc, 


Man überzeugt sich aber bald, dafs die ersten Nüherungswerthe des letz- 
teren Kettenbruchs wirklich gegen den Werth 2 convergiren, daher wird, 
da der ganze Kettenbruch convergirt, 2 der Werth desselben sein, und 
der Rest kann unberücksichtist bleiben. 

64. 

Besonders wichtig für die Theorie der Summation der Kettenbrüche 
ist auch der Umstand, dafs man in vielen Füllen, ohne noch den Werth 
derselben zu kennen, bestimmen kann, ob dieser Werth rational sein wird, 
oder nicht. Es ist in dieser Beziehung Folgendes zu bemerken. 

I. Ist ein Kettenbruch F (a, 2,4.) gegeben, in welchem alle Theil- 
zibler und Theilnenner rationale Größen sind, und ist der Werth von 
F(c,,0,,,) nicht rational, so kann auch der Werth des garzen Ketten- 
bruchs nicht rational sein. Denn wäre er rational, so würde aus der Formel 
Fan, Amtn)-0, Am-s dm, Emo 
RE re ete rt al (S. 7.) 
auch der Werth von 7 (a, , @„4„) rational gefunden, gegen die Voraussetzung. 

U. Hat ein unendlicher Kettenbruch nur positive Theilzühler und 
Theilnenner (die siimmilich ganze Zahlen sind), und sind die Theilzühler 
nicht grölser als die ihnen entsprechenden Theilnenner, so ist der 
Kettenbruch nothwendig irrational. Denn man habe den Kettenbruch 

b, Eur 


F(a,, am) FE 


b 
+2 


F(a, Omtn) cm 





so dafs b, Za,, b,<a,, b,<a, u. S. W. ist, so ist 


b, b, 
Bez pee u. S. We 


P b ys . o T j e 4 . au. B 
Wäre nun Fa; an) einer rationalen Zahl gleich, so setze man diese = —, 
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also B< dA (B und 4 sind ganze Zahlen); es ist aber bus , folglich 
0 





5,4 — a, B eine positive Zahl. Sie heiße C, so ist — > also 
18 appo 
b, B 
= = en oder — H a, le d. b. C<B. Nun setze man 6, B—a,C= D, 


D b, 
Te à F(a, , an) 

Weise erhielte man eine unendliche Reihe we: positiver Zahlen 4, D, 

C, D,...., die immer kleiner würden, was unmöglich ist, also kann der 


so findet man wieder : po. ved oder D<C. Auf diese 


Werth von En nicht rational sein. 
(a, > ain) 


Der Kettenbruch Z(x:1--x?:3-]|-3?^:5....) hat nie einen rationalen 
Werth, sobald x einen solchen hat, weil man, wie grofs auch der Werth 
von x sei, immer an einen Theilzähler x' kommt, von welchem an alle 
Theilzihler kleiner als e RD ead A Theilnenner sind (II. und LE), 


daher hat ($. 63.) auch © e E. — Hi keinen rationalen Werth, also 


Ben now quit. ni keinen solchen, d.h. die Basis der naturli- 
; er eet RR 

e*-dr- ex 

chen Logarithmen, und jede rationale Potenz derselben, ist eine irratio- 

nale Grófse *). 


IH. Sind die Theilnenner positiv, aber alle Theilzühler negativ, 
—— =? __  irrational sein, wenn alle 
Fa}, an) Fe Cs phe 2 


t^. asvetc, 


hat auch 


so wird der Kettenbruch 


Theilnenner grölser als die De Theilziihler sind. Denn auch 


et eum a 2——«C1, u.s.w. ($.55.). Wäre 


—— rational — =, B<A (wo B und 4 ganze Zahlen sind), so hätte 


man > a dahér setze man Ga,B-——05,4 — C, so ist C positiv und 
= b, 

— F(a, ^ any? 
diodes eine unendliche Reihe 4, B, C .... ganzer Zahlen finden, die 


in diesem Falle ist ——— Fc. 5 


On 1253) 





C«— B. Fährt man auf diese Weise fort, so würde man 





*) Die Idee, die Irrationalität gewisser Ausdrücke mit Hülfe der Kettenbriche 
zu beweisen, verdankt man Lambert. Vergl. hist. de l’ac. de Berl. 1761. pag. 265 ff, 
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immer kleiner werden, Die Unmöglichkeit einer solchen zeigt, dafs 


es irrational ist. Nur in dem Falle, wenn jeder Theilnenner um 


eine Einheit grölser als der entsprechende Theilzähler ist, ist der Ketten- 
bruch rational ($. 55.). 

Gaur auf dieselbe Weise kann man auch zeigen, dafs der Ketten- 
bruch unter denselben Voraussetzungen irrational sein wird, wenn nur 
ein Theil der Theilzähler negativ ist, nur braucht alsdann der zu einem 
negativen Theilzähler 5, gehórende Theïlnenner ¢,,, auf welchen ein po- 
sitiver Theilzihler folgt, nur =D, zu sein ($. 55.). 

Aus dem Vorhergebenden folgt, dafs der Kettenbruch 

nta (x:1— 2" :(2m+1) = tanger 
für jeden rationalen Werth von x irrational ist, da man immer an einen 
Werth von m kommt, von welchem an gerechnet die Theilzähler kleiner 
als die entsprechenden Theilnenner sind. Hieraus folgt, dafs die Tangente 
eines Bogeus immer irrational sein wird, wenn dieser rational ist. Es 
muß daher auch nothwendig die Zahl, welche das Verhältnifs der Peri- 
pherie zum Halbmesser angiebt, irrational sein, denn wäre dieses, oder 27, 





also auch T rational, so mülste tang + irrational sein; diese Tangente ist 


aber bekanntlich rational und dem Halbmesser gleich. Eben so wenig 
kann das Quadrat dieses Verhältnisses rational sein, denn wäre 47° oder z* 


rational, allenfalls 7° = =, wo m, n rationale Zahlen sind, so hätte man 











RE m:n com 
USE pum ee ee y: 6 FRI 2 
40 a 1 10 
14 etc. n etc, 


Dieser letzte Kettenbruch wäre aber offenbar irrational, und könnte daher 
unmöglich = 2 sein, folglich mufs +° irrational sein *). 

IV. Sind elle Theilzähler negativ, dio Theilnenner positiv, so wird 
der Kettenbruch auch irrational sein, wenn jeder Theilzähler dem entspre- 
chenden Theilnenner gleich, und kleiner als der nächst folgende Theilzähler 
ist. Denn es ist F(a,:9,— @,:0,— 93:03...) = F(1:1—1:0,— a, :0,— 0,:0,....) 
($. 62.). Nach der Voraussetzung ist 4, <@,, à,«70,, @;<Ca,, also ist der 
Kettenbruch F(a,—^4, 8, — 4,:0,....) irrational (IL), folglich auch 


——— 








*) Man vergl. Legendre Elém. de g«om. Not. 4. 
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I (1:1—1:2,—20,:0, ....) oder der ihm gleiche Kettenbruch F'(a,:a,—0,:, ....) *). 
Ausgenommen ist der Fall, wenn jeder Theilzühler den vorhergehenden 
um eine Einheit übertrifft. 


65. 


Auf dieselbe Weise, wie in $. 55. der Ausdruck 
jr me m 
gefunden wurde, können noch eine Menge ähnlicher Ausdrücke abgeleitet 
werden. So z.B. hat man 


b b b 
1 z————— df — ee da 
: b,—1+-1’ b, —1—L1? UT GENE ee OR 
daher ist ‘ = à iu 
Dm us ke n 
b, 
ne 
m MIT 


Ebenso hat man: 


a 1)” 2 \2 

1 = m?— 271 — | "MEI —— unie Dis mi mcr Unit ig 

( j^ 2 m? — (m? 4-1)? sent: 
Bi lm — 1) Be m d er er 


4m? — (2m* -- 1)? 9m? — (3m? —1) 
Substitair man allmählich diese Werthe, so findet man 





2 4)’ 
1= mm 
| DU De 
3m Cm — by 


2__(2m?+1)’ 

om? etc, 
Den besonderen Fall, wenn 77 — 2 ist, hat schon Euler auf indirectem 
Wege gefunden (act. acad. petr. 1779 p.1. pag.18.). 


= js: EL p Y As Hi onm b 1x: 
Setzt man 1=m--41—ın, m EEUU mim +i= Ra 


ám 





ETUI TUE, (2m 4- 1 
EU 17-1 oi) EEE en also 





*) Für Kettenbrüche, bei welchen die Theilzähler grôfser als die Theilnenner 
sind, hat ınan bis jetzt noch keine Merkmale gefunden, wodurch ibre Rationalität oder 
Irrationalität erkannt werden könnte; blos für einzelne Fälle wird später ein solches 
vorkommen, Ich glaube aber, dafs man mit Sicherheit den Satz aufstellen kann: 
Wenn in einem Kettenbruche nur positive Zeichen vorkommen, und die Theilzahier 
werden im Verhältnifs zu den ihnen entsprechenden Theilnennern immer grölser, so 
ist der Ketlenbruch irrational: wenigstens stimmen alle mir bekaunten Beispiele hier- 
mit überein. Könnte man diesen Satz zur Gewifsheit erheben, so wäre es leicht, ver- 
möge der Formel (11.) des Kap. 3. darzuthun, dafs jede Potenz von 7 irrational ist. 
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1 = m+1 EE 
ZR Y pad 
3m lee 070 eee A 
a eur 


mm 


Sm-+-1 etc. 
Den besonderen Fall, wenn m= 2 ist, hat schon Euler auf indirectem 
Wege gefunden ( Act. ac. petr. 1782 p. 2. pag. 73.). 








1.2 1.2 3.4 9.470 5.6 
Setzt man 1= 35 1 e j—343 3 025) vo It SE 
so findet man: 
ERIT 
1 3 12 
TERIS ADM 
$4.92 
5.6 
oder setzt man: tee 
i 1:2 5.6 3.4 7.8 5.6 
Lp ics 0 PT pp p 1c à 
so ist Pros 4 
x 12 
AO 
fie muet 
Ar TS 
11 — 
{sence 
15 etc. 


Die zwei letzten Resultate wurden schon §. 48. auf indirectem Wege 
gefunden. 

Ein hierher gehörender Kettenbruch möge noch besonders erwähnt 
werden, weil ihn Euler aus sehr verwickelten Betrachtungen abgeleitet 
hat (Opusc. anal. T. I. pag.117.). Man setze: 

ien (84-9) ety = (e 4-2) (6429) 
fons (EU DOE DTE 8-4 -29— (e4-27) - (e 4-2 7* 
APE FED RDF CHI th Yn 
so findet man 


ee 26408) 
ex a 20 
B En a Na oo Pe ce = 
£423 (ep 24 EP D EEO), 
B+35—(@$37) ete. *) 
*) Auch Trembley, der nach Euler den Werth dieses Kettenbruchs mit Hülfe 
der recurrirenden Reihen gefunden hat (Nouv. Mm. de Pac. de Berlin), hat die ein- 


fache Entstehung desselben nicht bemerkt. Man kann, ganz auf dieselbe Weise, auch 
die verwickelteren Ausdrücke, die er dort ($. 22.) aufstellt, ableiten. 
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Auch die Art und Weise, wie in $. 62. aus n der Kettenbruch 
F[m:m —(m + 01:(0m 4-1)... .] 


abgeleitet wurde, kann oft mit Nutzen zur Auflindung von Kettenbrüchen 














angewandt werden. So z.B. hat man GEL = EO hieraus folgt 
#9 
+ + m+3__ m+ Pure 

m-+-2__m--t m+3  m-+-2 A 
EET NT rà qu Pos m SAT etc., folglich ist 

m4-2 e m 4-3 

m+1 m 

: m—2- pit Lm? _ 
Seda e EB 


re TES À m-+- 1 etc, *). 
Dieser letztere Kettenbruch ist aber als besonderer Fall in einer viel all- 
gemeineren Form enthalten, die nun behandelt werden soll. 


66. 
Es soll nemlich die nu des unendlichen Kettenbruchs **j 


JANTES ee ET ; 
Kar Free pra etc. 
gefunden werden. Es wird zuerst vorausgesetzt, dafs 7; und 7 beide po- 
sitiv und ganze Zahlen sind. Wäre 7 negativ, so würde der Kettenbruch 
abbrechen, und in einen endlichen übergehen; auch wird die Untersuchung 
hier auf den Fall eingeschränkt, wenn > m--2 ist. Ist n -- 2, so 
ist der Kettenbruch irrational ($. 64., II.). Dieser Fall soll erst später un- 
tersucht werden. Man bezeichne den Werth des Kettenbruchs (1.) dureh 


f (m, n), und setze 
| D — 3 
n5 IAE 5 p m—2+—— m 0 mcus ecce nd) ger a 


rz 


m—s-+- 





= Q,, 


s— 


*) Die hier erwähnten Kettenbrüche können auch dazu dienen, die Meinung, die 
man hin und wieder ausgesprochen findet, dafs ein unendlicher Kettenbruch keinen ra- 
tionalen Werth haben kann, zu widerlegen. 

*#) Dio Methode, die Euler zur Summirung der Kettenbrüche angewendet hat 
(Opusc. anal. T. Y. pag. 85.), ist sehr verwickelt. Man vergleiche auch einen Aufsatz 
von Euler in den Mém. de l'ac. de Petersb. (T. IV. pag. 52.), und einen anderen 
von Trembley (Mém. de l'ac. de Berl. 1794). 


6 * 
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so ist 
Y E n—1 a, — n—2 Ld ELI TE —— 
FOR n) cce dep aes a 4 M CAE cr T 
folglich n—.1 | 
2. fm c oa 
CLE Wine 


goose iS Fer — m +43 etc. 
Dieser zweite Kettenbruch bricht in jedem Falle ab, wie grofs auch » 
sei, denn setzt man ihn weit genug fort, so wird man an die Form 











n —-n 
~— mfr 2 Ot) ne 
Rs aig LT Pepe eel a etc, 
kommen, welche, wenn man n zm --r-+-1 setzt, in 
0 
uus a 


übergeht. Dieser letztere Bruch ist aber wirklich — 0, weil der Nenner 
r +1 ste, nicht Null, sondern vielmehr grôfser als r ist ($. 55.) 


und ($. 22.). Da nun der Kettenbruch (1.) convergirt ($. 54.), und der 
Kettenbruch (2.) endlich ist, und der letztere Kettenbruch, wie man so- 
gleich sehen wird, ebensowohl wie der erste, einen positiven Werth hat, 
so sind diese beiden Formen identisch; es ist daher /(;7,7) durch die 
Form (2.) auf einen endlichen Kettenbruch zurückgeführt, und man kann 
hiernach seine Summe als schon gefunden ansebn. Eine genauere Be- 
trachtung der Form (2.) führt aber zu sehr interessauten Bemerkungen. 
Setzt man in derselben statt 7: den Werth n —(r-]-1), so geht sie in fol- 
gende über: ue f 








a2 
Saas apse 
DE 
[24-2 
r—1+ +. 
Je nachdem 7 = 2,3, 4,.... ist, ist daher der Werth von f(m,r) = 

1 2 3 

PTE > ye Due Oi y 2s © @ @ 


tt en en 
r1+— 
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Die Reihe, deren Glieder diese auf einander folgende Kettenbrüche sind, 
nenne man ( 7.) Reducirt man diese Brüche, so findet man 

- ah 3[r(r —1) 4-1] 

r? r(r—1)--1? r(r—1)(r—2)-2-(r — 2) --2r? 
Es ist leicht einzusehen, dafs der Zähler des /*" Bruches aus dieser Reihe 
das /fache des Nenners des vorhergehenden ist. Das Gesetz, nach wel- 
chem die Nenner gebildet werden, findet man aber auf folgende Weise. 
Man nehme an, es werde eine Reihe gebildet, deren auf einander fol- 
gende Glieder die Nenner r, r(r—1)-]-1, u.s. w. sind. Diese Reihe nenne 


man (D.). Es sei nun das 2 — 1" Glied der Reihe (4.) =f, das n° 


ndi o Q2 (04g 


d d ene 
ende) ser Sos aed 





=}, so ist das n it — ——À—— 


ist, = FRI, das nt" Glied der Reihe (B.) ist daher ("—n)g ++ 
Ist nun das 7 —1“ Glied dieser Reihe 
= 1+ (n—1)(r—1) 487269 (rt) (rp —2) 4 .... 
und das 7'° 
=1+n. (r—1)-4——— 
so ist auch das z +1“ 
= 14+ Red + DE Gr) 3 ...., 


denn unter dieser Voraussetzung x Mis n 41 Glied 


= n[1-+(n—1)(r—1) + ID v —1)(0— 2)....] 
+e—n [it a+ 2957 ae (r—1) (r—2)....], 


ferner ist 


(r—n—A)| fp n(r—t) ey 167069 (¢_4y(p—9)(r—3) 4 | 


LOG) eves, 


[oo 1)(r- 14-0631 9 EIN 203) + | 


= (rt) [14a 4-601 4- 5279 802) + (i722) 


Ina It... + 


= (1) [tnt 2 EdT 0) 39 4-.]; 
folglich ist das 2 +1 Glied der Reihe (B.): 
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ra 








(r—1)(r— 2) + 
+ r—i+ ncr—1)(r—2)-4- 


EINEN H 


ED (pA) (r—2) (3) + 


HH + SED rt) (2) + EEE RON oe 
Setzt man 7= 2, so ist das 2? —1* ques =r=1+(2—1)(r—1), das 
ne =r(r—-1)+1=t d Gases BY sse. ae. 5 (re) — 2) Da also auf 
diese zwei Glieder die hypothetisch angenommene Form wirklich pafst, 


so gilt sie auch für alle folgende, d, b. die Form. (3.) ist allgemein gültig. 


Setzt man statt r seinen Werth 7 — m —1, und schreibt zugleich statt 
(n— m —2)(n—m—3)....(n —m-—1) 
PAY: 


k | 
das Zeichen *""°B, so ist das 2 — 2" Glied der Reihe (B.) 
— 4-177995 (a— 2) 9B (n — 2) (n— 3) +... 
das n— 1" Glied 
= AH D (2 — 1) + 7-7 *B(n—1) (2-2) +..... 
Nun ist f(n, 7) das 2 —1'" Glied der Reihe (4.), man hat daher 
4. f(m,n)e (2) Eo puras eg Abate ris (n —2)(n—3)+....] 
4 -]- 777—235 (n —1) -- ^77—?$3 (n—1) (an —2) +... 


Ist z.B. HIT Based so ist 














folglich -——_ = — (n —3) = "T, wie schon früher ($. 65.) 
um on ais d 
n—1 

gefunden wurde, 

Will man den Werth von (m, n--1) = m + HL — Ip wie 

ap Ana +2 etc. 
sen, so kann man ihn zwar geradezu aus Formel ies ) finden. Es ist nemlich 
fra LD n [1 n[1 4-777538 (nce Uri sgmoHb n —1)( (n —1)(n —2) 4-....] 
13 à - 7779185 in. (a —1) +. 


Man kann ihn aber auch aus dem Werthe von f (7, 7) ableiten. 


Setzt man nemlich f (77, 2) = ay f (m,n--1) = A. so hat man 
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p en—14+" 8 (n—1Xr—9 4-777795 (n—1) (a—2) (2-3) +... 
g=  1+7"-B(n—1) TB (n —1)(n—2) 4- . .. « 
Addirt man die unter einander stehenden Glieder zusammen, und 


bedenkt zugleich, dafs allgemein 
D 4.53 Ll HOS 
ist, so hat man 
peg = 1+ m, (n —1) + nn (n—1)(2—2) etc, = 
Ferner ist 
(n—m) 9 = [14- 777725 (n—1) -- "77795 (n—1)(n—2) 4-....] X (nm) 
oder (n—m)g = 
1 4-n—m-—1 + (n-m-1)(n-m-2)(n-1) + | (n-1Y(n-2)4-. vee 


= 
n 


"m (n-m-2)(n-1) F EI. (ne1Yn-2)3- e 
folglich (n—72)9-4- p = 
En ^ .p2.-—95(n4) -rE3.——5(n»-1)(n-9) +... 
293 (n—1) eB (n—1)(-2) LD (n-1)(-2)(-3) + .. .. 
T n —4 2B (n-1)(n-2) HB (n-1Y(n-2Y(n-3) +... 
Addirt man die unter einander stehenden Glieder, und bedenkt, dafs 
n—m — 1 rer 7) =: MN, 
ist, so findet man: 
(n— m)g p ir Bn tm Bra 1) +... = Q 
also 
P _ (pk) —_ agate 


— —— — —— 
mee — 


EM TED en oe oe 
q 


oder 
_ a[f(m,n)+1] » 
Man kann auch aus f(m,n)= £F den Werth von f(m — 1, n) — £- ablei- 
. B q q 
ten. Es ist nemlich 


*) Ist m=1, so hat mar 


_ n[f(m, r)+1] 
ATi y ~~ f(mm,n)d-n—1 


Diese Formel hat schon Euler gefunden (Op. an. T.1. pag. 88.). 
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mp m + in "7" A(n—2)-]- m PB (a — 2) (n —3) eto. 


7 = 147 HA) pn (n-4 (-2) 77798 (0-1)(0-2Y(0-3) ete. 
Addirt man die unter einander stehenden Glieder zusammen, und bemerkt 
zugleich, dafs 
m CE (n—m—1) (a — (1-1) 
l 
ist, 80 = man 
Peg = 1B (n—2) 4-777758 (0 — 2) (0—3).... 
Aus Formel (4.): folgt. aber 
p! = (na—1)14+ = (n—2) mag (n—2) CURE = mp + (n—1)9. 
Ferner ist, wie schon früher bewiesen wurde, 9’ — p +9, folglich 
P — mpt(n=—f)g 
g' pq 


oder m 
6. f(m—1,n) = Piu, 


Man kann den Werth von f(m—1, 2) noch leichter auf folgende Weise 
finden: Es ist 








f (m-—41,n) = m-—1 TRES 


aber n [f (m, n) +1] 
1 f (m, +) = j (mn, n)+n—m? 
folglich mf (m, n) -L n t 


NG EU ern 


ar i eee 
2d IS NC EUN 
m -]-4 etc, 

Wie grofs auch 7 ist, so kommt man hier doch immer an einen Theilzih- 
ler n — mr— 5, der = O ist, wenn man nemlich 2 — m — 5s setzt. Es kann 
aber hier wieder wie bei der Formel (2.) gezeigt werden, dafs der Aus- 
druck, durch weichen dieser Theilzühler Null dividirt wird, nicht Null ist; 
der Ketteubruch (8.) bricht also ab, und ist endlich. Setzt man allmäh- 


Man setze 





lichen ee; ., so erhält man bezüglich 
M mi? Memo Lo n2) m3) m4) H-1] + 2(m+44) 
None MASS mt) °°" 


und wenn man hier wieder das Gesetz, nach welchem die Zähler nd 
Nenner gebildet werden, untersucht, so findet man auf ühnliche Weise, 
wie die Formel (4.) gefunden wurde: 
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M == 1--"-" "3 (n—1) + m1 (n-1)(n-2) + ed) (2-1)(2—-2)(n-3) 4E .... 


N z1-4-7"7"78(2-1)4- m (a-1)(n-2) + nm (n—1)(n-2)Y(n—3) +... 
Zieht man die unter einander stehenden Glieder von einander ab, so 
findet man M— N — p; auch ist JV — 9, also 
M 
Noe 5 amr 
folglich 
9. f(m,n) = m+ 14-2"? 


n—m—3 
px to ur creed 


Auf dieselbe Weise, wie der Ausdruck di. ) und (2.) verwandelt wurde, 


kann man auch den Ausdruck (8.) verwandeln. Man findet alsdann 
Mo 5n—m-—i 














N m-——m 
— mi etc, 
und 
10. f(m,a) = —1-- "Ti —— 
HET 


— m--Íí etc. 
Zur Berechnung des Werthes von f(m,n) ist der Ausdruck (9.) am taug- 
lichsten, weil er am frühesten abbricht *). 
Man hätte die Untersuchung noch allgemeiner halten kónnen, wenn 
man statt des Kettenbruchs Le den Kettenbruch 


il m+ — 





A 
ra Uns A, 
pd ries 


zu Grunde gelegt hätte, wo m, 7, À ganze positive Zahlen bedeuten, 


n * . s 
und 2>>m-+ A, ferner 7 eine ganze Zahl sein soll. Aus diesem conver- 


girenden Kettenbruche kann man wieder den gleichgeltenden endlichen 


en erhalten. Hieraus folgt der bemerkenswerthe 





N en OA 
FA D I CU 
Satz: Wenn Zähler und Nenner aller Theilbrüche eines unendlichen Ket- 





#) Die Identität der vier Kettenbrüche (1.), (2.), (9.), (10.) hat Euler (Op. anal. 
T. 1. pag. 102.) auf ganz anderem Wege gefunden. 
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tenbruchs positiv, und um dieselbe Größse verschieden sind, so wird die- 
ser Kettenbruch rational sein, sobald der erste Theilzühler grófser als der 
dazu gehörende Theilnenner, und ein Vielfaches des Unterschiedes zweier 
Theilzühler ist. 

| 67. 

Die Methode, nach welcher der Kettenbruch (1.) in (2.) verwan- 
delt wurde, darf aber nicht überall ohne weitere Untersuchung gebraucht 
werden, weil man sonst grofse Fehler begehen kann. So z.B. kann 


man aus dem Kettenbruche S =e -- it aah den Ketten- 








bruch 2— FI ableiten, indem man a—5 + — > -— = 0,, 


TER 
Date 


—2bh 
Gam 25 d — mm == @, Ue 8. We setzt. Man darf aber darum nicht diese 


zwei Kettonbrache ‚ wie z.B. bei Euler (a. a. ©.) geschehen ist, unbe- 
dingt einander gleich setzen. Setzt man zB. f== 2, a2 1, b= 4, h=1, 
so verwandelt sich der erste ar in 











14-5 
4 
9455 i ete, , 
dagegeu der zweite in 
al; 
TI ete. 


Der erste Kettenbruch hat also einen positiven irrationalen Werth 
(§. 64. II.) und ist gröfser als 1; dagegen hat der zweite Kettenbruch einen 
negativen irrationalen Werth, und ist kleiner als 1, da 3— 2 10 
grófser als 2 ist ($. 55.). en etc. 
68. 
Ist in dem Kettenbruche (1.) die Zahl ;7 negativ, so kann 7 jeden 
beliebigen Werth in ganzen Zahlen haben. Setzt man m = .-—:, so dafs 
t positiv isí, so giebt die Formel (2.): 


n—1 


14- t4- 








HET 








n — 3 


Morse etc. 
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Setzt man £zr--1—^, so erhält man dieselbe Form wie in 6. 60. 
vemlich : n—1 


DER Eee ere 
Man kann daher die Forme! (4.) ohne Weiteres auf diesen Fail anwenden, 
indem man in derselben statt 7; nun £, d.h. — m setzt, Ist z. B. n — 2, 
so erhält man, vermöge Ser Formel: 


1 
PT dv m ME LR x nee ; 
irn ti 7 etc. 
wie schon Trembley (a. a. O. pag. 110.) durch Induction gefunden hat. 
69. 


Es bleibt nun noch der Fall ubrig, wenn in dem Kettenbruche 
f(m,n) die Zahl n< m+2 ist (und », ™ positive Zahlen sind). Um 
alsdann die Summe des Kettenbruchs zu finden, sind allgemeinere Unter- 
suchungen erforderlich. 

Es sei der Kettenbruch *) 

ee Oeo Qe Ha): 

eee Gis , Arto) Be+e) 
appr tete RIS 
38--5-4- 
T7 KB EU etc. 
gegeben, und es soll dessen Summe (wenn überhaupt eine solche möglich 


ist) gefunden werden. Man denke sich eine Reihe von Grófsen 4, 4,, 
Az, Ay, ser.) die so beschaffen sind, dafs 


(a+0)4 = (P+WA+ (Qr O4, 
Quad, e (2B-- P) 4, -- (2 4o 4, 


Li . * e e s LJ e e e e e e LÀ 


(ra 4-2) 4, m (PB 4-0) 4, (ry to 44, 


allgemein 
so hat Fn j Ped 
)Q e-r a) 
(a4- 2). o 8 pb E LET m B4 pa EN T qa Een EIE 
28404 LITE 

u. $, Ww, Es wird daher (a+ a) + die Summe des dier Kee 
bruchs crore nur dessen ee Function sein, je nachdem die 
Miedricke t en ^ T u. $. W., wenigstens von einer gewissen Grünze an, ver- 
nachlässigt werden dürfen oder nicht. Es kommt nun darauf an , die 





*) Man vergl. Comm. ac. Petr. T. XI. p. 59 ff, Euleri Opusc. anal. T. Il. p. 198 ff. 
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Werthe der Grüfsen 4,_,, 4,, 4,,, zu finden, die der Gleichung 
(ra+0)4 = (rB4-B) 4, 4- (ry 4. 

Genüge leisten. Die Form dieser Grófsen ist noch vüllig unbestimmt. Die 

bequemste Voraussetzung, die man aber machen kann, ist die, dafs sie 

durch bestimmte Integrale ausgedrückt sind. Man setze daher 


n = fudy, À, = fy, Aa = fat 2y, 


mit der Beschränkung, dafs diese Integrale zwischen den Gränzen x — f und 
x ==0 genommen werden sollen, und suche den Werth von y, der der Gleichung 


(re + o) fa" dy = (rp+ 5) fx’ ay + (r y + o)f'rtèy 
genügt. Statt dieser Gleichung nehme man aber die allgemeinere: 

(K) (ratafa dy = (r8 D fr èyr+(ry+0/rr8y+ a 0, 
wo Q eine Größe bedeuten soll, die für den Werth «=f Null wird, so 
dafs der Ausdruck x’Q sowohl für den Werth x —0, als auch für den 
Werth x = f verschwindet. 

Differenzürt man die letzte Gleichung, so erhält man 
(r&--a)9 y = (rB+4)x dy -ry4d- co)x9y + x0Q+rQ 0x. 
Da aber r unbestimmt bleiben soll, so theilt sich diese Gleichung in zwei 
andere, nemlich : Sp ro yEL year 
ady = brdy+cx dy 4-200. 


Hieraus erhält man 80 _ dx z a—bæ—c A 











Q — x'a—fx-—jx 
und is Oda ti con: 
ve &—Bx—ya^ 7 aba 
= in 


e p o & — Bx —ya ya?“ 

Der Kettenbruch S geht in den Kettenbruch (1.) des $. 66. über, wenn 
man (2221, b=m—1, y=0, e=1, & —1, a— n —2 setzt. In die- 
sem besonderen Falle hat man: 


GOs s Ox na 2—m— 1) oa? | 
Q x 41— x 


Hieraus folgt: 
logQ = x + (n—2)logz + (m --2— n)log (1 —x) + € 
oder Q = Ce, li xri, 
Q soll für einen bestimmten Werth von x Nul! werden. Sind da- 
her m, A beide positiv, so muls man zwei Fälle unterscheiden. Ist 
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m+2?—n positiv, also 2 «C7 + 2, so wird Q für den Werth x = 1 Null. 
Ist dagegen m-+ 2—n Null oder negativ, so kann Q durch keinen be- 
stimmten Werth von x auf Null reducirt werden. Dies beweist, dafs die 
Form, welche hier den Grifsen 4, 4,, 4, u.s. w. gegeben wurde, nicht 
auf diesen Fall pafst, und eben so verhält es sich, wenn 77 negativ ist. In 
diesen Fällen ist aber der Kettenbruch rational, und seme Summe ist 
schon früher gefunden worden. Ist 2<{mn--2, so hat man: 


A = fesait Oz, 4, = feast Ox, 


und es ist 
f. €. x"? 1— Dry, ox 
(L) fm,2) = (n—1)y-——————————— 

p ea" (1 ite deme BN 
vorausgesetzt, dafs der irgendwo vernachlüfsigte Ausdruck 2= keinen 
nachtheiligen Einfluls auf das Resultat ausüben kann. Die nds Form 
dieses vernachlässigten Ausdrucks ist: 


re (x) ox 


PACE STE 
wo $ desto grófser wird, je weiter man in der Entwickelung fortgeht. 
Man setze 2° =, so ist 
e.a (Î—x) dx = 


L 
= S Nm». 
a Cue (1— 7) Oz, 


jm on 


e*, xn a —— te ö x == .e*, E (1 rie ee d 


Das Verhältnifs dieser Differenziale ist E Setzt man  — oo, so ist ^ =<, 
LA 

das Verhültnifs dieser Differenziale nähert sich also dem Werthe 1 und 
dies wird daher auch bei den Integralen der Fall sein, da sie zwischen 
denselben Gränzen genommen werden. Daher kaun man unbedenklich 
den unendlichen Kettenbruch als Werth von /(m, 2) ansehen. 

Es ist zuweilen nicht müglich, aus der Formel (L.) den Werth von 
f (m, n) unmittelbar zu finden. Wäre z. B. 71 — 1, 7 — 1, so dal 

Jün, n) = F(1+1:2+2:3+ etc.) 

wäre, so hätte man 7 — 1 — 0, und die Formel (L.) wäre daher unbrauch- 
bar. Man suche aber den Werth von F(2-+-2:3-+-3:4 etc.), alsdann ist 
m=ı, 1= 2 daher wird . 
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fea—295 ._a 
Ta à En ae nn Er D SHE 





fn, n) = 57; € 
[ &-z(—2)9» md 
und , 
F(14-1:24-2:3....) = i++, = 3 
3—e 


oder hitte man f(77, 7) = F(1+1:14+2:2+3:3 etc.), so suche man 
zuerst den Werth von 7(1--2:2+3:3 etc.) Man setze also m= 1, 
n= 2, 80 ist 


dx 
fm, n) PA we aep 


TEE T° 


Fi1-+1:1+2:2c2tc) = 14+. en 


e— 1’ 
Setzt man B=1, b=m— 2, y=0,c=1,a=1,a=n—?, so geht 
S in f(m—1, 7) über, und man kann daher den Werth dieses Ketten- 
bruchs, ebenso wie den von f(77,7) finden. Es ist 
dee Df. e* a" (1 — 5)" 0 


fre Lam (4 — x) | 
Man kann aber auch zwischen /(7 — 1, 7) und f(m, n) einen Zusammen- 
haug finden, so dafs es müglich ist, den Werth eines dieser Kettenbrüche 
aus dem des anderen abzuleiten, und zwar ist dieser Zusammenhang der- 


selbe, wie der früher (§.67., Form, 6.) gefundene. Man setze; 

(n—1iyf. e. SC MD Se ay OT RUE 
(n—1f, e.a a) hs =p, Se Ua ae an 
so ist p'-(n-1)g' = (n—1)] Joe ray $a er (1-2 a] 


=(n— 1) f e. ade] — p, ferner folgt aus (X.), wenn 


man rel, 29-1, b= m—2, y=0, c=1, & =1, a— n— 2 setzt: 


(n—1 y. ex ( 1-r)"" Qa = (m/f ea? (1-2) Ox Le ux (x), 
oder 

mf er, LEO —(n -f. & x" (1-x)"" Ox =f ea (1-2). 
d. h., 





und 


f(m —1,n2) = 


m! — p' — 5 


4, Stern, Theorie der Kettenbrüche. 55 


also jJ u een gh 
q mg—p ? 
d. h. fm—1,n)—(n—1) 


(M.) (m, n) ee eem m —f (m —1, n) 


Da f(m,n—1) = m += — =m tL ist, f(m--1, n) 
mi TES etc. ER 
aber nach (M.) aus f(m,n) gefunden werden kann, so ist es auch leicht, 
den Zusammenhang zwischen /(7, 2) und f(m, n — 1) anzugeben. 
70. 


Der Kettenbruoh $ = m — ———— == Q(m,n) (wo m,r wie- 


"Gr 
(n+2) 
m2 m+3 eic. 


der ganze positive Zahlen sind) kann ebenfalls nach der in den früheren 
$.$. angewandten Methode summirt werden. Man mufs wieder zwei Fälle 
unterscheiden. Ist n << m, so ist der Kettenbruch irrational, ist aber 2 — m, 











so setze man m—1—f—9 =a, m—2— C2 = 2,, ues We Als- 
AW RUE 2). 
MEE UL) 
m — 3 etc. 


Dieser Bruch bricht ab und ist endlich; hierdurch ist also die Summe von 
S gefunden. | 
Setzt man 7» — 2, so hat man 























Em _. m—t 
mpi ED Nri Ig 2) 
n2) m?) 
Har m -]- à etc. Tes m — 3 etc. 
folglich 51 
Sd tre 27) == m-—1 (vergl. $. 62.). 
m-—1-— : 
(m—3) 
m -—2— 
m — 3 etc. 
Dieses Resultat hätte man auch direct finden können, denn es ist 
24 (m — 2) unco 
=m—i1— > m- 3j 1 —m-—3-——— — n5) We $ We 
m—2— aS m—4— T 
folglich | 
aoe (m — 2) 
E v» (m —4) 


De m—4 etc, 
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Ist n< 7, so findet man den Werth des Kettenbruchs nach $. 69. 
Setzt man nemlich in der Formel (X.): 
r-1, 9-1, b-m—1, y=0, cezmm——1, «1, a=n—)2, 


so hat man 00 . Ox n—2—(m—1)xz4-z* 
xo cc eem, 


a ’ 1—2cx 
Q = ex, x (1x), 
Dieser Ausdruck wird für den Werth x = 1 Null, sobald 7 «77 ist, also ist 
(n -9f e TR x)7*— da 
ie e arm (E— x) da 
Dafs der Rest vernachlässigt werden kann, lüfst sich hier wieder wie in 
$. 69. zeigen. Ist z. B. n xz2, m==3, so hat man 





= Qm,n) 


1 
Buh 9 = yi e~ 0x "ES 
4— Rs f ex) e—?2 
. ry n 


Aus dem Werthe von (Q(m, n) folgt | 
(n—1) vA ean * (4 xm x 


Q(m + i, n) a 1 ki 
f. e-*.a3(1— x)" 


Setzt man 
} 
(n —1) f e-*. 2" #(1— x)" "Ox = p, 
pce. x (1— x)773 Ox — 9 
(anf e.a (— x) Ox — PS 
fier a" l— x) Ox z— 9’; 
so ist ^n 


p—(n—i)g = p, 
Ferner folgt aus (X.): 
(n-1) fer. x'**(1-x)""' 0x = mfe*.x"*(1-x)"70 vous a" (Leap) 028 
oder 
(n—1 JE 277^ — ay 8 —(m — fer (1—2)7 8x 
— Jf euam (1 —2)"-77 0x — Je7üa _—x)" 7 0x = fena (1— x)" "x, 


ah; 
q p—(m—1)9 e rs, 
also , 


Po oL p—(n—1)q oder  Q(m--1, 2) = q (m, n) —(n —1) 


q' p—(m—1)q yp (m, n) — (m—1)" 


"S 
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Dasselbe Verhältnils findet aber auch Statt, wenn n>m ist. Ist 
z.B. m=0, n=4, so ist s=7; ist n=1,n==4, so ist S 


ist m — 2, n=4, so ist S— c ist m3, n4, so ist S — 2, und 





3 
— em 
3 15—3 —3 4 3 —3—3 x : E 
man hat 4 7151! Ho gp P DIEN. Jedoch ist es hier nicht 
4 


so leicht, wie bei einem früheren Falle ($. 60.), einen elementaren Beweis 
dieses Verhältnisses zu geben. 

Es ist bier auch wieder leicht, einen Zusammenhang zwischen 
Q (mi, n — 1) und Q (7,7) zu finden, denn es ist 





Q (m,n—1) TS 
+ m4, _(—1)lg(mn)—(m—1)} __Gm—n+1)p(m,n)—(n —1) 
$(m-H,n) q (m, n) — (a— 1) q (m, n) —(n —1) [ 
Der Kettenbruch 
n 
59) eme dU. 2 Ban ere 
SIDA XP erred BEER 
UA UE T0) 
m m +3 À etc. 


würde sich unter der Voraussetzung, dafs n> m + A— 1 ist, und m, a, A 
ganze Zahlen sind, in den endlichen Kettenbruch 


n — À 
NNUS 
ve 
LT m — 93 A etc. 


verwandeln, sobald ^ ein Factor von 7 ist. In diesem Falle ist daher der 
Kettenbruch rational, 
71, 
Aus dem Kettenbruche S ($. 69.) läfst sich die Summe einer un- 
zühligen Menge von Kettenbrüchen ableiten. Hier solien nur einige her- 
vorgehoben werden, die schon früher auf anderem Wege gefunden wur- 


den. Es sei der Ausdruck a+" gegeben. Man setze 


n+ 








NECI 


n etc. 





y-c=m, 2a-2=m, y=n, «zn, B=0, b=n, so ist 
00 As Ox m—2n-—nx—(m—n)x^. 
oio xd NM axle X212 
ist n— 79, m=3, so hat man 
Crelle's Journal d. M. Bd. XI. Hift. X. 8 
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QO. _ Ietl+ 2242”) dx (t+) MIE 
ss S S AEDEM UO M 2 
also ist für den Werth z —1, Q=0, folglich 
({—x)da2 f" Ox E Sr 
A = = ji c GE =), (CV ER IO tang] = 4, 
= æ(I—x)0x _ 4 "Vera Bo EN mee 
en DR V NE ERS = Î{— arc tang 1 — 1 à 
und | Au ES dn 
DR; RE 
2 etc. 
folglich p 4 
2 + NES = EE. (vergl. §. 33.). 
+5 Tete. 

Ist z=1, m=2, so hat man wae, etre, also Q — 
1— x. Dieser Werth wird wieder Null e den Werth x —1, daher ist 
a } nie —_ =f = cee = log 2, 

4— f ge = 1— log2, 
folglich 
io IE DE und 2 ac fi — = log? 
ne — log? VE See 
1 etc, log? 
14 i—log2 
(vergl. §. 28.). ies 
Setzt man $222, 6=1, 4251, y —1, a—0, c— 1, so erhält 
2 9Q — dx({+x) 
man den Kettenbruch 3 + PER . Hier ist Omer do) und 
42 
9 etc. 

Qz[2—(1-4-xy]*. Soll Q Null werden, so mufs 2 — 1 + x^ sein, oder 
T " E 14V: [9 — (fax)? jw i Ox à 
x = —1 + Y2, also 4 =/ DETTES ee ER Nun ist 

(ix)? à E a 
Ir Fa = wretang]/(; es folglich A= SET =. Eben 
T itVo aos 5 4A 8 
so findet man 4, t vü-dre5— — 7, alo SERV und 
1 1 
nt = sn = = {§. 47.). 
po Er 
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72. 

Um nun auch ein Beispiel zu geben, wo (« 4- a) nicht die Summe, 

sondern nur die erzeugende Function Ls möge die d des Kettenbruchs 
(F) n E —— 

Sut 


5n eic. 


gesucht werden. Setzt man in dem Ausdrucke 


pe pe pret toe Lier 0 
Apc = = 00» 


statt x den Werth = so hat man: 


2 
e^—1 — 


+1 i n+ 


Az 
7» 














oder 








sucht man dagegen den Werth von (F.) aus $. 69., so ist + =n, 
2n, ye 0 c1,:a-—0,:a7—41;. folglich 


00 __9x did4-nxr—a? 
Os op UL Oga i 
14x? 


die ee xi, 
Dieser Ausdruek kann für keinen Werth von x Null werden, so lange 7 
positiv ist. Ist dagegen 7 negativ, so wird Q — e *'*.x^*, für den Werth 


x — oo, Null. In diesem Falle ist 


NÉE 1 2 Ox 
zo In ds 14-x3 5 
^ x. genx 


uem A LER 
177793 a 1+x39 
^ 2, e 21% 








also wäre 1 4 
4 IL —n-4 — = cu Gr RME 
~3n+—— etc. Int elc. 


8 * 
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oder «d rng 


A, 





— (F}. 
TG etc. 


Nach Legendre’s Untersuchungen *) ist aber A i +2, also wäre 


A, 
—(1 4-2) = 24-1 





5n etc. 
d. eS es wire eine positive Zahl einer negativen gleich; man hätte auch 


= =" rem, d.h, —(14-2)— 5 = ER was eben so wenig angeht. 

: d en —1 
Der Grund dieses Widerspruchs liegt in dem Umstande, dafs hier — 4 
wirklich nicht die Summe von (/.) ist, und dafs der irgendwo vernach- 





m-—1 





lissigte Ausdruck das ganze Resultat vom Positiven zum Negati- 


ven ändert. 
733 

Das Vorhergehende zeigt, dafs die Summe des Kettenbruches 
F(n+1:3n+1:5n....) nicht durch die in $. 69, gezeigte Methode ge 
funden werden kann, und man würde auf dieselbe Schwierigkeit stofsen, 
wenn man irgend einen anderen Kettenbruch, dessen Theilzähler sämmt- 
lich einander gleich sind, nach dieser Methode summiren wolite. Es giebt 
aber einen anderen Weg, zur unmittelbaren Summation einer gewissen, 
hierher gehörenden Klasse von Kettenbrüchen zu gelangen ***). 


Es seien die zwei Reiben 
a3 


90) =1+5-4+ 133% FDF RER! ENTER 
Q(b4-Q) = [E CETTE QUPD + 133017X003 b138).8* **** 


gegeben. Zieht man diese von einander ab, so erhült man 


A Pp 3 
APE TP FIGHOCRDET OFAC DORA PP" 


= kii +2), 


#) Exercices du calc. intégr. T. I. page 367. 


##) Wie Euler, der den wahren Werth von z noch nicht kannte ( Opusc. 
anal. T. II. pag. 216 ), wirklich glaubt, : 


#F#) Man vergleiche Euleri Opusc. anal, T. II. p. 217#., Mém. de l'acad. de 
Pétersb. T. VI. p. 19 ff. 
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Hieraus folgt _y() __ 1+ ; 
g (54-8) b(b +f) Du CRT 


ls 
te epee RE. eA 
(b4- 8)(b-+4-2 8) II p(b+38) 


und eben so kann man wieder den Werth von g(b 3-28) finden. Fährt man 








(54-35) 
auf diese Weise fort, so erhält man 
mh AULA Emo DEAL JN 
eee b 





oder zus WES etc. 
E = F[b--a:(b4-B) H- 2:(54-28) H- 2: (04-30) 4-....].. — 8, 


vorausgesetzt, dafs man den weggelassenen Factor IGI 3) 
Nachtheil für das Resultat vernachlässigen darf. 

Sobald man also den Werth der zwei Reihen ®(b), (6+) kennt, 
so ist dadurch mittelbar der Werth des Kettenbruchs S gefunden. Zur un- 
mittelbaren Summation führen folgende cunc Es ist 


ohne 











oq(b _ 
Fr ie ae er, ARR 
Ts = $2 Henne m 
Hieraus folgt | 
2 Qu) = Fr V RED 
und 
Pure, 
also _bpb_ __ b.p(b)dx _ p()0x 
— 90438) Beg) — 2-090) 
und 3 Op(b) __ (db) 
; RIES? 
also 4 O0*g(b _ dp) | (08S 
d REL LES m zm dx. S?° 


Substituirt man die isthe (3.) und (4.) in (2.), so hat man 

b.p(b) ^ x.g(b)  fB.xq(b)OS , b.q(b) 
7 , S , 

a B.xdS b 

S* St0x ts SE 
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oder 5.  S'üy—zxOóxr--ür0S—bSOxr = 0. 

Integrirt man diese Gleichung, so findet man den Werth von $ oder des 
Kettenbruches, und zwar mufs man das Integral so einrichten, dafs für 
den Werth =0, S$-5 wird, weil, wenn æ—0 wird, @(b)=1, 
Q(b4- 8G) — 1, folglich S=5 wird. 

Betrachtet man die Gleichung (5.) als gegeben, so kann man den 
Kettenbruch S unmittelbar aus derselben ableiten. Denn setzt man 
S = b+ * und substituirt diesen Werth in der Gleichung (5.), so hat man 

S"0x—rO0r--(x9S' —(b-4Q)S'Ox = O. 
Diese Gleichung ist der Gleichung (5.) durchaus ähnlich, nur dafs 5 + 
statt à gesetzt ist. Es ist daher $^ dieselbe Function von 5+ß, wie S 
von b; man hat daher S eb, Du =b+2P + etc., und so 
erhält man den ganzen Kettenbruch. 

Man kann die Gleichung (5.) leicht auf die bekannte Riccatische 
Gleichung zurückführen. Denn man setze: 


b à UE 
Saaz, so ist S maj Ou Fa?” sóc, 
und man erhält durch Substitution dieses Werthes die Gleichung 


" Dis 
x’.2dx—x0xr+B.x° 02 = 0, 





oder zw 
0. dz— ur +5. 788 — tr 
B. a8 


b 
Setzt man nun 2? — /, oder x = i, so hat man 0x = 8, und sub- 


B 
stituirt man diesen Werth in (6.), so hat man: A 


rh vps SAS ob a dee inta ena ae 
a 


x 
Die letzte Form ist die, unter welcher die Riccatische Gleichung 
gewöhnlich dargestellt wird. 
Die Möglichkeit, die unmittelbare Summe des Kettenbruchs $ zu 
finden, hängt also von der Möglichkeit der Integration der Gleichung (7.) 
ab. Diese kann aber bekanntlich nur in dem Falle geleistet werden, wenn 


GERS entweder — 2, oder in der Form enthalten ist. Es mufs also 


RC TRE 41 


TRUSTE TE 


4i 
2:+1 

tom A AD k 
oder BP = Sir ‘in. Setzt man FIT ^» so ist 


-— 
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B—= +24, b= (2c+1)¢, und daher die allgemeine Form des Kettenbruchs, 
dessen Summe möglicher Weise durch die Riccatische Gleichung gefun- 
den werden kann: 
(4.) (24 1)e + —— 
Bra en 
(2:73) (2i+5) a etc. 
Der Kettenbruch F(n+x:3n+zx:5n....) ist in dieser Form enthalten. 
Man hat in diesem Falle 5 — 7, 2 — 27, und es mufs daher die Gleichung 


Üz— i ot + +2 91 —0O aufgelöst werden. Hieraus folgt: 





at 
Oz t {+z = C(14-z) eG 
Serien HE 1 log (152) + 6, e — ts z= m e 
— (4-2?) e"+C 


Setzt man statt ¢ seinen Werth x, statt z seinen Werth =, sc hat man 


ox? 
ica me c) 
e^ +C 
Für den Werth x =O mufs in diesem Falle $ — 2 werden; da aber der 
Zähler im Werthe von S von selbst Null wird, so mufs auch der Nen- 
ner von selbst Null werden, d. h. es mufs C = — 1 sein, also ist 


xs GE) 
Basen 
e" +1 
Einflufs auf das Resultat ausüben kann, läßt sich aus denselben Gründen 
wie in $. 63. zeigen. 


Dafs der weggelassene Rest hier keinen schädlichen 


2 





Ist 2 —1, so hat man S = = : » wie schon früher gefunden wurde. 
| e^ +1 


Hat man den Kettenbruch F(n—2:32—2:5n....), so ist 


2V—x 
Y— n —1 
say) 


e^ 1 


oder wenn man statt x den Werth x° substituirt, so hat man: 


Fin— 2:3n —a!:i5n...] = x.tang—, 





= Vx. tang, 








und wenn n= 1 ist: 
tanga = F[»x.1— x^:3 —2x':5 etc.] 


wie schon früher gefunden wurde. 
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Kann der Kettenbruch nicht unter die Form (4.) gebracht werden, 
se ist es nach dem jetzigen Standpuncte der Wissenschaft nicht möglich, 
vermöge der Riccatischen Gleichung, den Werth desselben in einem 
geschlossenen Ausdrucke zu erhalten. Es bleibt alsdann noch das Mittel 
übrig, diesen Werth mittelbar durch Summation der Reihen, die durch 
Q(b) und ®(5--Pß) bezeichnet wurden, zu finden. Diese Summation 
gehórt aber nicht mehr in das Gebiet der Kettenbrüche, sondern zur 
Theorie der Reihen.  Andeutungen zur Auffindung dieser Summen ver- 
mittelst bestimmter Integrale findet man in Fourier's Théorie de la cha- 


leur $. 310 ff. 
74. 


Im Vorhergehenden sind einige ziemlich allgemeine Formen von — 
Kettenbrüchen auf eiue directe Weise summirt worden. Alle Formen auf- 
zuzählen, ist hier eben so wenig möglich, wie bei den Reihen, und noch 
weniger kann die Summation eines jeden gegebenen Kettenbruchs direct 
geleistet werden, Zu den Kettenbrüchen, deren directe Summation noch 
nieht geleistet ist, und von besonderem Interesse wäre, gehören erstens: 
die Kettenbrüche, bei welchen dieselben Theilnenner periodisch wieder- 
kehren, wührend die Theilzühler nach einem gewissen Gesetze fortschrei- 
ten, wie solche z. B. in $. 49. gefunden wurden; ferner diejenigen, in wel-- 
chen gewisse Theilbrüche immer wiederkehren, wohin z, B. der früher 
$. 59. gefundene Kettenbruch e'-— F(1:1—2:.-4-:2:2— 1:3 4- 2:2...) 


gehört, in welchem der Theilbruch ES immer wiederkehrt. 


Überhaupt sind die Kettenbrüche, bei welchen die Zeichen abwech- 
selud positiv und negativ sind, noch am wenigsten bearbeitet, und man 
sieht leicht, dafs ihre Summation in keinem Falle aus den Betrachtungen 
des $. 69, abgeleitet werden kann, weil sie nicht unter die Form des dort 
aufgestellten Kettenbruchs 5 gebracht werden können. Besondere Auf- 
merksamkeit verdient wohl die, den in $. 66, und $, 70, summirten Ket- 
tenbrüchen ühnliche Form, nemlich: 


; Es SER Lol 
van dip: „tet 





7A nn nr TE TER 
E 
wept by MALE Ent c. 
(n 4-3) 
n pU Ce 


st nm, so convergirt der Kettenbruch ($. 55.) und ist irrational ($. 64.); 
ist aber n7» m, so könnte man bier wieder den Kettenbruch in einen 
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endlichen verwandeln. Man setze nemlich: 





-1 -2 » = 
m—1+=—=4a,, m-2-83 = ay, m-34*3 = a, m-4- 69 — 











Uf 
so ist 
tet), ahnt Lo —(n—3) Bond 
Jy core Ere ae COS a EL emer su 
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2 S = o 
1 Dr (n — 2) 
m—1— n3) 
ay v evi 
m — 4 etc 


Man würde indessen sehr irren, wenn man hier die beiden Kettenbrüche 
(1.) und (2.) als identisch ansehen wollte. Ist z. B. n—3, m=1, so 
verwandelt sich der Kettenbruch (2.) in 








—2 descr) 
0-5 fae aig 
een, pt 
Dore? Um 2 
DE DRE E pe 
| — 5 etc. a 
6 etc. 


Da nun der Kettenbruch 2 +—; convergirt und grófser wie Null ist, 
T4 etc. 
so wäre der Werth von S=—.2. Man überzeugt sich aber leicht, dafs 


der Werth von 1— = = Positiv und kleiner wie 1 ist, weil allgemein 
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4 ete, 
der Kettenbruch nm — ES positiv und = el ist. Denn 
(m-l- 4) 


rer m-43 etc. 


bleibt man bei irgend einem Theilbruche 7 stehen, so hat man m 
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>1, folglich PET + So a (m3r—1 1, 
m-]-r— AERE 770? mtr CD — 
mr 24- ——— en 

mr m;-—3 So: Fährt man auf diese Weise fort, so findet sich, 





— 4 a 
mr Li m-+r—3 etc. 
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dals der Kettenbruch mr pce: ist, und da r unbe- 


mr 

Tore | 
stimmt geblieben ist, so gilt dasselbe auch von dem ins Unendliche fort- 
laufenden Kettenbruch. 





Die Summation einiger besonderen Formen findet man in Laplace 
Mee. cél. T. IV. p.254. und Legendre Tr. de fonct. ellipt. T. II. p. 508. 
Die Summation einer besonderen Gattung von Kettenbrüchen wird noch 
später (Kap. 6.) vorkommen. 


(Die Fortsetzung folgt.) 
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5. 


Beweis der Lehrsätze No. 40. und 41. im Anhange 
zum geometrischen Werke des Herrn Steiner*). 
(Vom Herrn Leithold, Zógling der Berliner Gewerbschule.) 





[40.] „Lest man an je zwei von drei Kreisen, a, D, y (Taf. I. 
„Fig. 2., welche irgend einem Dreiseit xyz eingeschrieben 
„sind, eine (vierte) gemeinschaftliche Tangente 4, 4,, 4, 
„so bilden diese ein Dreiseit 44,4,, in welches sich un- 
„zählige Dreiecke aa,a, so beschreiben lassen, dafs ihre 
„Seiten jene Kreise berühren; nemlien: legt man aus einem 
„beliebigen Punct a, in 4, eine Tangente aa, an den Kreis 
„y aus dem dadurch bestimmten Puncte a,, in A, ferner 
„eine Tangente am an den Kreis a, so berührt allemai die 
„Gerade an, den Kreis ß.”— Dieser Satz ist jedoch nur ein specieller 
Fall des folgendeu allgemeinen Satzes (links): 


[41.] „Werden einem gege- [41.] „Werden einem gege- 


»benen Dreiseit xyz belie- 
»bige 2 Kegelschnitte einge- 
»schrieben, und man legt an 
»je zwei, nach der Reihe un- 
„mittelbar auf einander fol- 
»gende Kegelschnitte, eine 
»(vierte) gemeinschaftliche 
„Tangente 4, 4,, 43, .... Ans 
„so lassen sich unzählige 
„nEcke so beschreiben, dafs 
„ihre Ecken, nach der Reihe 
„in jenen Tangenten liegen, 
„und dafs ihre Seiten, nach 
„der Ordnung, jene Kegel- 
»schnitte berühren. 


„benen Dreieck 795; beliebige 
„A? Kegelschnitte umschrie- 
„ben, und man berücksichtigt 
„die 2 Puncte B,, B,, Bs, ...., 
»D,,in weichen je zwei, nach 
„der Reihc unmittelbar auf 
„einander folgende Kegel- 
»schnitte sich schneiden, so 
„lassen sich unzählige nEcke 
„sobeschreiben, dafs ihreSei- 
„ten, nach der Reihe, durch 
»jene Puncte gehen, und dafs 
„ihre Ecken, nach der Ord- 
„nung in jenen Kegelschnit- 
»ten liegen." 


*) Systematische Entwickelung der Abhängigkeit geometrischer Gestalten von 


einander. Von J. Steiner. 


Erster Theil pag. 306. 


9* 


68 


5. Leithold, Beweis einiger geometrischer Sätze. 


Zum allgemeinen Verständnis wird es zweckmäßig sein, die zum 
Beweise nöthigen, im Werke des Herrn Steiner vorangehenden Sätze, 
und die darin vorkommenden, hierauf Bezug babenden geometrischen 
Grundgebilde, nebst deren Eigenschaften, hier kurz anzuführen. 


1, Wenn in der Ebene zwei 
Gerade, 4 und A,, (Fig.2.) und 
ein Punct B aufserhalb derselben, 
der Lage nach gegeben sind, so trifft 
jeder Strahl, wie a, 5, c, d, e, der 
durch den Punct B geht, jede der 
Geraden A und 4, in einem Puncte 
a und a,, b und 6,, c und ¢,, D und 
b,, e und €; je zwei solche Puncte, 
wie a und a,, die durch denselben 
Strahl a bestimmt werden, heilsen 
„entsprechende Puncte," und 
die Geraden 4 und 4, heifsen in 
Ansehung aller dieser entsprechen- 
den Puncte ,,projectivisch." Nun 
kann man die gegenseitige Lage 
sämmtlicher Puncte in jeder der Ge- 
raden 4 und 4, festhalten, während 
man die Geraden selbst in eine be- 
liebige andere (,,schiefe”) Lage 
zu einander bringt (Fig. 3.). In je- 
der Lage aber heifsen diejenigen 
Geraden, wie a, 5, c, d, e, welche 
durch entsprechende Puncte gehen, 
» Projectionsstrahlen.” 


(1.2) Wenn in der Ebene zwei 
Puncte, B und B, (Fig. 2. a.) und 
eine Grade A aulserhalb derselben 
der Lage nach gegeben sind, so geht 
durch jeden Punct, wie a, b, c, D, t, 
in der Geraden 4, sowohl ein Strahl 
aulserdem durch B, wie a, 5, c, d, e, 
als durch B,, wie @,, 8:5 e, d, €e,; 
die Totalitit aller der Strahlen, a, 
bc; d, €, cove OUCH Oj , Dis Cy, 0,5 Epson 
welche durch denselben Punct, B 
oder B, gehen, heifst ein ,,ebener 
Strahlbüschel," derPunct B oder 
B, dessen „Mittelpunct,” und 
die Geraden a, 5, c, ...., oder a, 
b,, €,, +...) s Strahlen" dessel- 
ben; je zwei solche Strahlen, wie 
a und @,, die durch denselben Punct 
a bestimmt werden, heifsen ,,ent- 
sprechende Puncte,” und die 
ebenen Strahlbüschel, B und B,, 
heifsen in Ansehung aller dieser ent- 
sprechenden Strahlen „projecti- 
visch.” Nun kann man die gegen- 
seitige Lage der sümmtlichen Strah- 
len in jedem der Strahlbüschel B 
und B, festhalten, während man 
diese selbst in eine beliebige andere 
(„sehiefe”) Lage gegeneinander 
bringt (Fig. 3. a.). | 
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2. Jede zwei, in einer Ebene 
schiefliegende, projectivische 
Gerade, wie 4 und A, (Fig. 3.), 
erzeugen nun, nach [$.38. IV. 
links] des Steinerschen Wer- 
kes, einen Kegelschnitt, nem- 
lich, die Geraden 4 und 4, 
selbst, nebst allen ihren Pro- 
jectionsstrahlen, sind die ge- 
sammten Tangenten eines be- 
stimmten Kegelschnitts. 
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(2. a) Jede zwei, in einer 
Ebene schiefliegende, projec- 
tivische (ebene) Strahlbi- 
schel, wie B und B, (Fig. 3. a.), 
erzeugen nun, nach [$. 38. IV. 
rechts] des Steinerschen Wer- 
kes, einen Kegelschnitt, der 
durch ihre Mittelpuncte geht, 
nümlich, diese und dieDurch- 
schnitte aller entsprechenden 
Strahlerpaare sind die ge- 
sammten Puncte eines be- 
stimmten Kegelschnitts. 


Die ferner nóthigen Sütze aus dem Steinerschen Werke sind 


folgende: 


[$. 38. II] 


3. Jede zwei Tangenten ei- 
nes Kegelschnitts sind in An- 
sehung der Punctenpaare, in 
welchen sie von den übrigen 
Tangenten desselben geschnit- 
ten werden, projectivisch, und 
zwar befinden sie sich in schiefer 


Lage. 


(3. a.) Jede zwei Puncte ei- 
nes Kegelschnitts sind die 
Mittelpuncte zweier projecti- 
vischen ebenen Strahlbüschel, 
deren entsprechende Strah- 
len sich in den übrigen Punc- 
ten des Kegelschnitts schnei- 
den, und die sich also in schiefer 
Lage befinden. 


[$. 10. £.] 


4. Das ganzeSystem der ein- 
ander entsprechenden Punc- 
teupaare zweier projectivi- 
schen Geraden ist bestimmt, 
sobald irgend drei Paare ge- 
geben sind, d.h. wenn irgend 
drei entsprechende Puncten- 
paare gegeben sind, so kann 
zu jedem gegebnen vierten 
Punct der einen Geraden, der 


(4.a.) Das ganze System 
der einander entsprechenden 
Strahlenpaare zweier projec- 
tivischen ebenen Strahlbü- 
schel ist bestimmt, sobald ir- 
gend dreiPaare gegeben sind, 
d.h. wenn irgend drei ent- 
sprechendeStrahlenpaare ge- 
geben sind, so kann zu jedem 
gegebenen viertenStrahle des 
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entsprechende Punct der an- 
dern Geraden gefunden wer- 
den. 
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einen Strahlbüschels, der ent- 
sprechende Strahl des an- 
dern Strahlbüscheis gefunden 
werden. 


[$. 12. III.] 


5$. Ist bei irgend einer An- 
zahl 2 Geraden, in irgend ei- 
ner bestimmten Ordnung ge- 
nommen, jede mit der darauf 
folgenden projectivisch, so 
ist jede mit Jeder, also na- 
mentlich euch die erste mit 
der letzten, projectivisch. 


(5.a.) Ist bei irgend. einer 


Anzahl 72 ebener Strahlbü- 
schel, in irgend einer be- 


stimmten Ordnung genommen, 
jeder mit dem darauf folgen- 
den projectivisch, so ist jeder 
mit jedem, also namentlich 
auch der erste mit dem letz- 
ten, projectivisch. 


Und: [§ 41. I.] 


6. Durch irgend fünf Tan- 
genten, wie 4, 4,, a, b, c (Fig. 3.), 
ist einKegelschnitt bestimmt, 
d. h. fünf beliebige Gerade in 
einer Ebene kónnen allemal 
von einem, aber nur von ei- 
nem einzigen Kegelschnitt be- 
rührt werden; indem man immer 
zwei der Geraden (4, 4,), als pro- 
jectivische Gerade, und die drei übri- 
gen (a, 4, c) als Projectionsstrahlen 
derselben ansehen kann, so dafs die 
projectivische Beziehung vollstündig 
bestimmt ist. 


(6. a.) Durch irgend fünf 
Puncte, wie B, B,, a, b, c (Fig. 
3.a.), ist ein Kegelschnitt be- 
stimmt, d, h. fünf Puncte in 
einer Ebene liegen allemal in 
einem, aber nur in einem ein- 
zigen Kegelschnitt; indem man 
immer zwei der Puncte (B, B,), als 
Mittelpuncte zweier projectivischen 
ebenen Strahlbüschel, und die drei 
übrigen (a, b, c), als Durchschnitte 
entsprechender Strahlenpaare anse- 
hen kann, so dafs die projectivische 
Beziehung vollstündig bestimmt ist. 


Nach diesen Voranschickungen. lassen sich die vorgelegten Sätze 
Beleg 


folgendermaafsen beweisen: 


Beweis des Lehrsatzes unter [Nr. 40.]. 
Da die Geraden 4 und 4, den Kreis (Kegelschnitt) y berühren, 
so sind sie (3.) in Ansehuug der Puncte, in welchen sie von den übrigen 
Tangenten, wie æ, y, =, (2, geschnitten werden, projectivisch , folglich sind 
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rund r,, » und »,, 3 und 3,, und namentlich auch a und a, entsprechende 
Puncte der projectivischen Geraden 4 und 4,. Da eben so die Geraden 
4, und 4, den Kreis (Kegelschnitt) « berühren, so sind sie (3.) ebenfalls 
in Ansehung der Puncte, in welchen sie von den übrigen Tangenten des- 
selben, wie x, y, 2, a, geschnitten werden, projectivisch, so dafs r, und 
fo» 9 und »,, 5, und 3», und namentlich auch a, und a, entsprechende 
Puncte der projectivischen Geraden 4, und 4, sind. Da nun 4 mit 4, 
und 4, auch mit 4, projectivisch ist, so mufs auch (5.) 4, mit A pro- 
jectivisch sein, und zwar sind, dem Vorigen zufolge, r, und x, », und v, 
j und 3, drei entsprechende Punctenpeare, wodurch (4.) die projectivi- 
sche Beziehung der Geraden 4, und 4 vollständig, und also (6.) auch 
der durch sie erzeugte Kegelschnitt bestimmt ist; es ist nemlich derjenige, 
welcher die Geraden 4, , 4 und deren Projectionsstrahlen x, y, z berührt; 
dies ist aber kein anderer als der Kreis Q. Folglich (2.) müssen auch 
alle übrigen Projectionsstrahlen der Geraden 4, und 4 den Kreis (Kegel- 
schnitt) ß berühren. Nun waren in den Geraden 4 und 4,, à und a, 
entsprechende Puncte; dem Puncte a, in der Geraden 4, entsprach fer- 
ner in der Geraden 4, der Punct a, folglich mufs der Punct a, in der 
Geraden 4, dem Puncte a in der Geraden 4 entsprechen; demnach (1.) 
ist €, (oder a, a) ein Projectionsstrahl der projectivischen Geraden 4, und 
A, und muls also (2.) den durch dieselben bestimmten Kreis (Kegel- 
schnitt) ß berühren. 

Da nun der Punct a in der Geraden 4 ganz willkürlich angenom- 
men worden ist, so mufs allemal die, durch die Construction von a aus 
bestimmte Gerade e, (oder a;a) den Kreis (Kegelschnitt) 8 berühren, folg- 
lich kann man unzählige Dreiecke so beschreiben, dafs ihre Ecken in den 
Geraden 4, 4,, 4,, liegen und ihre Seiten die Kreise (Kegelschnitte) y, 
a, ß berühren, was zu beweisen war. 

Da die vorher angeführten Sätze nicht auf den Kreis insbesondere 
Bezug haben, sondern allgemein für Kegelschnitte gelten, so wird àuch 
der bewiesene Satz nicht auf den Kreis beschrünkt sein, sondern mufs 
für jede Art von Kegelschnitten gelten. Da aber an drei Gerade, 4, 4,, 
4,, unendlich viele berührende Kegelschnitte möglich sind, so wird sich 
der Satz hiernach modificiren. Demnach ist auch der Beweis für den 
obigen allgemeinen Satz (links) ganz analog geführt. 
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Beweis der Lehrsätze unter [No. 41.]. 


Es seien B,, B,, B,, .... B, bee 
liebige Kegelschnitte, die einem ge- 
gebenen Dreiseit x y z eingeschrieben 
sind, und man habe, der Reihe nach, 
an B,, B,, B, und B,, B, und B,, 


...., B, und B, immer die vierte 


gemeinschaftliche Tangente 4,, 4, 
Az, «++, An gelegt. Die Puncte, in 
welchen die Geraden x, y, 2, die 
Geraden A,, 4,, Ass + + + +, 4, schnei- 
den, mögen respective 5n; Yır hj 
Ins 92» 825. Eso 955 555 c5 Inn Nas En 
heifsen. Man nehme nun in der Ge- 
raden A, einen ganz beliebigen Punct 
a, an, ziehe aus demselben die zweite 
Tangente 2, an den Kegelschnitt B, 
(die andre Tangente ist die Gerade 
A, selbst), so wird jene die Gerade 
A, in irgend einem Punote a, schnei- 
den; aus diesem lege man wieder 
eine Tangente a, an den Kegel- 
schnitt B,, und fahre so fort, bis 
man aus dem Puncte a,_, in der 
Geraden 4,_, eine Tangente c, , an 
den Kegelschnitt B, gelegt hat; nun 
wird 4, die Gerade 4, in irgend 
einem Puncte à, schneiden, und es 
ist dann zu beweisen, dafs die Ge- 
rade a, à, (oder a,) den Kegelschnitt 
B, berührt, was ganz auf dieselbe 


Weise geschieht, wie beim vorigen. 


Satz. Denn, da die Geraden 4, und 
A, den Kegelschnitt B, berühren, so 
sind sie (3.) in Ansehung der Puncte, 
in welchen sie von den übrigen Tan- 


Es seien A,, Ar, Ass .... 4, be- 
liebige 7 Kegelschnitte, die einem 
gegebenen Dreieck rn; umschrieben 
sind, und man habe die Puncte B,, 
B,, B,, .... B, fixirt, in welchen 
sich die Kegelschnitte 4, und 4,, 
4, und A,, A, und As, ...., An 
und 4, (aufser in den drei Puncten 
I, 9, §) zum viertenmale schneiden. 
Die Strablen, welche von den Punc- 
ten B,, B,, By, ...., B, nach den 
Puneten r, », § gehen, mögen re- 
spective 2,, Vis 215 Xa» Vis 453 Ts; 
Ys» 35 05553 Buy Yns % heilen. 
Nun ziehe man. durch B, eine ganz 
beliebige Gerade b,, diese wird den 
Kegelschnitt 4, zum zweitenmale in 
irgend einem Puncte b, schneiden; 
aus b, ziehe man dann wieder durch 
B, eine Gerade 5,, welche den Ke- 
gelschnitt 4, zum zweitenmale in ir- 
gend einem Puncte b, schneiden wird, 
und. fahre so fort, bis man aus dem 
Puncte b,_, im Kegelschnitt 4,_, eine 
Gerade 5,_, durch B, , gezogen hat; 
diese wird den Kegelschnitt 4, in 
irgend einem Puncte b, schneiden. 
Zieht man nun aus diesem durch B, 
eine Gerade 5,, so schneidet letztere 
die Gerade 5, in irgend einem. Puncte 
b,, und es ist dann zu beweisen, 
dafs 6, ein Punct des Kegelschnitts 
4, ist. Da nun die Puncte B, und 
B, im Kegelschnitt 4, liegen, so sind 
sie (3. a.) die Mittelpuncte zweier 
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genten desselben, wie x, y, 2, €;, 
geschnitten werden, projectivisch, 
folglich sind r, und r,, 9, und m, 
j und &, und namentlich aueh a, 
und a, entsprechende Punete; eben 
so sind die Geraden A, und 4,, 4; 
und 4,, ...., 4,_, und 4, projee- 
tivisch, und zwar berühren ihre Pro- 
jectionsstrahlen respective die Kegel- 
schnitte B,, B,, ...., B,; demnach 
entsprechen sich in ihnen der Reihe 
nach die Puncte: n, 123 jj, a; und 
Dh» Vas dos G33 Las Os» du, und n, 
Des da» Aa 5055 In» Verte Enis Ans 
und fn» Vus fey An; folglich (5.) sind 
auch 4, und 4, projectivisch, und 
zwar ist ihre projectivische Bezie- 
hung bestimmt, da (4.) drei ent- 
sprechende Punctenpaare: r, und ri, 
p, und »,, §, und 3, gegeben sind. 
Folglich (6.) ist auch der durch ihre 
Projectivitüt erzeugte Kegelschnitt be- 
stimmt; es ist nemlich derjenige, wel- 
cher sie (4, und 4,) selbst, uud die 
Projectionsstrahlen x, y, + berührt, 
Dies ist aber der Kegelschnitt B,, 
folglich (2.) müssen alle andere Pro- 
jectionsstrahlen der projectivischen 
Geraden 4, und 4, ebenfalls den 
Kegelschnitt B, berühren. Aus dem 
Obigen geht aber hervor, dafs in 
den Geraden 4, und 4,, à, und a, 
entsprechende Puncte sind, also (1.) 
ist a, ein Projectionsstrahl dieser Ge- 
raden, und mufs demnach den Ke- 
gelschnitt B, berühren. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XI. AR. 1. 
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projectivischen ebenen Strahlbüschel, 
deren entsprechende Strahlen sich in 
den übrigen Puncten des Kegelschnitts, 
wie x, 9, & b, schneiden; folglich sind 
&, und x,, Y‚undy,, z,undz,, und 
namentlich auch 5, und &, entspre- 
chende Strablen der projeotivischen 
ebenen Strahlbüschel B, und B,; eben 
so sind auch die Puncte B,, B,, B,, 
- + ory 3, die Mittelpunete ebener Strahl- 
büschel, deren jeder mit dem folzen- 
den projectivisch ist, und deren ent- 
sprechende Strehlen sich respective 
in den Kegelschnitten 4,, 4,,...., 
4, schneiden, Demnach entsprechen 
sich in ihnen der Reihe nach die 
Strahlen: x,, ¥2, z;, b, und x,, ¥;, 
2,,5,; diese und x,, Vas Pas Das se 
Kes Voir i45 5.4 und x,, y., 
Z,, bu. Folglich (5. a.) sind auch 
B, und B, die Mittelpuncte zweier 
projectivischen ebenen Strahlbüschel, 
und zwar ist ihre projectivische Be- 
ziehung bestimmt, da (4. a.) drei ent- 
sprechende Strahlenpaare: x», und x, , 
y, und 5,, z, und z, gegeben sind; 
daher (6. a.) ist auch der durch ihre 
Projectivität erzeugte Kegelsebnitt he- 
stimmt; es ist nemlich derjenige, wel- 
cher durch B,, B,, r, » und ; geht; 
dies ist aber der Kegelschnitt 4,, 
folglich (2. 2.) müssen aile übrigen 
Durchschnitte entsprechender Strah- 
lenpaare vor B, und B,, im Kegel- 
schnitt 4, liegen. Aus dem Obigen geht 
aber hervor, daís 5, und b, zwei ent- 
10 
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Da nun der Punct a, in der Ge- 
raden A, ganz willkürlich angenom- 
men worden, der Beweis also für 
jeden andern in 4, angenommenen 
Punct ebenfalls gültig ist, so folgt, 
daís man unzählige n Ecke so be- 
schreibeu kann, dafs ihre Ecken, nach 
der Reihe in den Geraden 4,, 4,, 4,, 
.. ++) À, liegen, und ihre Seiten, nach 
der Ordnung, die Kegelschnitte B,, 
B,, D,, ...., D, herühren, was zu 
beweisen war. 
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sprechende Strahlen von B, und B sind, 
folglich mufs auch ihr Durchschnitts- 
punet 6, im Kegelschnitt 4, liegen. 
Da nun der Strahl 4, durch B ganz 
willkürlich gezegen worden ist, der 
Beweis also für jeden audern, durch 
DB, gezogenen Strahl ebenfalls gilt, so 
folgt, dafs man unziiblige 7 Ecke so 
beschreiben kann, dafs ihre Seiten, 
nach der Reihe, durch die Puncte B,, 
B,, By, ...., B, gehen, und ihre 
Ecken, nach der Ordnung, in den Ke- 
gelschnitten 4,, Az, 4,, ...., A, 
liegen, was zu beweisen war. 
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Aufstufungen der einfachen Functionen. 
(Von dem Herrn Prof. Oettinger zu Heidelberg.) 


§. l. 
F; R ih . di ur eo e . 
ine Reihe von Functionen, die unter einander unabhängig sein oder 
auch in einem Zusammenhange stehen können, werden auf die bekannte 


Weise bezeichnet: 
N RAP CIR dy X, X, X3, . 


Die Function X,, deren Stellenzahl O ist, heifse das Mittelglied. Die 
Glieder auf seiner Rechten unterscheiden sich von denen auf der Linken 
dadurch, dafs jene positive, diese negative Stellenzahien haben. Diese Ei- 
genschaft bestimmt für den Fall, wo ein gemeinschaftliches Bildungsgesetz 
unter den Gliedern der Reihe angenommen wird, die Verschiedenheit der 
Ableitungsweise. Die vorgelegte Reihe ist der Annahme nach unbeschriinkt 
oder unendlich; sie kann aber nach Willkür beschrünkt oder endlich an- 
genommen werden. 

Die Differenzen- Rechnung hat die Glieder dieser Grundreihe wei- 
ter untersucht, und gezeigt, welche wichtige Folgerungen sich an eine lei- 
tende Grundidee knüpfen lassen. Die Idee, welche dieser Rechnung zu 
Grunde liegt, ist einfach und besteht darin: dafs sie zwei Nachbarglieder 
mit einander vergleicht, das frühere von dem spütern abzieht, und den 
Überschufs beider näher untersucht. 

An diese Idee wollen wir folgende ähnliche knüpfen, und von ei- 
nem vorhergehenden Gliede auf das nachfolgende übergehen 
und beide zusammen zühlen, und ferner das nachfolgende vom 
vorhergehenden abziehen. 

Das zuerst angedeutete Geschüft wollen wir durch das Wort Auf- 
stufung, das zuletzt angedeutete durch Abstufung bezeichnen. 

Die Differenzen - Rechnung hat das Grundgeschäft, worauf sie be- 
ruht, mit dem griechischen Buchstaben A bezeichnet; nach dieser Analo- 
gie soll das Geschäft des Aufstufens durch einen andern griechischen Buch- 
staben € und das des Abstufens durch Ÿ angedeutet werden. _ 

Nach diesen Bemerkungen ergeben sich für die genannten drei Ge- 
schüfte, die wir an den Functionen der vorliegenden Reihe vornehmen 
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können, folgende Gleichungen: 
1. für das Geschäft des Aufstufens: 
eX, = X,H- Xu, 
2. für das Geschäft des Unterschied - Nehmens: 
AX, = Xana — X, 
3. für das Geschüft des Abstufens : 
VX, = X, — Xue 
Die Functionen nun, die auf die genannte Art behandelt werden sollen, 
sollen mit dem aligemeinen Namen aufsteigende Functionen ge 
nannt werden. 

Nachdem nun die Principien des Calculs festgestellt sind, so wenden 
wir uns zuerst zu der Betrachtung der aufstufenden Functioner, und su- 
chen ihre Bildungs- und Ableitungs- Gesetze auf. 

§ 2. 

Aus dem unter 1. angegebenen Grundgesetze ergeben sich leicht 
folgende, die Ableitungsweise verdeutlichende Fülle: 

(X, = X,--X; und £X. = X4 X, 


iX, = X, +X — CX. a a A, Ay 
eX, = X, + X; — (I =-X_ =: X» 
us Be We Ue Be We 


Diese Darstellungsweise führt auf eine zweite Reihe von folgender Form: 

Jing o denda nee CO ogy se 
die man die erste Aufstufungs-Reihe, oder schlechthin A ufstufungs- 
Reibe nennen kann. Nimmt man nun weiter Aufstufungen von den er- 
sten Aufstufungen, so werden die Glieder der ersten Aufstufungs - Reihe 
&ls Glieder der Grundreihe betrachtet, und man wird von den Gliedern 
der ersten Aufstufungs- Reihe auf die der zu findenden Reihe, auf dieselbe 
Weise übergehen, wie man von denen der Grundreihe, auf die der ersten 
Aufstufungsreihe übergegangen ist. Daraus werden folgende Gleichungen 
entspringen: 


OX, = CX, + 0X, und OX, = eX + CX, 


eX, = eX, + CX, = eX, == GX + OX, 
ER, = ÇA + e, — As GX: +CX., 


uU S. W,. ! Uu. Se We 
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Hierin wird unter (^z— (€ die Aufstufung von der Aufstufung, oder die 
zweite Aufstufung verstanden. Alle, auf die genannte Art gefundenen 
Glieder vereinigen sich zu folgender Reihe: 
+ CX, CXS, CXa, CX, CX, CX, OX, - 

die füglich zweite Aufstufungs- Reihe genannt werden mag. Setzen wir 
diese Ableitung weiter fort, so gelangen wir zur dritten, vierten u. s. We 
Aulstufungs- Reihe, und dadurch zu foigender Darstellung: 

MEX UE UE 3e, XT SPEER 

INC ar CX X1 XS... 

4. JJOO Te P STE TOR eC CAUCE Col ro e es 

NO EX v LX. 


e e *. e * » * e . € s e ® *. * + 


Man kann nun auch den umgekehrten Weg betreten, und von der 3ten 
auf die 2te, von dieser auf die erste Aufstufungsreihe, dann auf die Grunde 
reihe übergehen, und es lälst sich leicht erkennen, dafs man dadurch auf 
Reihen kömmt, die vor der Grundreihe liegen, bei denen die Stellenzahlen 
der Glieder, wie hier, unverändert bleiben, die Exponenten von ¢ aber 
negativ werden und fallen. Die zunächst vor der Grundreihe liegende 
wird iolgeude Gestalt haben: 

CA CUAL. (Cake ye Gig Can 
die dieser vorhergehende, folgende: 

REC CK imite MESI. Pad, ferne 
Die Fortsetzung dieser Ableitung führt zur folgender Zusammenstellung: 


PU CDS erbe NEL CHEN PP CE ty Onus 
dE (ns rs CACY CORNE, ome Orn dae. 6 CD kgs. c. 
LCS CUL, oa. Opp fem er (ad. SF a ORAS SUL « « 
X, >. dne Xo, X; A 
Das Gesetz für die Aufstufungen, welches beiden Darstellungen 4. und 5, 
zu Grunde liegt, stellt sich durch folgende Gleichungen allgemein dar: 
6. Km QU Xa OT Kanto 
7T. RER, MOT Xuan. 
§ 3. 


Wir gehen nun, nach der Feststellung der allgemeinen Grundzüge 
unseres Calculs, zu weiteren F'olgerungeu über, und stellen zuerst das Ge- 
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setz, wonach irgend ein Glied einer spütern Aufstufungs-Reibe aus den 
Gliedern der Grundreihe dargestellt wird, dar. 
Setzt man zu dem Ende in (7.) 71 — 2 und +rz==0, so entsteht: 
CX, X OX. 
Stellt man ferner die ersten Aufstufungen (X, und (X, nach den Glei- 
chungen des vorhergehenden $. durch die Glieder der Grundreihe dar, 
und ordnet sie nach den Stellenzahlen, so erhält man: 
e X, = XX, 
XS 
und hieraus durch Vereinigung: 
8. PH == HR: 
Auf gleiche Weise stellt sich ein Glied der dritten Aufstufungsreihe aus 
denen der Grundreihe dar, denn wird in (6.) a=3 und + » — O gesetzt, 


NT 2X, = OX MEX. 
Entwickelt man den Ausdruck (?.X, und X, nach der Gleichung (8.), 
letzteren dadurch, dafs man die Stellenzahlen erhöht, und ordnet die. er- 
haltenen Glieder nach den Stellenzahlen von X, so zieht man: hieraus: 
OX, = X +2%+ X, 
+ X, +2X, + X.. 
Die Vereinigung dieser Glieder erzeugt: 
9. OX, = X,+H3X, +3X,+X.. 
Eben se findet sich folgende Darstellung : 
EX, c X, +AX, L6X, + 4X, + X, u.s. w. 
Man erkennt aus den bebandelten Fällen leicht, dafs das Übergangs- Ge- 
setz bei allen Reihen gleich ist, und es wird daher allen Reihen, die gleich 
weit von einander enjfernt liegen, ein gleiches Ableitungsgesetz zu Grunde 
liegen. Eben so erkennt man leicht, dafs die Glieder der entwickelten 
Reihe mit Vorzahlen verbunden sind, die mit denen des Binomiums über- 
einstimmen müssen, da sie auf dieselbe Weise erzeugt werden. Das all- 
gemeine Ableitungsgesetz läfst sich also so vorstellen: 
10. "X, = KERN... PE Xb Xn 
Die Identitat der entwickelten Reihe mit der Darstellung des Binomiums 
wiire vollkommen, wenn die Stellenzahlen von X als Exponenten erschie- 
nen. Zeigen wir diese Ubertragung der Exponenten auf Stellenzablen, 
um eine Übereinstimmung mit dem Binomium herbeizuführen, durch den 
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griechischen Buchstaben © an (cf. Differenzial- Calcul, Mainz bei S. Mül- 
ler, Pag. 200 u. ff.), wonach also OX, für X,_, zu setzen ist, so geht 
die vorstehende Gleichung in folgende über: 


1 ^x = Xt FOX pee yp ise OKs 


und diese, wenn X,, das mit jedem Gliede verbunden ist, ausgeschieden 
wird, in folgende: 
e" X, = (14+ 70,472 Dens... 07) x. 
Hieraus geht eine ganz kurze ose hervor, uud es ist: 
I2: CL OX, 

Berircksichtigen wir, dafs die gemachten Schlüsse nicht allein von dem 
Mittelgliede der Reihen, X,, sondern von jedem andern Gliede gelten, so 
reiben sich hieran folgende Gleichungen: 

3. ("X, = (Ic 0X, — X, HI + eee 
und 

14. SX, (1 OMX, LH BX ud 

$. 4. 

Auf das Zusammenfallen der so eben gewonnenen Entwicklungen 
mit den Gesetzen des Binomiums gründet sich der weitere Schlufs, dafs 
die Binomial- Gesetze mit ibren Veründerungen auch auf die Aufstufungen 
übergetragen werden können. Soll daher ein Glied einer Reihe, die vor 
der Grundreihe liegt, durch Glieder der Grundreihe dargestellt werden, 
so ergiebt sich diese Darstellung unmittelbar, wenn wir in der Gleichung 
(12.) — m statt m setzen, und O +1 der Anordnung {+ © vorziehen. 
Hiedurch gewinnen wir 

15. SX = (14-9y" X, = (+) 
zm "oce ER. EEE 


en 








Dod De AR eee 





Eben so folgt aus (13.) und (14.): 
16, SX, = (O+1)"X, = Som ae pm tor. 


11. ORM, = (OL KX, = X, Koma tu 
Diese Darstellungen lassen jedoch keine Einsicht in die Entwicklung selbst 
zu, daher theilen wir noch folgende andere mit, die uns Veranlassung zu 
manoherlei Arwendungen geben wird. 
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Setzt man nemlich in der Gleichung (6.) m — 0, und statt 7 all» 
mählig die Werthe —1, —2, —3, ...., so hat man vorerst: 


XK, CX, +2, 
und durch Umstellung und gleiche Behandlung folgende: 


(OX = LUX, 
U = —X,+é XE, 
Er = X_,—¢'X, 
XX, + "Xe, 


e e a 9 


* a e . 6 


Die Substituirung der gehmdenen Werthe verschafft die Möglichkeit, die 
Function Q^ X, durch zwei, drei, vier u. s. w. Glieder der Grundreihe 
darzustellen, und man bat für die Darstellung durch zwei Glieder: 
QUX = Xi—X, + D ce 
durch drei Glieder: 
C = —3L+ Xu, 0"! X3, 
durch vier Glieder: 
CR = Ki X + X_3— Kat T X 
und allgemein durch (2 4- 1) Glieder: 
18. X = X_,— X, + X, — Kur ve sp. GERT Xe 
Nehmen wir aber eine Substitution bis ins Unendliche an, so wird auch 
die Gliederanzahl unbeschränkt sein, und wir crhalten alsdann folgende 
Gleichung: 
19, Q"X,— X,— X, X,—X.-.... 
Wir haben demnach zwei Darstellungsweisen für die Glieder der Reihe, 
welche der Grundreihe vorhergeht, gefunden, und zwar durch eine end- 
liche und unendliche Gliederanzahl, Diese Eigenthümlichkeit der 
aufstufenden Functionen halten wir fest, und legen sie für weitere Ent- 
wickelungen zu Grund. Der Kürze wegen wollen wir die Functionen 
(Xy, 01 X, .... C7? Xo u.s, W., zur Unterscheidung von (X,, à X,, ...., 
durch den Namen negative Aufstufungen bezeichnen. 

Die entwickelte Darstellmg der zweiten negativen Aufstufung ge- 
winnt sich dadurch, dafs man die Aufstufung von der ersten Aufstufung 
nimmt, oder, was diesem gleichkümmt, die Gleichungen (18.) und (19.) mit 
C-' vervielfacht, und dann die einzelnen Glieder der Gleichung nach den 
in (18.) und (19.) gefundenen Vorschriften entwickelt. Suchen wir daher 
zuerst die Darstellung für eine endliche Glieder- Anzahl, so gewinnen wir 
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dadurch, dafs wir die Glieder der Gleichung (18.) mit -! verviellachen : 
GY Ce Se ES GS Ces ep. Sot ES d'ou? CHE atc o 
Die Gleichung (18.) gilt für (2+-1) Glieder der Grundreihe. Damit nun auch 
hier eine Reihe von (2-1) Gliedern der Grundreihe gewonnen werde, 
so mufs das erste Glied auf der rechten Seite des Gleichheits - Zeichens 
C7 X. , nach (18.) so entwickelt werden, dafs (7 +1) Glieder der Grund- 
reihe vorkommen. Seine Stellenzabl aber ist um 1 niedriger als die von 
(^ X,, daher müssen bei der Entwickelung von Q^ X , die Stellenzahlen 
süramtlich um 1 erniedrigt werden. Demzufolge erhalten wir: 

EIER = X_,— X_, + X_3;— dos (Xs (—y* AT Al 
Wird das zweite Glied — C^ X , auf gleiche Art entwickelt, so müssen 
die Stellenzahlen der Glieder in der entwickelten Reihe, der Übereinstim- 
mung wegen, so weit herunter geführt werden, daís das letzte Glied 
unter folgender Gestalt X ,, , erscheine. Hierzu werden nur 7 Glieder der 
Grundreihe nóthig sein, denn es ist 

te a y x (hey us 
Behalten wir die angegebene Entwickelungsweise bei, und berücksichtigen 
wir, dals die Entwickelung jedes spätern Gliedes ein Glied der Grundreihe 
weniger liefern wird, so entsteht durch Einführung der entwickelten Rei- 
hen und Ordnen nach den Stellenzahlen der Functionen : 
Em EX Xe (ie x 
— LU... IST HER, 


TX,.—X;....(—FX,,(—r"e1x 


-n-2 


X X NT X. 


Die Übereinstimmung der Glieder der entwickelten Reihen in verticaler 
Richtung macht ihre Vereinigung in eine einzige möglich. Berücksichtigt 
man, dafs das erste Glied einmal, das zweite zweimal, das dritte dreimal 
u.s. W., das (2+1)te (7 ]- 1) mal vorkommt, so hat man: 
20. X, = X,—2X ,4-3X 4 —.... (—y (04-1) Xu 
FASER IE I ie 4. AB 

Leichter gewinnt man die Darstellung der zweiten negativen Aufstufung, 
durch eine unendliche Glieder- Anzahl der Grundreihe; denn die Grenz- 
glieder, die bei der vorstehenden Ableitungsweise nöthig werden, fallen 


weg. Diese Bemerkung führt unmittelbar zu folgender Darstellung : 
Crelle's Jonrnal d. M. Bd. XI. Hift. 1. 11 
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Dia ie A IX, +3 X, —4X , +... 
Zur dritten negativen Aufstufung führt das Vervielfachen der zweiten mit 
Q^. Ks ist also 
CS Xu re E 365 X 3. NR DE X 
(CE (n4-0e^X a C6 Xa 

Werden nun die Ausdrücke 0" X_,, 2¢°X_,,.... in entwickelten Dar- 
stellungen, nach Vorschrift der Gleichung (18.), so eingeführt, dafs (+1) 
Glieder der Grundreihe erscheinen, so füllt die Stellenzahl des ietzten 
Gliedes der Grundreihe auf — (7 + 3), und es entsteht folgende Darstellung: 


Q9Xo- X,— Kat Lo XadeeC us SZ 
—À 3 Au -|- 2 X_3 — 2X à “i eee .(—) JB CNE (— rt 2 eai XL 
am RO 3X s + a Kn 3X «5 (—)y* 3 GENE n-—3 


x» 4 Meno + cet n BE —y dX. La a 4 Se N 


(—Y» (ar Ras Ur) X35 
(yt (“EC x ca e xL). 


Auch hier lassen sich die Glieder der Vertical-Reihen vereinigen, wenn 
man berücksichtigt, dafs 


1.2 
1 — 1.2? 


1 morem J-(n4-1) = FÉES 
ist. Hieraus entsteht folgende Darstellung der dritten negativen Aufstu- 


fung einer Function durch (2 +1) Glieder der Grundreihe : 
LN 2.3 x 3.4 Int 
a An — + EXT 1.2 X ad 1543 — a (yee) X 


——2 


n — )un 3-2) > 1 
(m —) ne EE Boss. a vA -n—3 +- — n: u na + és x] . 
Einfacher gewinnt r3 die Darstellung ie dritten negativen Aufstufung 
einer Function durch eine unendliche Anzahl von Gliedern der Grundreihe, 
denn es fallen die beschrünkenden Glieder aus dem Calcul weg, und wit 
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erhalten unmittelbar: 

COX, = L-5L HT XL Kobe, 
Der Gang für die Ableitung der höhern negativen Aufstufungen bewegt 
sich in denselben Grenzen, und bleibt für alle Fälle gleich. Das Bildungs- 
gesetz, welches einer endlichen und unendlichen Gliederanzahl zu Grunde 
liegt, lälst sich in seiner Allgemeinheit aus den behandelten Fällen erken- 


nen. In Worten es deutlich machen zu wollen, wäre zu weitläufig, da- 
her mag es in folgender Gleichung vorgelegt werden: 














PN "T DOS On 3.4.... (m +1) 
LED uuo opa cbr gei) ri 
n a (nt) (nm —2) an (n-+-4).... (n m— 1) 
a RATES TEE En "777, Dent cm ce igo E 
1 1)(n+2 n+m—1) o_ n+1)(n$2),...(n+m—2) 5». 
(—y* [ES nt E ) e; 1 C M + = ah = 2 eee 


Bs a Qn X pee Dm XO |; 
oder in Zeichen: : 
—m 9m-111 3m- -i1 2 nl1yn-n 
23. G X, = » Ge ~~ qmail —— X nel + tril ——uA a2 er —) mim ——X__, 


Aym-ıı {\m-2ı,, ur " 
(yet [£22 ex. EET I Ox un EEX xL. 
Für eine unendliche Gliederanzahl gilt irre. prets 


MS Au 1, 2.8....m EMIT 
24. ¢ X, = À, MCE te em im 1) ma Pa 








oder 
ef 27 + gmk | 
SR en A a ee 
Die Entwicklungen (24.) und (25.) fallen mit (15.) vollkommen zusam- 
men, wenn man berücksichtigt, dafs 
m a 75 2.9.41... (m—1).m 


— 








Due m)? 
MAMIE) ee omit — 3.4.5.... (m—1).m (m-EF1) 
PROS CX" E UL. provo DET D f DRS 0n e) 2 
m(m--1)(m4-2) __ 4m! ^ 4.5.6....(m—1). m(m-++-1) (m+ 2) 
RP TEC 1.3.3. ..(m—1) 
ue S. W. ist. 
Gr: 


Wir wenden uns von der so eben beantworteten Frage zu der um- 
gekehrten: Wie wird ein Glied der Grundreihe aus den Gliedern der Auf- 
11* 
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stufungs-Reihen abgeleitet? Zu dem Ende setzen wir in der Grundglei- 
chung (6.) a — 1 und 2 — O0, und erhalten durch Umstellung 
20. X. CX A. 
Diese Gleichung wird uns als Vorschrift für die Ableitungen dienen. Die 
Stellenzablen dieser Gleichung kónnen, wie oben gezeigt wurde, nach 
Willkür erhöht werden. Erhöhen wir sie um 1, so ist 
X, = ÇX,—X,. 
Setzt man nun statt des ersten Gliedes (X, auf der rechten Seite des 
Gleichheitszeichens den Werth, den man durch Vervielfachen der Glei- 
chung (26.) mit £ erhält, also (X, — ^ X, — ¢X,, und statt des zweiten 
Gliedes X, den Werth nach (26.) unmittelbar, so erhalten wir 
x, = € X, ru < X, 
E CX, 4- X,,; 
27, X, = 2X, — 20K, +X. 
Erhöhen wir hierin die Stellenzahlen, so entsteht: 
X. ee X ELE 
Behandeln wir nun die Ausdrücke auf der rechten Seite des Gleichheits- 
zeichens auf die eben angegebene Weise nach (26.), so ist 
CX, = OX,— CX, CX, == EX — £X, und X, — eX —AX, 
ae x, = X CX 
—20 X, + 26X, 
s CX, — X 
Die Vereinigung dieser Glieder erzeugt: 
X, = € X, —3€X, 4-30 X, — Xe 
Das Ableitungsgesetz zeigt einen unveränderlichen Gang. Vorzahlen und Ex- 
ponenten von ¢ stimmen mit denen des Binomiums ; es wird also allgemein: 
28. X, = CX Le rS Dore x, (X, 
oder, wenn X, ausgeschieden wird: 
29. X, = ((—1y X,. 
Auch hier gilt das nemliche Ableitungsgesetz für die Reihen, welche vor der 
Grundreihe liegen; eben so bei erhóhten oder erniedrigten Stellenzahlen, 
und es wird 


30. X, = (CA X, = £X gx, + ME eX, use 


also 
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$. 6. 

Wir haben bisher die Untersuchung der aufstufenden Functionen 
ganz im Allgemeinen gehalten und ihre Eigenthümlichkeiten weiter erforscht. 
Das Allgemeine gehört dem Gebiete der Speculation an. Das Conorete giebt 
Leben und Anschauung. Um nun Anwendungen machen zu können, müs- 
sen wir diese allgemeine Betrachtungsweise verlassen, und uns auf das 
Specielle beschrünken. Wir nehmen deswegen an: die Glieder der Grund- 
reihe in (4.) und (5.) stehen in einem solchen Zusammenhange, dals jedes 
nachfolgende Glied aus dem vorhergehenden auf gleiche Weise mittelst 
einer veränderlichen Grüfse abgeleitet werde. Bezeichnet man nun das 
Mittelglied, als die Function, aus der alle Glieder erwachsen, durch fx, die 
Zunahme der veränderlichen Größe mit Ax, so ziehen wir hieraus fol- 
gende Darstellung: | 

31. fe —2Ar), fla—Ax), fx, f(xr-FAx), f(æ+2Ax).... 
Die vorzüglichsten Functionen, welche die Analysis aufgefunden hat, sind: 
a, x"^*, a*, loga, sinx, cosx. Wenden wir nun das Gesagte auf die 
genannten Functionen an, so führen sie zu folgenden eigenthümlichen 
Grundreihen, und zwar: 

für die Potenzialgrófsen: 

32. x, (x+Axÿ, (x--2Àxy, (x-3Azy,.... 
für die Facultäten : 
33. ara, (x-LAxye^*, (x-p2oNxy^,.... 
für die Exponentialgrófsen: 
BTE VE s quise caer i, 
für die Logarithmen: 
35. logx, log(x+Âx), log(r-24A2),... 
für die Sinus: 
36.  sinz, sin(rd-Ax), sin(x+2Ax), ... 
für die Cosinus: 
37. cosx, cos(r+Ax), cos(a+2Az),.. 
Einfachere Darstellungen ergeben sich noch, wenn Ax == 1 gesetzt wird. 

Wir gehen nun zu den Darstellungen der Áufstufungen der Functio- 
nen selbst über. Sie zerfallen, ihrer Natur nach, in die positiven und ne- 
gativen Aufstufungen. Die Grundgleichung, welche für die Darstellung der 
ersten positiven Aufstufung jeder einfachen Function gilt, ist: 


38. fx —fx-rf(x4 zx) 
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Sie führt zu der allgemeinen Vorschrift: Man lasse, um die erste 
Aufstufung einer Function zu erhalten, die veränderliche 
Gröfse einer Function um Ax wachsen, und zähle die ur- 
sprüngliche Function zu, 





I. Darstellung der Aufstufungen der einfachen Functionen, 
wenn die Zunahme Ax eine endliche Gröfse ist. 


A. Darstellung der positiven Aufstufungen der einfachen 
Functionen. 


S. 
Darstellung der Aufstufungen der Potenzialfunctionen td AXE 
Die erste Aufstufung der Potenzialfunction x? wird sich nach (38.), wenn 
fx = x” gesetzt wird, durch folgende Gleichung bilden: 
fa? = a + (x+Acy. 
Wird das Binomium (x+Ax) in eine Reihe entwickelt, und die gleichen 
Glieder vereinigt, so entsteht folgende entwickelte Darstellung: 


39. Ca? = 2a? - Pr e p PPD seh (Ay +. (Aa. 
Ist aber fx = E = xr", so wird 
2i wl i _ 2+(x+Ax) 
Sf xe GAS — (ep hap 
Berücksichtigt man, dafs der Zähler in dieser Darstellung, XPH (ar HA = 
Cx? ist, so gewinnt man 


ie Car EE. 
uide cimi ee Po 

Die entwickelte Darstellung giebt folgende Gleichung: 
41. I vue. ERBEN: p(p+1)(Ax) 


a? FA xP apti 











ipo pbi SE 
Die nemliche Entwickelung gilt auch für Functionen mit gebrochenen Ex- 
SABE MT. 


ponenten, a", x '. 
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Die hóhern Aufstufungen von x” ergeben sich unmittelbar aus der 
Gleichung (10.), wenn X, fa =, X, = f(æx+Ax) = (x-+Ax) u.s.w. 
gesetzt wird. Es ist 

42. (nata + Mo A+ rat. 


ee (x +(m—1)Axy + (x + maxy. 


Werden die Binomien der entwickelten Reihe in Reihen dargestellt, so 


entsteht: 
A m xl = a? 


iR Per =P" (Aa Pate cee (Nay) 
mn (ae? 4 B ao! Qe E PUT) vr a (Ay foe sf 2P (Asc) 





1 
RU (an p Bart ate + PLSD 2 S Oa? over 43 (y) 


. L e . . . e . e e . e e ® e e. LJ e e - 


= —1 ex 2 2 E ^ 
x? + T a? mb PP) ve (Ar) + + nl (bay). 
Eine Zusammenstellung der Glieder dieser Reihen nach den steigenden 
Potenzen der Zunahme führt zu Folgendem: 


43. (a —(üü-TT + ren + p 1) 2° 
c —1 
+E (mp2 IL... +m-1) Em) a be 
+ EIS (m MA mu d mar «+ (m—41y T 4m) ax? (Nac? 





* 2 . e . + * * 


(m partim Gr gmap m 


Eine andere Darstellung wird durch die Gleichung (39.) gewonnen, wenn 
man sie als Vorschrift betrachtet, von ihr auf die zweite Aufstufung, und' 
von dieser auf die dritte nach gleicher Methode u. s. w. fort geht. Diese 
Ableitungsweise ist die zurucklaufende, und wird demungeachtet zu einer 
unabhängigen Bildungsweise führen. Vervielfacht man nemlich die Glei- 
ehung (39.) mit ¢, so entsteht: 


> IN (p—1 Re 
Par = 9 Let te Par Ct! EO lehnen, 


und die Entwickelung der zweiten Aufstufung verlangt, dals alle Glieder 
auf der rechten Seite nach Vorschrift der Gleichung (39.) dargestellt wer- 
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den, was leicht dadurch erzweckt wird, dafs allmülig p, p —1, p —2, .... 
statt p in (39.) gesetzt werden,  Ordnet man dann nach den Potenzen 
von Ax, so fliefst hieraus: 


Qum Yao 22/7 oe QP PD nta Yo BEBE) ev Up 


| (p-1)(p-2 
+22 + p(p-t) pita 
=i pp 
T2807) Pur) (p-2) 
9 P(p-1)(p-2) 
1,2,3 


Die Vorzahlen der einzelnen Glieder bestehen in Facultäten, deren Zähler 
harmoniren, deren Nenner aber verschieden sind. Bringt man Harmonie in 
diese durch Vervollständigen, so folgert sich hieraus leicht ‘die Darstellung: 


Qao m + D Pat A 2.1 PD vo (ay 2.1 [PEO pe (A), 


2 
+ À + 3 
1.21 + 3 
"ug 


Nennt man nun die Vorzahlen der Glieder dieser Reihen, der Kürze we- 
gen, 4,, 4,, 43, ...., so stellt sich die vorstehende Reihe so dar: 


Qao = A at + A rat ae + a, PU D vo (Ny + 


Aus dieser Reihe leitet sich die dritte Aufstufung durch Vervielfachen eller 
Glieder mit € ab. Daher ist: 


Qt — A, Cx? + 4,9 aar + a PUT (Nay Qa + 





“po 





Werden die Ausdrücke Ca”, (x^^, (x^^, nach Vorschrift der Gleichung 
(39.), in Reihen entwickelt, so führen sie zu folgender Darstellung: 


Pa? ms DA ah. AP ade APUL D ve (y A... 





T4, x Ax Aap PT er (Nay dto 


24,89 D ar (hay +... 


Die nemliche Bemerkung, wie vorhin, über die Facultäten der Vorzahlen, 
rechtfertigt folgende Darstellung: 
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Car = 2Aar 4 Alea het APP ar (Ne + A Dar datum 


24, +24, 4-3 4, 
+24, +34; 
Suy 





Das Bildungsgesetz, welches den Vorzahlen dieser Reihe zu Grunde liegt, 
tritt deutlich hervor. Nennt man die Vorzahl des (2-+1)ten Gliedes die- 
ser Reihe B,,,, so hat man: 


4. Bu = At 4, + OD A 424424 


Da nun der Ubergang von einer dues zu der LI unverändert 
derselbe bleibt, so ist auch das vorliegende Bildungsgesetz allgemein. Sind 
die Vorzahlen der vorhergehenden Aufstufung bekannt, so künnen aus ihnen 
nach (44.) die Vorzahlen der nachfolgenden gebildet werden. Wendet 
man dieses Bildungsgesetz an, so führt es zu folgenden Entwickelungen: 


45. Qao dart dps. EP Dray p 10 PD yaa tu. 





p22) Pe art xe p... 


Ba = Ba?4-12 pa? rt PE D sot ya BREITEN aa) tr. 
Qa? = 1627-39 par rt SORT 22 EIN sn (Ne) 4... 
Qa? = 320? 4-80 par ta +240 PO gp AED er Ar. 
u. 3. Ws | 
Auf gleiche Weise lassen sich die Aufstufungen für x^? bestimmen. 
$. 8. 
Anwendungen der Gleichungen des vorigen $. 


Bezeichnen wir nun die ;;te Aufstufung von x im Einklange mit 
den Darstellungen (45.) durch folgende Reihe: 


46. Cha? = mx? +m, pa tm PAD e (Ny... 





worin 7, May 75, - » ++ die Vorzablen bezeichnen, wie sie nach der 
Gleichung (44.) gewonnen werden, und berücksichtigen wir, dafs die 
Gleichungen (46,), (42.) und (43,) Darstellungen für eine und dieselbe 
Sache sind, so ergiebt sich aus der Vereinigung von (42.) und (44.) fol- 
gende ueue: 
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AT, P+ 2 (et dap RU D (e DAY +... + (+ maar 


— m, x? +m; pa Rat m, PAP re (Nay +, 





worin die Reihe auf der linken Seite als Summenreihe, und die auf der 
rechten als ihr Summen-Ausdruck, oder nach Umständen auch umgekehrt 
genommen werden kann. Die Glieder- Anzahl der ersten Reihe hängt 
von 77, die der andern von p ab. Ist 77 grüfser als p, so wird die zweite 
als Summen-Ausdruck der ersten, ist 77 kleiner als p, die erste als Sum- 
men-Ausdruck der zweiten betrachtet werden können. 

An der ersten Reihe zeigt sich zugleich ein bestimmtes Bildungs- 
gesetz, denn in ihr erscheinen die gleichen Potenzen der um gleiche Grö- 
[sen wachsenden Function, die mit bestimmten Facultäten verbunden sind. 
Nehmen wir für einen speciellen Fall Ax — 1, so bildet diese Reihe die 
Potenzen der natürlichen Zahlen, sad es entsteht, wenn wir die Summen- 





reihe durch £” x? oder durch 8, - en andeuten, wobei für den letzten 


Fall zu berücksichtigen ist, dals r alle Werthe von 0, 1, 2, .... m be- 
zeichnet, folgende Darstellung: 
m(m-1)....9.1 


48. S a? = a Meth Pp BOD et Pp ones p mn ot my 


5/777 ce nA An j 
Setzen wir hierin x —1, p —3 und m=5, so wird 


peu is DE À 3 115.409 427. SAS! 548.21 og 
$ Tr 1 = 142 +753 TI S FI 


A 





1.2.3.4 
== 32 + 80.3 + 240.3 + 800 = 1792. 
Die Gleichung (48.) wird dann besonders brauchbar, wenn p im Verhält- 
nisse zu 7? eine kleine Zahl ist. Die Coefficienten 7, m,, m3, .... in 
(46.) können auch nach (43.) berechnet werden. 
6,509. 


Darstellung von e rer. ht es. Az) = 
P 





Die erste Aufstufung der Function - wird nach (38.) durch fol- 
gende Gleichung: 


NOR æ(x+Ax).. NE nu (x+Ax)(x+24Ax)....(xÆ+pAzx) 
S Trax "XN DIE ES esp GE i ere ...p 


dargestellt. Die höhern Ken sind nach (10.) in folgender Glei- 
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ehung enthalten: 
aplax zplär | m(r+Ax PAX | m(m—1)(x+2Ax)lâx (x+mAx)l4x 


49. SOP IIR dit eu EUIS PT uM V Ey 1-5 ; 1plt Ted (D^ = 
Eine zurücklaufende Bildungsweise, wie in $.7., die uns eine andere Dar- 
stellung der hóhern Aufstufungen der Facultüten gäbe, und dadurch weitere 
Anwendungen gestattete, lifst sich nicht gewinnen. Man kann jedoch die 
Facultäten in Potenzialgröfsen auflösen, und dann lassen sich auf sie die 
in $. 7. gewonnenen Entwickelungen anwenden. Da diese Anwendung 
uns nichts Neues bieten würde, so beschränken wir uns auf folgenden ein- 
zelnen Fall, woriu statt einer einzelnen Facultät die Reihe der natürlichen 
Zahlen, welche ein Aggregat einfacher Facultäten sind, vorkommt. Die Reihe 
der natürlichen Zahlen mit ihrem Summen - Ausdrucke ist bekanntlich: 


50. Se=it243+445 +... +0 = PERD, 
Hierin ist die Zunahme Ax — 1. Läfst man in Sx nach (38.) die Func- 
tion z um die Zunahme 1 wachsen, und zühlt die ursprüngliche Function 


no rec d LU ILL, cbr 
+2+3+4+:...+2+(2+1). 

Werden die beiden Reihen auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens 

in ihren Summen - Ausdrücken vereinigt, so gewinnt man: 


SIP none). 














1.2 
Bestimmt man gleichfalls die Summenfunction für die zweite Aufstufung, 
so ist: 
CSa = PETER = —_— — 9 x(x+3). 


Eben so erhält man: 
ESx = Bricht red) ale LA) 


E 1*5 is (I mc ds 


CSL ATOMS see 8) = dr(æ +5), 


1.2 1,2 











und hieraus allgemein: 

DS Ne ml): 
Die speciellen Fälle führen zu folgenden merkwürdigen Reihen mit ihren 
Summen- Ausdrücken: 


1 4-2.24-2.34- ........ +2a+ (x+1) = x(x4-2) 

143.2+43+ ........ J-4.x-4-3(x-4-1)4- (x+2) = 2x(x4-3) 

127.384 Br 7( DA Hat = Ge 4-0, 
u. S. We u. 8. W. 


12 * 


92 6. Oettinger, Aufstufungen der einfachen Funetionen. 


Hierber gehört auch noch folgende zusammengesetzte Reihe, deren Glieder 
die ungeraden Zahlen sind, verbunden mit den Vorzahlen des Binomiums, 
und die einen sehr einfachen Summen - Ausdruck erzeugen : 

54, 14 2,34 7200, 5 REN 7... +2m + = 27 (4-1). 
Der MEET Ausdruck erscheint als eine Function von der Zahl 2, und 
der Glieder- Anzahl 7. 

Die Gleichung (54.) führt zu dem Resultate: Jede gerade Zahl 
von der Form 2"(m-+1) lüfst sich in die m ersten ungeraden 
Zahlen, die mit den Vorzahlen des Binomiums der mten Po- 
tenz verbunden sind, zerlegen. 

Die Gleichung (52.) führt zu folgendem: Jede Zahl von der 
Form "(cz -+-m-+1) läfst sich in die (x—m) ersten Zahlen 
zerlegen, die mit Vorzahlen besonderer Natur nach Angabe 
der Gleichungen (53.) verbunden sind. 

$. 10. 
Darstellung der Aufstufungen der Exponentialgrôfsen. 

Die Aufstufungen der Exponentialgrófsen führen auf sehr einfache 
Darstellungen. Die Gleichung (38.) führt zu der ersten Aufstufung, und 
es ist: | 

55. La = a* Fat” = (1--255a*, 
Aus der Gleichung (10.) wo unmittelbar: 
86. (aX = a+ atn EO D gente p usus p gina, 
Um auch hier weitere EE ER anstellen zu kónnen, suchen wir 
eine zurücklaufende Bildungsweise auf. Sie folgt unmittelbar aus (54.), 
wenn wir von der ersten Abstufung auf die zweite dadurch übergehen, 
dafs wir die Abstufung von der Abstufung nehmen, und also die Gleichung 
Qa* = (1--a^5)a* 
mit  vervielfachen. Daraus ergiebt sich: 
Les = (1- a^) der = (14-25) (La) a^* = (1-4 a^)'a*. 
Vervielfachen wir diese Gleichung mit €, so erhalten wir: 
Co = (ipa) Qa* = (14e) (1 4p a^)* = (1 a^) ar. 
Der angezeigte Ableitungsgang bleibt für alle Fälle gleich, und es ist hier- 
aus das allgemeine Bildungsgesetz leicht erkennbar: 
57.  £"a* e (1-]- a^")" a*, 
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Die Gleichungen (56.) und (57.) sind Darstellungen für eine und dieselbe 
Sache, also einander gleich. Ihre Vereinigung führt zu der Summirung 
einer geometrischen Reihe, deren Glieder mit den Vorzahlen des Bino- 
miums verbunden sind, und es ist: 


58. a“ d- qoe d Ie PTE du .... d artmix — a + aaa 


Da a, x und Ax unabhängig von einander sind, so lassen sich hieraus 
mancherlei Ableitungen gewinnen. 


Es mögen ferner noch die Aufstufungen der Function E hier ste- 


hen, Nach (38.) ist 
1 


Ss atom: 
Werden die beiden Ausdrücke auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens 
in einen vereinigt, so führt dies zu folgender Darstellung : 
Lu. a f a^ ^ 1--aó* Ita 1 
zx SAUT RES 77 DoxpAx. x Axe 
Von der ersten Aufstufung, die wir so eben erhalten haben, nehmen wir 
abermals die Aufstufung, um die zweite zu gewinnen. Daher x 


,1 _ 1—aûr 51  1+-a4~ 1-4 ad = _ (ay à 
FE ad“ SE "ax — 


a* ade ^" aA ° ax a^* x 











Die AH von der zweiten SE: T die dritte, und es ist: 
1+ a^ 1 -- a^" (1-4 a4*) EY LIU 
= (EE) 2 (ES) IE )-S. 


a^* Um EFTEITE al : 








— 


e 
Das allgemeine Gesetz erkennt sich hieraus rd und ist: 


verse e a 





a 
Berücksichtigen ihi ferner, dafs nach (10.) 
X m (m —1) 1 
festa t he tee te 
ist, so ziebt man leicht lieraus folgende ne: 


1 m m (m —1) e 1 + ad 
60. ep er are art2ax +... a = (CI ax 3j PEE 


$. 11. 


Darstellang der Aufstufangen von sin x. 


Da die Logarithmen keine andere kurze Darstellung der Aufstufun- 
gen liefern, als die allgemeine unter (10.) angegebene, so geben wir zu 
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den Aufstufungen der Sinus über. Die Gleichung (10.) führt zu folgen- 
der Darstellung: 


61. g"sinx = sina u X sin(z-t Az) d- 





mime) sin (+24) + sin(xd máx). 
Auch hier suchen wir zu weitern Anwendungen eine zurücklaufende Bil- 
dungsweise auf. Sie lüfst sich mittelst folgender Gleichung, die wir aus 


der Trigonometrie entlehnen, gewinnen: 


pra 





62. sinp + sing = 2sin . cos — 2 5 EL 


welche die Summe zweier Sinus durch ra Sinus der Summe und den 
Cosinus des Unterschiedes beider Winkel darstellt. 
Die erste Aufstufung des Sinus ist nach (38.): 
Csinx = sina + sin(æ + Ax). 
Wird in (62.) p = x + ^x und 9 = x gesetzt, so entsteht 
63. ésinx = sinx + sin(x--Ax) = 2sin (x+° 5 SE) cos? 08. 


Diese Gleichung ist Resultat und Vorschrift für die Bildung der Aufstufun- 
gen des Sinus. Die Vorschrift, die sie enthält, ist: Um die Aufstu- 
fung von sing zu erhalten, lasse man den Sinus um die halbe 
Zunahme wachsen, und vervielfache den so erhaltenen Si- 
nus mit dem zweifachen Cosinus der halben Zunahme. 


Die zweite Aufstufung ist Aufstufung von der ersten Aufstufung, also 
. Ax 5 Ax 
sine = 2 cos = é sin («+ 52) . 
Wird nun sin (x 4d 2) nach der eben gefundenen Vorschrift behandelt, 
so entsteht: 
2 
C sina = 2'sin(xJ-Ax) (cos = : 


2 
Eben so wird: 


sine =? (cos e sin (x +Ax) = 2? (cos). 2 sin (x a cos o 
= 2sin (x + Ed (cos 22) 
u.s. W. Diese Ableitungsweise führt zu folgendem allgemeinen Bildungs- 
gesetz: 


64. C™sinx = 2"sin CS) (cos). 
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Die Gleichungen (61.) und (64.) erzeugen durch ihre Vereinigung eine 
Reihe, die einem bestimmten Bildungsgesetz unterliegt und ihren Sum- 
men - Ausdruck : 


65. sin æ + — sin(æ+Ax) + — mors 





sin (z-4-2Ax) + ....J- sin(z-J-7/2^ x) 
Su m À © INO 
— ¥ sin (x NT 0857) « 
Ordnen wir die Substitutionen statt p und 9 in der Gleichung (62.) an- 
ders, und setzen p=x und 9=x-+Ar, so erhalten wir für die erste 
Aufstufung des Sinus: 


9 s e . À A 
Çsinx = sin(x+Ax)\+sinx = 2sin (galas > =) cos (— =). 
ae . - . A Ax LA 
Berücksichtigen wir, dafs cos = a) = — cos -5-, so folgt hieraus : 


66. sz = —2sin(z-- 57) cos. 
Diese Darstellung ist von der Darstellung (63.) nieht durch die Bildungs- 
weise, sondern nur durch das Zeichen verschieden. Leiten wir daher 
nach ihr die spätern Aufstufungen ab, so wird sie auf abwechselnde Zei- 
chen führen, und es wird entstehen: 


2 
Csiny =  2sin(rJ-Ax) (cos =) y 


. . A s: 
Csinz = — sin (x+ >22) (cos 23 3 





und demnach: 


67.  é"sinx = (—)"2"sin (x -; ne) (y. 
Diese Verschiedenheit der Resultate darf nicht befremden; sie kommt 
häufig vor, wie diefs aus der Lehre der Wurzelgrófsen und quadratischen 
Gleichungen u.s. w. bekannt ist. Wir sehen, dafs der Calcul, als aligemeine 
Form, auf unbestimmte Resultate führen kanu. Im einzelnen Fall mufs 


sich entscheiden, welche Darstellung die richtige ist. 
6:32. 
Darstellung der Avfstufungen für cos. 


Die mte Aufstufung des Cosinus bestimmt sich nach (10.) im All- 
gemeinen durch: 


68. ("cos r= cosx + + cos( rtAxr)t-—. UY cos(ac 1-2 Aoc) +... t cos(e tmn). 
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Wir suchen nun eine zurücklaufende Bildungsweise. Die Gleiohung aus der 
Trigonometrie : 


69.  cosp + cosy = 2005 P-F3, cos > 


wird uns die Ableitungen vorbereiten. Setzt man nemlich hierin p =x +Ax 
und 9 = x, so entsteht: 


70.  Qeosx = cosx + cos(r +Azx) = 2 co8 (x + eos 
Die Vorschrift, die wir hieraus für die Ableitung der Aufstufungen entneh- 
men, ist: Man lasse die veränderliche Gröfse um die halbe 
Zunahme wachsen, und vervielfache den so erhaltenen Co- 
sinus mit dem doppelten Cosinus der halben Zunahme. 


Hiernach leitet sich die zweito Aufstufung aus der ersten leicht ab. 
Es ist: 


Q cosa = 20082 cos (x + * 5) = 2008 200% cos (x -]- Ax) 


= 2'oos(x-F-Ax) (cos 27). 
Eben so erhält man: 


Q^ cosx a (cos) Zeos (s + Aa) = 25008 (x AE 3 =) (os), 
und hieraus allgemein: 
m m max A xx 
71. €™cosxr = 2 cos (x T5) (cos ^7) | 
Die Verbindung von (68.) und (71.) fübrt zu folgender Gleichung zwischen 
einer Reihe und ihrem Suinmen - Ausdrucke: 





72. coax + cos (x + har) + eos (+24 x) + web oos(z + mA) 


mA x Ax 
— 2" cos (x + "5 a (cos 42)" ; 
Auch bier lassen sich bei anderer pe der Substitution in (69.) an- 
dere Resultate gewinnen. Wird nemlich p — x und g=x-+Ar gesetzt, 


so erhält die erste Aufstufuup für cosa folgende Gestalt: 
2 cos x == cosx + cos(r + A x) = 2 008 (x +“) cos (= =); 


2 
À x Ax. 
oder, da cos (— +=) == —cos—— ist: 
Fa 2 
73. Ccosx = —-2cos (w+ ==) cos =. 
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Die höhern Aufstufungen von cosz erhalten dann folgende Formen: 
C" cos = 2'oos(z-- dx) (cs), 
3A A xXx 
{0082 = — 2008 (+ 757) (7), 
und allgemein: 
"AM A Azx\® 
74.  Q"cosz = (—)"2"008 (x + 752) (cos =)". 
Hieraus ergiebt sich auch folgende veränderte Darstellung der Gleichung (72.): 
75. osx + 7 cos(z--Az) + FRE oos (24247) +... + cos (x mA x) 
ram kan) Ax Ax\™ 
(Die Fortsetzung folgt.) 
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Einfacher Beweis des Gesetzes der gleichförmig 
beschleunigten Bewegung. 
(Von Herrn Dr. 4. Müller, in Heidelberg. ) 


Die Grófse des Weges zu bestimmen, den ein Körper in einer bestimm- 
ten Zeit mit gleichfórmig beschleunigter Beweguug zurücklegt, giebt es 
bis jetzt drei wesentlich verschiedene Methoden. Die erste Methode führt 
durch Anwendung der Differential- und Integral-Rechnung zum Ziele, 
wobei das Differential, wenigstens formell, als unendlich kleine Grófse be- 
trachtet wird. Die zweite Methode besteht darin, dafs man die Zeit der 
Bewegung durch eine Linie, und die Zeittheile durch Theile dieser Linie aus- 
drückt, ferner in den Endpuncten der Linientheile senkrechte Linien errichtet, 
welche den in den Zeittheilchen durchlaufenen Wegen gleich sind. Die 
Summe dieser Ordinaten zu finden, welche dem in der bestimmten Zeit 
durchlaufenen Wege gleich ist, nimmt man die Zeittheilchen sehr klein, 
so dafs die Ordinaten sich sehr nahe kommen, und als den Fkichenraum 
eines rechtwinkligen Dreiecks constituirend angesehen werden können. 
Dieser Flächenraum ist alsdann die Grófse des durchlaufenen Weges. Die 
dritte Methode theilt die Zeit der Bewegung in unendlich kleine Theile, 
so dafs ihre Anzahl unendlich grofs wird, und, wenn man diese Anzahl 
n nennt, n-]-1 — n gesetzt werden kann. 

Dafs die beiden letzten Methoden nicht jene Schürfe in den Schlüs- 
sen zulassen, welche bei der Deduction mathematischer Wahrheiten ge- 
fordert werden muls, ist anerkannt, und es wird in den meisten Compen- 
dien, wo eine dieser Methoden vorgetragen wird, in einer Anmerkung hin- 
zugefügt, dafs der Beweis des Gesetzes, durch Differential- uud Integral- 
Rechnung geführt, weit strenger als der andere sei. Der Erfolg ist, dafs 
der Lernende, dem die Kenninils der Differential - Rechnung abgeht, das 
erwähnte Gesetz auf Treu und Glauben annehmen muls. Schon aus die- 
sem Grunde móchte die Mittheilung eines Beweises, der weder die Kennt- 
nifs der Differential- Rechnung voraussetzt, noch den Lernenden zur An- 
erkeunung von Sätzen zwingt, die nicht wahr sind, nicht überflüssig sein. 
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Die Ableitung des Gesetzes, nach welchem ein Korper mit gleich- 
fürmig beschleunigter Bewegung forígeht, besteht in der Beantwortung 
folgender zwei Fragen: 

a) Wenn eine Kraft während irgend einer Zeit auf einen Körper ge- 
wirkt hat, in welchen Zustand ist der Körper am Ende des Einwir- 
kens der Kraft gebracht? 

und 

b) welchen Weg hat der Körper vermüge des Einwirkens der Kraft 
durchlaufen ? 

Diese Fragen zu beantworten, nehme man an, die wirkende Kraft und 
der Körper seien so beschaffen, dals der Körper, vermóge des Einwirkens 
der Kraft, im ersten Zeittheile den Weg c zurücklegen würde, und am 
Ende dieses Zeittheils in einen solchen Zustand versetzt sei, dafs er, ohne 
Einwirken der Kraft, im zweiten uud in jedem folgenden Zeittheile den 
Weg a durchtaufen würde. 

Unter dieser Voraussetzung ergiebt sich zunächst der Zustand, in 
weichen der Körper durch das Einwirken der Kraft versetzt ist, ganz 
ieicht Das Bestreben, welches der Körper am Ende des ersten Zeittheils 
hat, ist ihm am Ende des zweiten Zeittheils noch eigen, und er würde, 
ohne das Einwirken der Kraft im zweiten Zeittheile. im dritten den Weg a 
durehlaufen. Wirkt die Kraft noch während des zweiten Zeittheils, so 
erhält der Körper dadurch, vom vorigen unabhängig, das neue Bestreben, 
im dritten Zeitiheite den Weg « zurückzulegen, Durch das Eiuwirken 
der Kraft während der zwei ersten Zeiftheile ist also der Körper in den 
Zustand versetzt, dals er im dritten und in jedem folgenden Zeittheile 
ohne Einwirken der Kraft, den Weg 2.4 zu durchlaufen das Bostróhen 
hat, Allgemein felgt aus der obigen Voraussetzung, dafs der Weg v, den 
der Körper im (t+-1)ten und in jedem folgenden Zeittheile obne Eiuwir 
ken der Kraft, zurücklegen würde, wenn diese während der i ersten Zeit- 
theile auf den Körper gewirkt hat, sein mufs: 

LIU tie, 

Für die Bestimmung des Wegs, den der Körper m t Zeittheilen zurück- 
legen mufs, wenn die Kraft während dieser Zeit auf ihn gewirkt hat, hat 
man vermüge der obigen Voraussetzung die Wahrheit, dafs der Kórper in 
irgend einem Zeittheile während dessen die Krafi auf ihn wirkt 
c, und aufserdem noch jenen Weg durchlüuft, den er wegen n am An- 
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fange des Zeittheils gehabten Bestrebens, ohne Einwirken der Kraft, zurück- 
legen würde, Demnach ist der Weg s, den der Körper in # Zeittheilen 


zurüoklegt : ; 
Pe Ss == € 4- (e 4- 2) H- (e 4- 28) tes tler —1).a), 
er 


2i of 4 e IS D 


Zur Vollständigkeit dieser Bestimmung Ec aber noch die Kenntnifs 
des Zusammenhangs zwischen c und a. Diesen auszumitteln, nehme man 
zuerst an, die Kraft habe, während (t-]- ^) Zeittheilen auf den Körper ge- 
wirkt; der Weg s’ des Körpers ist alsdann nach (2.): 

s! = (tre CORRE D, 

ud (D) s—=s+trcH+t. at ED, s 
Nun nehme man an, die Kraft habe nur wührend  Zeittheilen auf den 
Körper gewirkt, dieser aber sei aufserdem noch während :' Zeittheilen, 
ohne Einwirken der Kraft, fortgegangen. Der Weg des Körpers in der 
Zeit ¢ ist alsdann s, und weil er am Ende der Zeit ¢ das Bestreben hat, 
in jedem folgenden Zeittheile den Weg v ==. zurückzulegen, so ist der 
Weg während der :' Zeittheile = ¢.v = ¢.¢.%; mithin ist der Weg s" 
des Körpers während der Zeit t--:': 

(E) "= s+t.t 
Die Wege s’ und 5' sind verschieden. Nimmt man aber an, dafs s'z s" 
sei, so folgt aus (2) und (4.), dafs ; 

Cp) c= 5-7 
Weil die Voraussetzung, s’== s^, aus welcher dieser Satz (/.) abgeleitet 
worden, nicht allgemein wahr ist, so ist der Satz (p ) ebenfalls nicht un- 
bedingt, und nur unter der Bedingung wahr, unter welcher wirklich s'— 5’ 
ist. Es ist aber in der That “== s‘ nur dann, wenn {’=0; also ist der 
Satz (p.) nur wahr, wenn t'‘== 0 ist, Hieraus folgt, dafs 


3. =>; oder & = 2c 
sein muls. Macht man nun hiervon bei den Sätzen (1.) und (2.) Ge- 
brauch, so hat man: 
% 26st, 


ic 


ü i 
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8. 

Über die allgemeine Entwickelung der ganzen Potenzen 
des Bogens in Reihen, die nach den aufsteigenden 
Potenzen des Sinus fortschreiten. 

(Vom Herrn Prof. H, F. Scherk in Halle.) 


Die einfache Reihe, welche die Entwickelung des Bogens nach den un- 
geraden Potenzen des Sinus enthält, ist allbekannt. Eine ganz eben so 
einfache Reihe hat Herr v. Stainville in den Melanges d’analyse für 
das Quadrat des Bogens angegeben. Um sie zu finden, wandte er die bei 
Kreisfunctionen so häufig mit Erfolg versuchte Methode an, nach welcher 
die zu entwickelnde Größe, also hier das Quadrat des Bogens, in eine 
Differentialgieichung des zweiten Grades gebracht wird, um vermittelst der- 
selben die vor der Hand unbestimmt angenommenen Coefficienten der Rei- 
hen-Entwickelung zu bestimmen. Auf demselben Wege fortschreitend hat 
Herr Prof. Scholtz im dritten Bande pag. 70 ff. gegenwärtigen Journals 
auch die 3te, 4te, 5te und 6te Potenz des Bogens in die entsprechenden 
Reihen entwickelt; ein allgemeines Gesetz für eine beliebige Potenz hat 
sich aber aus jener Untersuchung nicht ergeben. Der Grund hiervon scheint 
folgender zu sein. Die Reihe für die ste Potenz des Bogens kane eflen- 
bar nur die Form 
1. Q"zsinQ"[1--/ (7, 1)sin Q^ A- fm, 2) sin Q*4-,...-4- / (77, p) sin D? etc.) 
haben, in welcher /(7:51), /(7], 2), 6... f(m,p), »... die zu bestimmen- 
den Coefficienten sind, Nimmt man ihren zweiten Differentialquotienten 
in Beziehung auf Q, so erhált man 
m.m-—1.9"? 
= 1—sinq?)sing"-?[m.m—1 4-(m4-2)(m4- 1) fí/m,1)sing? T... (m4 2p-2)(»; t 2p-3) fim, p~1)sing’?* 
+(m+2p) (m+ 2p-1) fim, p) sing’? +...) 
— sin 9" [m+{m+2) f (m, 1) sing? +... +(m+2p —2) f (m, p — 1) sin @rt+...]. 
Der Coefficient von sin Q"*— ist folglich hierin — - 
n +2p) 9n + 2p —1) fn, p) — (m +2p— 2) f (rm, p— 1). 
Setzt man aber in (1.) 71 —2 fur 77, so ist auch 
m.m —áí.q"— 
= m.m--1.sin q"-* 11 4- 7 (m-2, 1) sin q* + f(m-2, 2) sin git voor FF (m-2, p) sin ge ....], 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XI. Hft. 2, 14 
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und folglich 
mn — fen —2, py = Qm 2pm 4p — D fm, p) — (9n 4-3 — Df, 1), 
Mes m .(m—1)f(m—2.p)--(m +2 p—2)* f(m.p—1) 

Be JUmp) Temp Dn 2p 
Dieselbe Gleichung für die angenommenen Coefficienten f(77, p) ist a. a. O. 
pag. 73. durch die erwähnte Differentialgleichung des zweiten Grades ge- 
fanden *). Sollea sie also vermittelst derselben bestimmt werden, so muls 
man entweder die Coefficienten der (nm — ten Potenz bereits kennen, 
wenn die der znten bestimmt werden sollen, und folglich wird man in 
diesem Faile zur Erkenntnifs des allgemeinen Gesetzes nur durch Induc- 
tion gelangen, oder man muls die Gleichung (2.) direct auflösen. 

Ob wir nun gleich weiter unten eine directe Auflüsung dieser Glei- 
chung für alle positiven und für gewisse Coefficienten aller uegativen Po- 
tenzen anzugeben im Stande sein werden, so glaube ich, eine andere Me- 
thode zur Auffindung des verlangten Gesetzes vorziehn zu dürfen, da sie 
auf den bekanntesten Entwickelungen beruht, und fast eine elementare 
genannt werden kaun. 





A, Reihen-Entwickelung für positive Potenzen. 
Es ist bekanntlich 





: Du: De n^ q* im n?r+i gents 
3. snnd—=nD re EISE im + (—1) 193^ ERBETEN 
und auch 
= — D uw 
4. sinn@ = nsing— 56 DUREE rd A E 
(—1) n (nn —1)(nn-—9).. (n n— (29 —1)") »?) à 
epus newer dmi amabat Le AE MT = ee qi 
2:34. TES sin Q^? +... 


Entwickelt man also in dieser en Gleichung den Coefficienten von 


nt, so ist klar, dafs derselbe, da beide Reihen für jeden ganzen Werth 


(—-1)7 ndi ^ A » 3 A 
von » gelten, = 53 — L- af ist, und somit ist die verlangte Entwicke- 





lung fur jede ungerade positive Potenz gefunden. 
Auf dieselbe Weise hat man 


à D ey ee pr 
em re 


— 





*; Die hier durch (m, p), f(m,p—í), f{m—2,p) angedeuteten Coefficienteo 
sind a. a. Q. durch e; 4ap, Anmzzp-2; Üm4sp-4 bezeichnet, 
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und auch 


—- 4 
6. cos2@® = 1 — eng! Mon nt A)sinp® _ 














Hoi Ve, 
T! en US en (6) .... (nn -— 4 (4 -— 1?) sin 929 
ecce +( 1) 4. 2. d 229g er n y 


‘und durch die Entwickelung des Coefficienten von’ 2”? in dieser Gleichung 
erhält man die verlangten Reihen für jede gerade positive Potenz des Bo- 
gens. Suchen wir also zuerst die Auflösung für ungerade Potenzen. 
Setzt man 
7. (nn—1)(nn—9)(nn-—25)....(nn—(29-—1») = 
29 — A, nu n HAT A rt... +14 
so weils Jedermann, dafs .4'g, 4^9, 49, .... die Summen der Combi. 
nationen resp. zur u an elen, dritten, .... Classe ohne Wiederho- 
lungen aus den Zahlen 1°, 3°, 5°, .... (29 —1) sind, uud es geht aus 
dieser Gleichung selbst hervor, dafs 4/5 — 41 zu setzen ist, wenn £ = 0, 
‚hingegen — 0 angenommen werden He wenn die ganze "Zahl k entwe- 
der negativ oder grüfser als 9 ist, Es ist folglich das mit 2° verbun- 
dene Glied in dem Coefficienten von s ‘in der Gleichung (4.) 
ze eet eda 
nd p NÉE 3 
und in diesem Ausdrucke ist 7 bare — m anzunehmen, wenn er 
nicht verschwinden soll. Demnach ist der Coefficient von ^"*' in der 
leichung (4.) 


ws ey 


NE Scr ( rmbt» Amzısingirt | Ans. Sin qms 
Isnt : Im+2.2mf3 T Imf2.2m+f3.2m+4. rop …). 
Dieselbe Quantität ist aber, wie wir bereits oben bemerkt haben, = 
—4)n gent 
i. DL E SET” und daher hat man: 
mtl — ami _sing? — CNRS En hM. 
gp s CZ DRE PE | Amt Pere mm 
] sin q*? 
e ap 2mt3....9m42p41 es), 


welche Gleichung die vollstindige Auflósung unseres Problems íür jede 
ungerade positive Potenz enthält. Setzt man auf gleiche Weise 
9. (nn—4)(nn—16)....(an—4yg) = 
29 By RIT + BP g 124-4 — IB AY" BL RTE en TC B,, 
so dafs die Quantitäten B auf dieselbe Weise aus den Quadraten der ge- 
14* 
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raden Zahlen gebildet werden, als die entsprechenden Quantitäten 4 aus 
den Quadraten der ungeraden Zahlen gebildet wurden, so erhält man auf 
demselben Wege aus (5.) und (6.) für gerade positive Potenzen: 


2 MOT $ sin pt 
10. QU sn om (148%, x do HL De un Los 3: Da FA eae 
sin 

ee Brin ax re) 
Man bemerkt aber nunmehr sehr leicht, dafs die beiden Reihen (8.) und 
(10.) sich unter eine einzige Form bringen lassen, und daís demmach die 
besten für einen geraden und einen ungeraden Wertb von 77 getrennten 
Formen von einer und derselben Gleichung umfafst werden können, Man 
bat nemlich für jedes ganze positive m; 


kis vi sin y? sin g^ 
H. Q"-—sinQ (Cro s uii ^! m--1.m-]-2. ee ir i 


sin q?P 








en HPA att m-4-2.... Spa e). 
Iv dieser Gleichung ist x == Ue diia. ET il Hit T oder ae 


je nachdem 7; ungerade oder gerade ist. Ferner ist: 
C, die Summe der u Zahlen m’, (m—2)’, (m—4y, ...., 
Cu die Summe der Binionen aus den #41 Zahlen (m +2)’, m’, 
(m —2?, ...., 
C42 die Summe der Ternionen aus den x 4-2 Grófsen (71 +4)’, (m--2)^, 
ICE 
und im Allgemeinen ist 
C5... die Summe der Combinationen ohne Wiederholungen aus den 
u+p-1 Größen (m+ 2p —2), (m+2p — N, (m+2p—6}, : 
Setzt man z. B. m=1, so wird 5 —1, C,=1, Tre 3, 
C), == 1.3*. 5? u. s. f., und folglich 


12. Q = sinp4- aa 4 LAS ser MEE 
xai 1.3.5.. -2p—1 sin p'PF? dz 
ve Hgg Sp-pi teen 
wie bekannt. Setzt man 71 — 2, so wird g=1, Cu=?, C2, 2.4, 
Con = 2.4.6 u. s. f. , und folglich 
13. Q sing 15 gr T i > Haut $5. pi épELpEt Dpt 
welches die von SEITE gefundene Reihen-Entwickelung ist, die auch 
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Herr Clausen in dem dritten Bande pag. 91, des gegenw. Journals auf 
einem andern Wege erhalten hat. 
Wird, um einige Potenzen zu übergehen, (m — 7, 8, 9, 10, .... 
gesetzt, so erhält man 
sin y^ 


ng [AT EST ar 
1°, 82 2 92 "2 2 Q2 2\ sin @ 
(1.35 UT HT PL) oo utl: 
sin? sin 


q' =sioq" [14944716485 Sar + (27.47-12.67 4... 87.107) 310.112 T. 3 





2* 4^,642* 47.8? Feu 87,109.12") TP JE 
+ ir 8 4-840427?) 13 te 


sin @ sin g^ 


9 oe . 9 2 3? 53 "2 2 = 2 5 2 
pein EX 134574749) 0% ELSES ooh PAL pe 


+(1?.32.5°41°.3°.7°4...49°.11°.13°) 3 m ual 





prs sing! [c +4°4+6°48°410°) Tr 2t (9 4*42*.6* fave $107.12") — € GI aoe - 
gs: 4?. 6° ar 4*. 3 ded 2 2 3 sin g$ 
: +( 127 S8 L^ 407 42*14*) 572-4... jn 
SE CHEE 
Hierdurch haben wir nun zu gleicher Zeit eine Auflösung der Coef- 
ficientengleichung (2.) für jeden positiven Werth von mm gefunden. Es 


ist nemlich: — 
14. Jn, p) = m+1. m + 2 3....m-]-9p Oris 
wo K eine beliebige, von 77 und p unabhängige Grófse ist. Es ist aber 
in der That leicht, dieses Resultat auch auf einem directen Wege, und 
somit eine zweite Anflisung unserer Aufgabe zu finden. Giebt man nem- 
lich jener Gleichung, indem man sie durch 7 4-1.72: -2....5m --2p —2 
multiplicirt, die Form 
m--1.m-4-2.... (m+2p) f(m, p) = m—4.m ....(m--2p—2)f(m—2, p) 

+ (n -4-1) (742) . .(n4-2p—2). (m 4-2p—2 f (m, p—1), 

so übersieht man augenblicklich, dafs man 
15. m-Fi.m-rF2....(m--2p)f(mn,p) = K.Q(m,p) 

setzen müsse, damit sie die einfachere Gestalt 

16. Q(m,p) = O(n — 2, p)+(m + 2p—2/0(m,p—1) 
annehme. Die Form dieser Gleichung, in welcher eine Function von 2 
Gréfsen m, p in zwei ähnliche Functionen zerlegt ist, in denen abwech- 
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selnd das eine Element unverändert geblieben, und das andare verändert 
worden ist, erinoert aber an eine der Grundgieichuugen für Combinatio- 
nen ohne Wiederholungen, bei denen eine ähnliche Zerlegung vorkómmt. 
Bekanntlich fst sich nemlich die Summe der als Producte betrachte- 
ten Combinationen ohne Wiederholungen aus den Zahlen (im 4-2 p— 2)’, 
Qn -- 2p—4y, (m-F2p—96Y, ...., deren letzte = 1 oder 4, je nach- 
dem man für m eine ungerade oder gerade Zahl annimmt, und deren An- 
zahl folglich = & --p— 1 ist, zur pten Classe in zwei Theile zerlegen, 
deren erster das grölste Element (71 - 2 p —2Y noch nicht enthölt, und 
der folglich aus der Summe aller Combinationen ohne Wiederholungen 
aus den 4-4 p-—2 Zahlen (m--2p—4Y, (m--2p—0y, .... besteht, 
und in deren zweitem, (m 4-2 p — 2Y Factor jeder einzelnen Form ist; die 
Summe aller in diesen Factor multiplicirten Formen ist demnach die Summe 
aller Combinationen ohne Wiederholungen zur (p-—1)ten Classe aus den 
u+-p—-2 Zahlen (mn + Ip —4Y, (n+ 2p—-6), ...., d.h. es ist 
17. C HS dead Euer 2p 2) Ce 

Diese Gleichung hat aber mit (16.) eine solche Conformität, dafs die Iden- 
tität beider in die Augen springt; es erhellt nemlich, dafs, wenn man zei- 
gen kann, es sei für die kleinsten Werthe von p uad m, — 

18. Qm, p) == Core 
dieselbe Gleichung auch für jeden grüfseren Werth besteht. Sie giebt 
aber für 72 — p= 1, 

DL PIECE Ne net 

und folglich 

K.9(1,p "niod3.5. 27) DT 1 

fü, p) = Gv um ee, foo Pes tb 
Aus der Zusammenstellung von (1.).und der bekannten Reilen-Entwicke- 
lung (12.) bat man aber 
r. MEI — 
Fur E DEL ipi 

Folglich ist K — 1 zu setzen, damit (18.) für jedeu Werth von p bestehe, 
wenn 7-1 angenommen wird. Aus (1.) hat man ferner: 





ang Ou 
und wenn man (15.) die Form 
# 1.2....(m4-2p) (ts 
) Sie T EAE 
Q(m,p) = IS 2210 m DANS Pj 


giebt, so erhellt, dafs 
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Q(n,0) = 12" f(m,0) = 1. 
Da aber auch C7 ,=1, so besteht die Gleichung (18.) auch für jeden 
Werth von m, und für p — 0; demnach ist sie richtig für den kleinsten 
Werth von 77 und jeden Werth von p, und umgekehri für den kleinsten 
Werth von p und jeden Werth von m; und daher gilt sie allgemein. 
Hieraus folgt also, dafs die Gleichung /14.), wenn in derselben À — 1 an- 
genommen wird, die zu unserm Problem gehörige Auflösung von (2.) ist, 


wie zu beweisen war. 
Ehe wir nunmehr zur Reihen-Entwickelung der negativen Potenzen 
übergehen, möge vorber noch Einiges über die Berechnung der hier vor- 
kommenden Combinationen aus den Quadraten der geraden oder der un- 
geraden Zahlen bemerkt werden. Zuerst ist klar, dals man jede der 
Quantitäten C,, C7,, u. s. f. unabhängig von allen übrigen berechnen Kaun. 
Es ist aber in diesem Falle, da man es fast in allen analvtischen Anwen- 
dungen nur mit den Combinationen aus den natürlichen Zahlen 1, 2, 3, 
4, .... selbst zu thun, und für diese auch kleine Tateln berechnet hat 
(s. z. D. Kramp in seiner „Analyse des refractions astr. et terr." für 
Combb. ohne Wiederholungen $. 90., und mit Wiederh. $. 106., und 
etwas ausgedehntere in meiner Inaugural- Dissertation ,,de evolv. funct. etc." 
am Ende), vortheilhafter, unsere Combinationeu aus den Quadraten auf 
die aus den natürlichen Zahlen selbst zurückzuführen. Dies geschieht auf 
folgende Weise. 
Sind a, à, c, .... beliebige Zahlen, und setzt man 
(1—2a2z)(1—52a)(1--c2x).... = 1—4 x +Ba—Cx +... 
(14- a x) (124-6 x) (1-4 - ex).... = 1--4x + Bax’ + Cait... 
und 

(1— 2*3 (1— Bar’) (1— dar)... = 1-— Pa 4+ Ort—Ra'+...., 
so-sind 4, B, C, ...., wie bekannt, die Combinationen ohne Wiederho-- 
lungen aus den ersten Potenzen, und P, Q, f, .... aus den Quadraten 
der Zahlen a, 5b, c, .... Da aber das Product der beiden ersten Glei- 
chungen die dritte geben mufs, so hat man 


P = 4?—2B, 
OPEN A CE QD) 
, R = C?—2BD42AC—2F, 


ie Pa Py 
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welches die Formeln sind, die Euler in seinen „Inst. cale, diff. T. II. 
$. 327." mitgetheilt hat. Wird nun a —1, 5=2, c —3, .... gesetzt, 
so erhält man hierdurch die Combinationen aus den Quadraten aller, und 
folglich auch aus den geraden Zahlen allein, wenn man mit einer ent- 
sprechenden Potenz von ? multiplicirt, So ist z. B. nach der ersten Eu- 
lerschen Formel 


124243? = (1--2--3* —2(1.241.3 42.3), 


Bi = VLU — 271 243) — ?4.241.3+2.3). 
Aus den Coeflicienten B der Gleichung (9.) erbält man aber leicht die 
Coefücienten 4 der Gleichung (7.), weil das Product von (10.) und (12.) 
die Gleichung (8,) zum Resultate geben muls. Hierdurch hat man z. B. 
EL ig ins acs 
6,75 top De 23 


also 


daher 

4; 143249 = 3(1+2+3°—6(1.2+1.3+2.3)—7. 
Dies pilt für Combinationen ohne Wiederholungen. Für Combinationen 
mit Wiederholungen hat man ganz ähnliche Bestimmungen, und da wir 
im Verfolg unserer Untersuchung auf solcherlei Combinationen kommen 
werden, so scheint es passend, das sie Betreffende hier gleich mitzuneh- 


men. Setzt man nemlich: 


1 m. 
(L—ax) (1—52) (1—ocz).... = 1+4x+Bx+ CaP + ...., 


1 f 

(eam) (ts. bai aaa eee 1—'4x +'Br— Cr +... 
un 2 

RE TTS NETTE RENTE mira a N m ER E 
so haben bekanntlich ‘4, ‘B, '€, .... 'P, 'Q, ‘R, .... ganz dieselben Be- 
deutungen als resp. 4, D, C, .... P, Q, R, ...., mit dem einzigen Unter- 
schiede, dafs gegenwärtig in den Combinations- Formen unbedingte Wie. 
derholbarkeit der Elemente gestattet ist. Da aber auch gegenwärtig das 
Product der beiden ersten Gleichungen die dritte zum Resultat geben mufs, 
so folgt, dafs die Eulerschen Sätze für Combinationen ohne 
Wiederholungen ganz auf dieselbe Weise auch für Combi- 
nationen mit Wiederholuugen gelten, wenn man nur den aus 
den Quadraten gebildeten Combinationen von ungerader Classe das nega- 
tive Vorzeichen vorsetzt. Da wir ferner sehr bald sehen werden, daís 
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für die negativen Potenzen der Bogen ähnliche Gleichungen als (8.) und 
(10.) gelten, so kann man auch hier die Quadrate der ungeraden aus de- 
nen der geraden Zahien herleiten, und demnach vollständig wie vorher 
verfahren. So ist z.B. 

242-469 — — 21424349 (1.14-1.2--1.3-]-2.2-1-2.3-4-3.3j und 

14-3" 4-5? == 3[— 2" (1 -2-EF3)4- 2? (1.1 4-1.24-1.3 4-2.2 4-2.34-3.3) — 7]. 
Zuletzt ist klar, dafs es, weil 

(1— Pak Qu — Rat...) (1 H-' Pa? + O4 Bot...) m d, 

nur nöthig ist, entweder die Combinationen ohne Wiederholungen, P, Q, 
R, ...., oder die mit Wiederholungen ‘P, ‘Q, ‘R, .... berechnet zu ha- 
ben, weil vermittelst der so eben angegebenen Gleichung sich die einen 
aus den andern leicht berechnen lassen. Für die letzteren hat Herr Prof. 
Gudermann eine kleine Tafel berechnet (s. gegenw. Journal VI. Band 
pag. 319.), deren zweite Horizontalreihe die Combinationen zur ersten, 
die dritte Reihe zur zweiten Classe u, s. Í, aus den Quadraten der natür- 
liehen Zablen enthält. 


So einfach auch immer die Gesetze sind, nach welchen die hier 
in Betracht kommenden Zahlen von einander unabhängig berechnet 
werden können, so ist doch an die wirkliche Ausführung der Berechnung 
auf diesem Wege so gut wie gar nicht zu denken, da die einzelnen Coel- 
ficienten bald zu einer enormen Grüfse anwachsen. In der That sucht 
ınan auch nicht deswegen unabhängige Berechnungs- und Darstellungs- 
weisen, um vermittelst derselben einzelne Fälle, also etwa bei unserer 
Aufgabe den Coefficienten von sin Q^ in der Entwickelung von ° aus der 
Mitte heraus, und unabhüngig von den niedrigeren Potenzen von Q und 
von sinQ zu berechnen, — eine Aufgabe, in welcber dies verlangt würde, 
kómmt wohl fast niemals vor, und sollte es doch der Fall sein, so wird 
sewils im Allgemeinen jede, auch die schwierigste und langweiligste re- 
currireade Darstellungsweise leichter und sehneller zum Ziele führen, als 
die leichteste independente, — sondern deswegen ist man häulig veranlafst, 
aligemeine Ausdrücke und unabhingige Darstellungsweisen zu suchen, weil 
aus ihnen allein das Entwickelungsgesetz klar hervorleuchtet, und 
man auf diesem Wege häufig Eigenschaften der entwickelten Grüfseu 
entdeckt, auf welche man durch recurrirende Formeln nicht, oder doch 
nicht leicht gekommen wäre. 

Crelle's Jonrnal d. M. bd. Xi, Hg. 2. 15 
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Was nun die recurrirende Entwickelung der Coefficienten der Rei- 
hen (1.) oder (11.) betrifft, so kann diese, wenn man von den niedrige- 
ren Potenzen zu den büheren aufsteigen will, vermittelst der gleichbedeu- 
tenden Gieichungen (2.) oder (17.) sehr leicht bewerkstellipt werden. Es 
giebt aber eiue viel vortheilhaftere Art, die den dreifachen Vorzug bat, 
dafs man die Coefficienten der niedrigeren Potenzen von ® nicht zu ken- 
nen braucht, um die der hóheren Potenzen zu finden, daís sie uns die ana- 
lytischen Ausdrücke für diese Coefficienten liefert, und dafs sie auf posi- 
tive und negative Potenzen gleich anwendbar ist. 


Setzt man nemlich in die Gleichung 


sinnp __ iH LU . 3 nn—4.nn —16 e es 
^? = cos [sin ® 5-3 Sin® QT MET ME IRCU DU snQ' —.... 





et t ti gen 
n = 0, und differentürt man (13.), so erhält man einen nicht minder ein- 
fachen Ausdruck als (12.) ist, für Q, nemlich 
Fs 2 sing’ , 2.4 sing® 2.4.6....2p sin q?Pt! 
19. Qzz cos € |sing + À “+ zt te ts EDT]? 
Auf gleiche Weise erhält man durch die Differentiation von (1.) die all- 
gemeinere Gleichung 


20, P”!=sin®”"!cos® [1 4 at S(m,1) sin?’ He 2)sin Q* + .... 
+ MEER fm, p) sin @* Tes]. 
Multiplieirt man nun (19.) durch cos@, so-ist 


21. ? cosQ = (1— sin 9) sing [1+ À Mods n d 











3 175085 
= sin? [1m __ 2 sing* ^ 2.4 sing^ 2.4.6...2p-2 sing’? _ | 
h 3 3 5 3.5 Tf $990 [moo 2: o9 nd 2p+1 ereshy 


: e . e . ee G oe 
aiso, wenn diese Gleichung in (20.) multiplicirt, und UOS aus ({.) ge- 
nommen wird: 


ow 





ee —— 





*) Diese Reiheneutwickelung des Bogens ist, wie es scheint, minder bekannt 
geworden, wird aber doch zuweilen gebraucht. S. z.B. Gaufs in den Disq. gener. 
circa seriem infinit. etc. $. 5. AXIP’, Vergl. auch dieses Journal VI. Bd. pag. 360., 
wu Herr Prof. Gudermann diese und einige andere Entwickelungen aus einem 
eleganten Theorem herleitet, das er für neu hält. Es findet sich aber bereits in 
Pfaff's Disquis. analyt. in der Abh.: Nova disquisitio de integratione aequationis 
differentio -differentialis $. X XV III: 3. Der Beweis, den Herr Prof. Gudermann 
von demselben giebt, ist aber nicht blofs von dem Pfaff’schen sehr verschieden, 
sondern auch direct und kurz. 


"5 À y : = D = 2 . 
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1 + (m, 1)sin® + f(m, 9) sin Q' -L-.. D Gr p)sinQ? -L.... = 
330.5 RUE 2035251 SEL | 
m-L-2 at om 9 : 
[14- ——J Qn, 1) sing’ — 2m -f (m,?)sinQ? +... — SENS /SinQ?P-]... Al: 


Hieraus ergeben sich nun folgende recurrirende Bestimmungen für 
die Coeflicienten der ursprünglichen Reibe, welche gelten, 7» mag positiv 
oder negativ sein: 

Jün,1) = im 
f(m,2) = 6 [m4 2)f (mj14- zm], 


22, (3) we [Ont 4) fom 9) mem n + Em], 
mA) = 33 [o9 03) + $n 4 fm,2) + s Uni 2) f(m,1)+- 4 


u. S. f, 
Die analytischen Bestimmungen für die Coefficienten f (71,1), SUIT QUE 
die man aus diesen Gleichungen herleiten kann, sind gauz dieselben, weiche 
die Erhebung der Reihe (12.) auf die te Potenz gegeben haben würde, 


B. Reihen-Entwickelung: für negative Potenzen. 


. Trennen wir auch hier zuerst die Entwickelung für die ungeraden 
Potenzen von der für die geraden. Setzt man in (1.) —2m—1 für m, 
so hat man 


Exi f—2m—1,1)., f(—2m —1,2) Der 
Egat = sgn tee singe pid sin re XE sing oe 


+-f(-2m-1, m+1) sin o -I- f(-2m-1, m4-2) sin q? +. ... + (2-1, mtr) sin pit, 

Die Potenzen von sin sind also hier theiis negative, theils positive; die 
Coefficienten der ersteren werden erhalten, wenn in dem Ausdrucke 
Ben 1jip)oces 2p kleiner als 2m-+-1, die der anderen, wenn 2p 
größer als 272 41 angenommen wird. Für ein positives m haben wir 
nun oben, in (8.), gefunden, dafs à 

JQm-EP) = pre m Fer Fi 
war. Dort war uns die Bedeutung des Ausdrucks d ig bekannt. Setzen 
wir also hierin — (72 4-1) für 7, um à 

E QUI Uer ee 
zu erhalten, so missen wir erst untersuchen, was der Zähler dieses Aus- 
1512 
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drucks im gegenwärtigen Falle bedeutet. Diese Untersuchung werden wir 
aber für die Coefficienten der negativen Potenzen von sin® auf einem 
andern Were anstellen müssen, als für die positiven. Ist nemlich erstlich 
p «m--i, und folglich p—m—i eine negative Zahl, so folgt aus (7.), 
dafs, wenn 4 eine positive ganze Zahl, und 
(1 4-23) (1 +027) (4-252). ... (1 -E (29 — 1) 2) = V9) 
gesetzt wird, man 
24. von) = d d- dux px ier MC EP d coe 
haben wird. Nun ist aber offenbar 
HE eo ceat: 
Setzt man also hierin zuerst 9 — 1, so ist 
»(1 14-2 
y» (0) = T zs: i gs 
Ferner setze man nach einander 2220, —1, —2, „2... —(g—1), so 
erhält man 


BE DIT RD SO eS LOU 1 
VUS Inde tes Vt eam Op? = pe» (44-92)? REX) 
WV (—9) = BEER aee 
(+ x) d4-92x).... (1 +29 —1) —1)? 2°)? 


folglich ist, nach dem bekannten Eole ae eines solchen Bruches : 
25. W(—9) = 1— Ar diet HA) IM +S 
wo die Coefficienten “4,, ‘4,, 47, =». die Summen der Combinationen 
resp. zur ersten, zweiten, dritten, .... Classe mit Wiederholungen aus 
den Zahlen 1, 9, 25, .... (29 —1)' anzeigen. Aus der Vergleichung von 
(24.) und (25.) ergiebt sich aber, dafs 
Aly = (1 Ai, 
oder, wenn die positive Zahl m~-~-1—p=g gesetzt wird, dafs für jeden 
Werth von p, der kleiner als 77 +3 ist: 
26... udi. ne sb A ea 


ist, woraus folglich, für eben dieselben Werthe von >, 

27. Kam) em e i 
bervorgeht. Hierdurch sind also die Gceficienten der negatives Potenzen 
von sip Q in (22.) bestimmt. 

Ist aber zweitens p > 71--i, so ist zwar pm —4 positiv, aber 
kleiner als p, und demnach EE um 0; aber in diesem Falle kómmt 
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auch im Nenner des Ausdrucks (22.) der Factor Null vor; der ganze Aus- 
druck wird folglich unbestimmt, und um seinen wahren Werth zu finden, 
müfste man zu den bekannten Mitteln seine Zuflucht nehmen, die aber, 
wie es scheint, hier alle auf grofse Weitläufigkeiten führen. Statt dessen 
verfahre man auf folgende Weise: 


Bezeichnet man die Bernoullischen Zahlen nach einander, die 
erste durch ß, die zweite durch B » die dritte durch ß ws.L£, so ist be- 
kanntlich: 

2 (2 —1 2(2'—1 9 (2?p- 1. —1 
cosec o + + ED do ET Bob sss IS Ag ers 


und daher 
os, 1 — eg U EE nu. A, 
p sing 051 St ie VE Mem ;Sp—i' p 
Setzt man in diese en, = Q, ©, ©, .... die aus (8.) sich erge- 
benden Entwickelungen nach den positiven Potenzen von sin®, so hat man 


die verlangte Reihe für e Differentiirt man ferner die Gleichung (28.) 








zwei Mal, und setzt in das Resultat, also in 


op’ 2lsng' sing 1 Ce DST war P 
ebendieselben Een für Q, @*, Qu....., so erhält man 


die verlangte Reihe für ni Im Allgemeinen übersieht man leicht, dals, 


da jeder gerade Differentialquotient von "T einer Reibe von Brüchen 


gleich ist, deren Zühler constante Zahlen, und deren Nenner die auf eine 
ander folgenden ungeraden Potenzen von sin( sind, die verlangte Ent- 


. 1 : : 
wickelung von pari nach den steigenden Potenzen von ® durch eine 


2mfache Differentiation von (28.) erhalten werden wird; und zwar wer- 
den die negativen Potenzen von sin® einzig durch die Differentiation 


1 * *,5 [7 * . e ee * . 3 
yon ng? die positiven durch die Differentiation der übrigen Glieder des 


zweiten Theils der Gleichung (28.) entstehen. Aber auf die Coefficien- 
ten der negativen Potenzen von sin® kömmt es uns hier gar nicht an, 
da wir deren allgemeinen Ausdruck schon oben, in (27.), gefunden haben, 
sondern es ergiebt sich hieraus vielmehr umgekehrt, dals 


= | = Dy Qr Dig" EC UNI gus 


eet] 
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A”. cosecp __ ; J(-2m-1,1) E J(-2m- i n-1,2) f{-2m-1, ‚m) 
Fe? = 1.23..2m = um EE np EISE p 1] 
t 
" 1 tad GN): 142 33 1 
EU On jw c lios d ap ENB Kc at lents en on ce 
d A PL | qm — 9m.2m-1 duy 1-1 Te c: 2m.2m-1 ....27n-: 2p+1 sn -?m-?pHi Te 


IM Bin 3 
e 29m.9m-1....2.1 sin E 


ein Ausdruck, der auch sonst bekannt und von Anwendung ist. (S. z.B 
gegeuw. Journal Band VE, pag. 321., und für den allgemeinen Ausdruck 
des ungeraden Differentialquotienten der Cotangente, auf den wir bei der 
Entwickelung der negativen geraden Potenzen des Bogens kommen, p. 317. 
Dort sind diese Ausdrücke auf dieselbe Art hergeleitet, wie wir oben die 
Gleichung (2.) für positive 72 direct aufgelöst haben.) 

Niimmt man nunmehr den 27;7ten Differentialquotienten von (28.), 
so erhält man: 





a MM TE 
q^ eg mat 1.2.3... 2p —2m—1 p 


wo das Summenzeichen >, wie gewöhnlich anzeigt, dafs für p nach und 
mil 


nach m +1, m-+2, .... gesetzt werden solle. Man weils aber aus (8.), 


wenn inan daselbst 77, p resp. mit p — 72 —1,# vertauscht, dafs 
Apo as 2 k sin gt? p—2m—1 
QI = =, A p n 5 u eo 
ist. Setzt man also diesen Ausdruck in (32.), so wird der Coefficient von 
sin Qtr"! hierdurch = 
k 

$9305 Zinc 
rom p 1.2.,3....2k--2p —2m —1? 
oder, wenn &+p—m==r, also E— r-]-7o— p gesetzt wird, so ist der 

siu iine 
2 2. divis osi 

SE QUIE ES m 

YT MUS 
In diesem Summen-Ausdrucke sind dem p offenbar alle Werthe beizule- 
gen, die es der Natur der Sache nach erhalten kann, d. i., weil r+m—p 
weder negativ, noch grófser als r— 1 werden darf, die Werthe 7: +1, 
m--2,.... m4-r, wie wir es auch bei dem Summenzeichen bemerkt 
haben. 


Coefficient von 


Aus allem diesem ergiebt sich also folgende allgemeine Ent- 
wickelung der negativen ungeraden Potenzen des Bogens: 
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Es ist, wenn 47, 445, 453. die Summen der Combinationen resp. 
zur ersten, zweiten, dritten, .... Classe aus den Quadraten der 9 ersten 
ungeraden Zahlen ohne Wiederholungen, weun ferner ‘4, “42, ‘43, .... 


dieselben Combinationssummen mit Wiederholungen bedeuten, ß, ß, ß, awa’ 
die erste, zweite, dritte, .... Bernoullische Zahl anzeigt, und Kürze 


halber : ; 
kml __ 
(2 Da 


= ES 
gesetzt wird: 








31 H ae. 1 ub ure 1 ——— À z-—— fa 1 
s gm em‘ sin gett Im 2m-1' sing? Qi 2m.9m. om-1.2i 2mz9.9m-3* sings 3600 
UT 2m.2m-1....2.1 sin p 
1 jc e 
— 133.354 ^ sine 
m+i A m42 in 
CR a + ae) 
Tus AN AUS feos E siu gp 
a4, lud a In 
LJ [] * * a e s E e. 6 ® e & a 
fed Er m--2 fee m5 vw kr sin @?"- 
ef e À, + & Air & oi s ESS UA & » ese 5, pa 
d 0e jl. 


Einen ganz ühnlichen Weg hat man einzuschlagen, um die Entwickelung 
der negativen geraden Potenzen des Bogens zu finden. Statt von (8.) 
mufs man nur von (10.) ausgehen, 
Vg = (13-427) (143-162)... (4-4? x) 
setzen, wodurch 
1 

VON = GT4z5)ü- 1627... CF IG—D a) 
wird, und statt der Reihen- Entwickelung der Cosecante die der Cotan- 
gente zu Grunde legen, wodurch man zugleich für den allgemeinen Aus- 
druck jedes ungeraden Ditferentialquotienten dieser en 





Eme 1. cotang p __ ibt. 
Qqme cubes lap — 2m-1.2m-2' sin div Tee 
A et patil cco) MD (—1)" ‘Br EE NE 
core T. Om-1.2m-2....2m-2p’ sin a Inga Vent 2 2m-1.2m-2....9 "sin gy?) 


findet, wo de Quantitäten ‘B dieselbe Bedeutung haben, als die an 
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täten “4, mit dem einzigen Unterschiede, dafs gegenwärtig die Combina- 
tionssummen aus den Quadraten der geraden Zahlen gebildet werden. 
Hierdurch erhält man 

1 Bra 1 1Bn-2 1 
ding In 1.Im 0 "singen? T Incl Im Im 3 mE a tt 


(—1)-* Pers P 
et 5n. Im-1.2m-2 











E sin p> 
ZU RI 8 
1.2.3...2m-1 Um 
fi 72 
42 
+ oar 
ml es * - 
2 Ó t 4 i sin p 
+(2 5ji Pi +2 2) 1.2 3.4 
on +2 m42 Ei 
2 à 2 94 96 sin p° 
aN son «re = 5B "t NE 12:26 
. . e e * ® ue dme * . s ^ e 
m2 "3 mr 4 
UN 94 P prt 4 96 DE o B \ sing” 
+ (2" m+1 B2 nior er 5 Bade? n) 1.2...2r 


Die Gleichungen (31.) und (32.) lösen also unsere Aufgabe für negative 


Poteuzen eben so vollkommen, als (8.) und (10.) für positive Potenzen. 
Man hat z, B, 


"m mr asin ?— (+ HUF TICH à) prag m 
== sin q^ Lb 2Bsingt— (004 22) s uu nat a 


u. S. f. Die recurrirenden Bestimmungen für a Coefficienten von (31.) 
und (32.) erhält man aus (22.), wenn man in diesen Gleichungen ™ resp. 
mit —(27:--1) oder —2m vertauscht, und hieraus folgt zugleich, dafs, 
obgleich die Coefficienten der positiven Potenzen von sin® in (31.) und 
(32.) ein zusammengesetzteres Ansehen haben, als die der negativen, beide 
Gattungen von Coefficienten doch vermittelst derselben Formeln auseinan- 
der hergeleitet werden können. 
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9: 


Analytisch - geometrische A phorismen. 


(Fortsetzung des Aufsatzes No. 15. im 3ten Hefte, No. 24. im 4ten Hefte X. Bandes und No. 3. im 
vorigen Hefte dieses Bandes. ) 


(Von dem Herrn Professor Plücker zu Berlin. ) 


IV. 
Das Malfattische Problem. 


4, Eine Gruppe geometrischer Sätze und elementarer Beweis derselben. 


1. Wenn man von solchen zwei Puncten, M und N (Taf. I. 
Fig. 1. und 2.), die auf zwei zusammengehörigen (d. h. auf den 
beiden innern oder den beiden äufsern) gemeinschaftlichen 
Tangenten zweier gegebenen Kreise C und C' liegen, noch 
vier Tangenten ar diese Kreise legt, so bestimmen diesel- 
ben ein solches Viereck, in welches sich ein dritter Kreis 
K beschreiben lälst. 

Wir kónnen diesen Satz sehr einfach auf elementarem Wege be- 
weisen. Zwei verschiedene Fälie sind hierbei zu unterscheiden. In dem 
ersten Falle sind die beiden Puncte M und N, wie in der ersten Figur, 
Winkelpuncte des dem Kreise X, nach dem vorstehenden Satze, umschrie- 
benen einfachen Vierecks; in dem zweiten Falle findet dies nicht Stait. 

In dem ersten Falle (Fig. 1.) liegt der Beweis des Satzes darin, 
zu zeigen, dafs die Summe zweier gegenüberliegender Seiten des in Rede 
stehenden Vierecks der Summe der beiden übrigen gleich ist. M und JV 
seien zwei auf den äufsern gemeinschaftlichen Tangenten der beiden ge- 
gebenen Kreise C und C" beliebig angenommene Puncte, dann ist MPVQ 
jenes von den vier durch diese beiden Puncte gehenden Tangenten ge- 
bildete Viereck. Es ist also zu zeigen, dals 

MO+ NP = NQ+MP. 
Dieselbe Gleichung können wir auf folgende Weise schreiben: 
MD — QD + NB--PB = N0O—QC+MA + PA, 
und reducirt sich, da 
DD OCS) PB —P, 
auf folgende: 
Crelle's Journal d. M. Dd. XI. Hit. 2. 16 
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MD + NB = NC+MA 
oder 
MD MA = NC-— NB. 


Indem wir für die einzelnen Glieder dieser Gleichung aequivalente Werthe 
substituiren, erhalten wir: 
ME—MF\ _ ee 
EFI) - GH, 
eine Gleichung, deren Richtigkeit in die Augen springt. 

Wir haben in dem Vorstehenden die beiden Puncte M und Æ auf 
den beiden äufsern gemeinschaftlichen Tanventen der beiden gegebenen 
Kreise beliebig angenommen, An die Stelle der beiden äulsern gemein- 
schaftlichen Tangenten können wir aber auch die beiden innern setzen. 
Man sieht leicht ein, dafs der Beweis für diese Annahme unmittelbar in 
dem Vorstehenden schon enthalten ist, wenn man, statt der beiden Kreise 
C und C', die Kreise X und ©" ais gegeben betrachtet. 

Auf den zweiten Fall bezieht sich die zweite Figur, in der M 
und /V die zwei auf den beiden, hier nothwendig innern, gemeinschaft- 
lichen Tangenten augenommenen Puncte sind. Es ist zu beweisen, dals 
die durch M und N gehenden Tangenten MP, MQ, NP und NO. alle vier 
einen und denselben Kreis X berühren, und dies kommt bekanntlich darauf 
hinaus, zu zeigen, dals 

MQ-— MP = NP—XNQ. 
Dieser Gleichung können wir folgende Form geben: 
O08 +- MB—MP = NC+PC— NO. 

Es ist aber | 

NC—NQ = ND— NQ = OD = OB, 

PC= PA = Ma—MP = MB— MP, 
und diese Gleichungen geben, wenn wir addiren, unmittelbar die vor- 
stehende. | 

2. In dem Falle der ersten Figur schneiden sich zwei äulsere und 
eine innere gemeinschaftliche Taugente der drei gegebenen, paarweise zu- 
sammengestellten Kreise in einem und demseiben Puncte M, und die drei 
entsprechenden (zwei äufsere und eine innere) gemeiuschaftlichen Tangen- 
ten in einem und demselben andern Puncte JV, In dem Falle der zweiten 
Figur schneiden sich sowohl in M als auch in JV drei innere gemeiuschaft- 
liche Taugenten. Durch theilweise Umkehrung erhalten wir hiernach fol- 
genden Satz aus dem eben bewiesenen. 
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Wenn zwei äufsere und eine innere, oder wenn drei 
innere gemeinschaftliche Tangenten je zweier von drei ge- 
gebenen Kreisen in einem und demselben Puncte sich schnei- 
den, so thun dasselbe die drei jenen entsprechenden Tan- 
genten. 

9. Beilänfig bemerken wir, dafs aus dem Satze der vorigen Num- 
mer der folgende als specieller Fall (Fig. 3.) sich erviebt, 

Wenn irgend zwei Tangenten zweier gegebener Kreise 
C und C'sich in irgend einem Puncte M einer innern oder 
äulsern gemeinschaftlichen Tangente dieser Kreise schnei- 
den, so schneiden sich noch zwei andere Tangenten, die 
jenen beiden in J7 sich schneidenden parallel sind, in irgend 
einem zweiten Puncte N der andern innern oder äulsern 
gemeiuschaftlichen Tangente, 

Um uns nemlich von der Wahrheit dieses Satzes zu überzeugen, 
brauchen wir blofs in der (Fig. 2.) den Kreis X als dadurch bestimmt 
anzusehen, dafs er in den Winkel P/YQ beschrieben ist, und dann den 
Radius dieses Kreises immer mehr zunehmen lassen, 

4. Wenn man für den Punct /V (Big. 4. und 5.) den Durchschnitt 
einer äufsern und eiuer innern gemeinscbaftlichen Tangente der beiden ge- 
gebenen Kreise C und C’ nimmt, so erhält man aus der ersten Nummer 
folgenden Satz: 

Wenn man von irgend einem Puncte M einer äufsern 
oder innern gemeinschaftlichen Tangeute zweier gegebe- 
ner Kreise noch zwei Tangenten an dieseibe legt, so bilden 
dieselben mit einer beliebigen der beiden innern oder äu- 
fsern gemeinschaftlichen Tangenten derselben Kreise ein 
Dreieck MPQ, und ein diesem Dreieck eingeschriebener Kreis 
berührt die letztbezeichnete innere oder äuisere gemein- 
schaftliche Tangente in demjenigen Puncte N, in welchem 
dieselbe von derjenigen üufsern oder innern gemeiuschaft- 
lichen Tangente, auf welcher der Punct M- nicht liegt, ge- 
schuitten wird. 

Die Aussage dieses Satzes unterscheidet wiederum zwei Fälle; ouf 
den ersten beziebt sich (Fig. 4.), und der bezeichnete Kreis berührt zwei 
Seiten des Dreiecks, PM und PQ, in ihren Verlängerungen, und zwar 

16* 
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die letztere dieser Seiten im Punete 4. (Fig. 5.) bezieht sich auf den 
zweiten Fall; der in Rede stehende Kreis ist dem Dreiecke PMO im 
engern Sinne des Wortes eingeschrieben und berührt die Seite PQ im 
Puncte N. 

5. Wenn wir insbesondere annehmen, dafs die beiden Kreise C 
und C' sich berühren, so fallen zwei innere oder zwei äufsere gemein- 
schaftliche Tangenten derselben zusammen, und wir erhalten aus der 1. 
Nummer folgenden Satz: 

Wenn irgend zwei gegebene Kreise sich berühren, und 
man legt von irgend zwei Puncten der gemeinschaftlichen 
Tangente im Berührungspunete noch vier Tangenten an die 
beiden Kreise, so giebt es immer einen solchen drittenKreis, 
der diese vier Tangenten zugleich berührt. 

Dieser letzte Satz ist auch als ein besonderer Fall eines andern 
allgemeinern Satzes anzusehen, in welchem an die Stelle der beiden sich 
berührenden Kreise irgend zwei beliebige Kreise treten, und an die Stelle 
der Tangente im Berübrungspuncte die (wirkliche oder ideale) gemein- 
schaftliche Chorde tritt. Dieser Satz seinerseits ist eine unmittelbare Folge 
daraus, dafs die von demselben Puncte der gemeinschaftlichen Chorde ir- 
gend zweier gegebener Kreise an dieselben gelegten und in den Berüh- 
rungspuncten begränzten Tangenten einander gleich sind. 

6. Für den besondern Fall, dafs die beiden Kreise € und C’ (Fig. 6.) 
sich berühren, ergiebt sich aus dem Satze der 4, Nummer der nachstehende: 

Wenn man von irgend einem Puncte M der Tangente 
im Berührungspuncte zweier sich aufserhalb berührender 
Kreise, C und C’, noch zwei Tangenten an dieselben legt, so 
bilden diese Tangenten mit einer beliebigen der beiden äu- 
fsern gemeinschaftlichen Tangenten derselben Kreise ein 
Dreieck, dessen letztbezeichnete Seite von dem eingeschrie- 
benen Kreise in ihrem Durchschnitt N mit der gemeinschaft- 
lichen Tangente im Berührungspuncte berührt wird. 

Die unmittelbare Umkehrung des vorstehenden Satzes giebt den 
folgenden: 

Wenn man irgend einen Kreis c^" beschreibt, der mit 
zweien gegebenen sich aufserhalb berührenden, C und C', eine 
gemeiuschaftliche äulsere Tangente hat, und diese Tangente 
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in demjenigen Puncte JV berührt, in welchem die innere ge- 
meinschaftliehe Tangente von C und C’ in dieselbe einschnei- 
det, so schneiden sich in irgend einem Puncte M der letzt- 
genannten Tangente die beiden noch übrigen äulsern gemein- 
schaftlichen Tangenten des dritten Kreises und der beiden 
gegebenen. 

B. Geometrische Construction der Malfattischen Aufgabe, 

In ein gegebenes Dreieck drei Kreise zu beschreiben, 
von denen jeder die beiden andern und zwei Seiten des ge- 
gebenen Dreiecks berührt, 

7. Es seien irgend zwei sich aufserhalb berührende Kreise € und 
C' (Fig.7.) gegeben. Man ziehe eine ihrer äußern gemeinschaftlichen 
Tangenten PQ. Man ziehe VR’, die gemeinschaftliche Tangente im Berüh- 
rungspuncte derselben beiden Kreise. A’ sei der Durchschnittspunct der 
beiden geraden Linien PQ und NR’. Es sei c^ irgend ein Kreis, weieher 
PQ in R’ so berühre, dafs die Mittelpuncte der drei Kreise C, C’ und c" 
auf derselben Seite von PO liegen. Alsdann schneiden sich die beiden 
noch übrigen äufsern gemeinschaftlichen Tangenten des Kreises c/ und 
der beiden Kreise C und C’, nemlich Q'/V und PV, in irgend einem Puncte 
JN der geraden Linie R‘/V (nach der 6. Nummer). Man beschreibe ferner 
einen neuen Kreis C^, welcher die beiden Kreise C und €’ außerhalb 
berührt, und zwar den crstgenannten Kreis C auf Q'/V und folglich den 
letztgenannten C' auf P'/V. Man ziehe ierner PR uad OR, üufsere gemein- 
schaftliche Tangenten der Kreise € und €", C' und C", Es werde PR 
von Q//V in Q', und QR von P'/V in P' geschnitten. Man beschreibe fer- 
ner einen Kreis c/, welcher PR in Q' und aufserdem P'"/V berührt. Der- 
selbe Kreis wird alsdann auch A'/V berühren (nach der 6. Nummer). Und 
ebenso künnen wir endlich einen letzten Kreis c beschreiben, welcher die 
drei geraden Linien Q"/V, RV und QR, und zwar die letztgenannte im 
Punete P’ berührt. 

Wenn wir das Ganze der eben angezeigten Construction, zusammen- 
fassen, so haben wir ein Dreieck PA und drei Kreise C, €' und C", von 
denen jeder die beiden übrigen und zugleieh zwei Seiten des Dreiecks 
berührt. Die drei gemeinschaftlichen Tangenten in den Berührungspuncten 
je zwei dieser drei Kreise, nemlich R’N, O’N und P'N, schneiden sich in 
demselben Puncte, in N. Wir haben ferner drei Kreise c^, c', c, vou 
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denen jeder eine der drei Dreiecksseiten PO, PR, GR in demjenigen Puncte 
R', Q’, P' berührt, in welchem dieselbe Dreiecksseite resp. von RN, ON, 
P'N geschnitten wird. Die drei letztgenannten geraden Linien RIN, O'N 
und P/N sind zugleich innere gemeinschaftliche Tangenten derselben paar- 
weise zusammengestellten Kreise, der Kreise c^ und c, c und c^, c" und 
c'. Da diese drei geraden Linien in demselben Puncte, in N, sich schnei- 
den, so gehen (nach der 2, Nummer) auch die drei übrigen innern ge- 
meinschaftlichen Tangenten derselben Kreise durch einen und denselben 
Punct. Dieser Punct sei M. Wenn wir ferner die drei Kreise c, C’ und 
c zusammenstellen, so sehen wir, dafs zwei äufsere und eine innere ge- 
meinschaftliche Taugente dieser drei Kreise, nemlich P/N, R'N und Q'N 
alle drei in N sich vereinigen. Dasselbe thun also (wiederum nach der 
2. Nummer) in irgend einem andern Puncte die drei entsprechenden ge- 
meinschaftlichen Tangenten derseiben Kreise, nemlich PQ, QR, und die 
eine jener drei durch den Punct M gehenden geraden Linien, die wir 
also MO nennen können, Die drei Kreise c^, c', c sind also solchen drei 
Dreiecken PHO, PMR, OMR eingeschrieben, die entstehen, wenn man 
vom Punete //V aus drei gerade Linien nach den drei Winkelpuneten des 
Dreiecks POR zieht. 

. Nach der vorstehenden Analyse ist also die Construction der drei 
Kreise C, C' und C", von denen jeder die beiden übrigen und zugleich 
zwei Seiten des Dreiecks POR, das wir nun als ursprünglich gegeben be- 
traehten wollen, berührt, auf die Construction der drei Kreise c, e’, ¢’’, und 
die Construction dieser drei Kreise auf die Bestimmung des Punctes 7 
zurückgeführt. Man braucht sogar nur einen der drei Kreise c, c', c", 
etwa den letzten, zu construiren und die beiden Puncte Q^ und P’ zu be- 
sthnmen, in welchen die heiden andern c' und c die bezüglichen Seiten 
des gegebenen Dreiecks PR und QR berübren. Diese Berührungspuncte 
erhält man sehr leicht, da bekauntlich die Differenz von RM und CM 
z. B. der Diiferenz von RP’ und OP’ gleich ist. Der Punct Mist der- 
jenige Punct, in welchem diejenigen drei geraden Linien, 
welche die Innen-Winkel des gegebenen Dreiecks POR hal- 
biren, zusammentreffen“). Hiernach ergiebt sich folgende Construc- 
tion des Malfattischen Problems. 





*) In dieser Note will ich einen algebraisch -analvtischen Beweis der vorste- 
henden Behauptung des Textes hinzufügen. Es kommt hierbei offenbar Alles darauf 
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1) Man halbire die drei Innenwinkel des gegebenen 
Dreiecks POR durch drei gerade Linien PM, QM und RAI. 
Diese drei geraden Linien schueiden sich in # und theilen 
das gegebene Dreieck iu drei neue Dreiecke. 





an, zu zeigen, dals, wenn irgend zwei sich aufserhalb berührende Kreise € und € 
(Fig. 8.) gegeben sind, und man einen beliebigen Kreis c^ consiruirt, der eine dufsere 
gemeinschaftliche Tangente PO jener beideu Kreise in demjenigeu l'uncte R’ berührt, 
jn welchem die gemeinschafiliche iunere Tangente derselben Kreise C und (7 ein- 
schneidet, wenn man ferner die beiden noch ührigen aufsern gemeinschaftlichen Tan- 
genten des Kreises c^ und der Kreise C und ©, nemlich NF und NH zieht, und 
endlich einen Kreis C^ construirt, der die beiden Kreise C und C’ auf den eben ze- 
zogenen geraden Linien, in P und H berührt, dafs alsdann z. D. eine äufsere ge- 
meinschaftliche Tangente der Kreise C^ und C' und eine durch den Miitelpunct des 
ieiztern Kreises C^ an den Kreis c^ gelegte Tangente, sich in einem Puncte von PQ, 
der gemeinschaftlichen Tangente von C und C', schneiden. 
Wir wollen zu diesem Ende zuvórderst den Kreis C^ bestimmen. Wenn wir 
R’O zur ersien, and R’Y zur zweiten Coordinaten-Axe nenmen, so können wir die 
Kreise C^ und C durch folgende Gleichungen darstellen : 
J. (Sanaa by (a — a) E b'*, 
2. (y—05y + (x-ray = Dd’. 
Für ihre gemeinschaftliche Chorde ergiebt sich alsdann 
; 3. (b—b)y+2ax = 0, 
nnd diese Chorde geht, den obigen Voraussetzungen gemafs, durch den Anfangspunct 
der Coordinaten. Um auszudrücken, dafs die beiden Kreise (I.) und (2.) sich aufser- 
halb berüliren, erhalten wir foigende Dedingungs - Gleichung: 
(b — 0)? 4-4a^ = (b+0’)’, 


die sich auf Ru or NS 


reducirt. 
Die Gleichung des Kreises c^ sei folgende: 
5. (yf fa? b. 
Hiernach wollen wir die Gleichung der geraden Linie NH, der gemeinschaft- 
lichen Tangente der Kreise C^ und c", bestimmen. Wenu 
= mx-bn 
diese Gleichung ist, so erhalten wir zur Bestimmung ihrer beiden Constanien, wie 
man leicht sieht, folgende beide Gleichungen: 
pn 


PVT en) oe P, 


b'--am-—n 


ya 
und biernach: 
((b'— 6) —a*)g = -—2a, 
((b' — 8) —a*)m = —2(b'— @)a. 


Die gesuchte Gleichung für NH ist also: 
6. ((b— By —a’)y 4-20 —Aar+2Ba =O 
Für NF ergiebi sich hieraus sogleich, indem man das Zeichen von a ändert, nnd »' 
mit 5 veriauscht, folgende Gleichung: 
((b— 8)*—a*)y —2(5-— Baz 4-2 fat = 0. PAM. 
Wenn man die beiden letzten Gleichungen von einander abzieht, erhält man die Glei- 
chung (3), in Ubereinstimmung mit der 6. Nummer. 
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2) Man beschreibe in ein beliebiges dieser neuen 
Dreiecke, PMQ, den Kreis c^, der PQ in R' berühre, und be- 
stimme diejenigen beiden Puncte Q' und P', in welchen die 
den beiden andern Dreiecken PMR und PMQ einzuschreiben- 
den Kreise die Seiten PR und QR berühren. 


Für die beiden durch die Mittelpuncte von C’ und C gehenden und respective 
auf NH und NF senkrecht stehenden geraden Linien, deren Durchschnitt der Mittel- 
punct des Kreises C" ist, ergeben sich, nach bekanntem Verfahren, folgende Gleichungen : 

2 (b/— B)ay— (db — PP— a) — a(b^?-|- a* — 8*) = 0, 

2 (b — A) ay-I-((b — A —a")x— ala’ Pr) = 0. 
Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir für die Mittelpuncts-Coordinaten des Krei- 
ses C^, die wir durch zwei Accente unterscheiden wollen: 


i (b'—b)a 
9a! = Ur Ej 
2a°— f° 
ME ee 
AAT EE dE 


Der Abstand der DM der beiden Kreise C^ und C' n hiernach gleich 


n 1) 39 e ka mh t) e 
MIU — b!) + (x a) ] = b! b'-F-b— = 3 
und der Radius des Kreises C", den wir r^ nennen wollen: 
10 d u US f(b! — Oy y» 


4 = = nn 
iz pon mrs d TAN ETS 
Die Rationalität der letzten Ausdrücke verdient bemerkt zu werden. 

Um nun unsere Absicht zu erreichen, ist es offenbar genügend, zu zeigen, dafs 
eine äulsere gemeinschafiliche Tangente RQ der Kreise C^ und C' dieselbe Rich- 
tung hat, als eine gerade Linie, welche mit der ersten Coordinaten-Axe, der geraden 
Linie PO, einen Winkel bildet, der doppelt so grofs ist als derjenige, welchen eine 


durch den Mittelpunct von C’ an den Kreis c gelegte Tangente C/I mit derselben 
Axe bildet. 


Die Gleichung der äufsern gemeinschafilichen Tangente der Kreise €^ und C’ 
erhalten wir, wenn wir die Constanten in der Gieichung 





y=ps+4 
durch folgende beide Gleichungen bestimmen: 
DE orp ; 
= —b, 
Y'(14- p?) 
Y CM DE T FINES 
Y'(1d- p?) | 


Wenn wir diese beiden Gieichungen gliedweise in einander dividiren, so erhalten wir 


eine lineare Gleichung zwischen p und g, und aus dieser: 

Aa b (r'— een, 

75 eu Dt 
Substituiren wir diesen Werth für q in die erste der vorstehenden Gleichungen, und 
schreiben es für x", y" und r ihre Werthe bei (7.), (8.) und (9.), so kommt: 
— (62 842 a(b'—8)p = Y [(—B)*4- a*— 2], 

und durch Fee des Wurzelzeichens ergiebt sich hieraus zur Bestimmung der 
trigonometrischen Tangente desjenigen Winkels, welcher die äufsere gemeinschaftliche 
Tangenie von C und C' wii der ersten Axe bildei, folgende quadratische Gleichung in p: 
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3) Von den beiden Puncten P' und Q' lege mau zwei 
leicht zu unterscheidende Tangenten PN und Q'N an den 
Kreis c^, die sich in irgend einem Puncte N schneiden, und 
verbinde durch eine gerade Linie R/N diesen Punct mit dem 
Puncte X. 


1L [(0/—f)*—2(a?-+26") (0 f+ (028) Ip +4’ BND Ba: 
Ha OB] = 0. Jr 

Man sieht, dafs die beiden Wurzeln dieser Gleichung sich auf die beiden äufsern ge- 

meinschaftlichen Tangenten von C" und C' beziehen. de 

Von der andern Seite erhalten wir zunächst für die durch den Punct (b^, a) 

den Mittelpunct des Kreises C’ an den Kreis c^ gelegten Tangenten bekanntlich. PE 


gende Gleichung: 12. (y"— 8) (y — 8)+ x! x — F, 
wobei die beiden Constanten y“ und x” durch folgende beiden Gleichungen zu be- 


stimmen sind: 
(y"— B)(— 8)-- ax" = fg, 
13. Au B a — p. 
Die irigonometrische Tangente desjenigen Winkels. welchen die Tangente (12.) mit der 
ersten Coordinaten- Àxe bildet, und den wir y nennen wollen, ist 
s ool! 
Lit a ae 

und aus den Gleichungen (13.) erhalten wir unmittelbar den Werth dieses Ausdrucks, 
wenn wir zuvor die erste derselben mit (y’‘— f), die zweite durch (y— 8)? divi- 


diren und dann (==) eliminiren. Auf diese Weise kommt: 


a (b/—) + V (0 — ) + a? — 82 
tangg = —M—— 
Hieraus erhält man: 
1  d-—tang?g 
tlang?p — 2tangg 

(s*-Hf*) WB — (a= 2") (of) + 2a B0 P) Y TQ/— It 0: 

(a*—6*) [a(^— 8; + BV ((6'— 8) a*— B^] ‘alte 
oder, wenn inan mit [a(b/— 8) + V ((5'— 8) 4- a?—- 8?;] Nenner und Zähler mullipli- 
cirt, wonach beide durch (a?— 57) ileilbar werden: 


4 Lx LN — 1 a(b 58) KETTE Tate INT Ba] 
' tang 2¢ 1 (a*— 8?) [(0/— 9) — 5] 
Für iang2 «^ erhält man endlich, indem. man den reciproken Werth des vorstehenden 
Ansdruckes nimmt, und dann den Nenner rational macht, wodurch Nenner und Zäh- 
ler durch (a?— 52) [((b/— 8)*— 8^] theilbar werden: 
BA En TERIS PIS Eon P3Y KB PR ra’ 7] 
m (b/— ^ —2(a^425*) (a? —9*) + (a?-— 28"; FTT 
Aus den beiden letzten Gleichungen (14.) uud (15.) ist ersichtlich, dafs die bei- 
den Werthe für tang 2% die beiden Wurzeln der Gleichung (13.) sind. 
Dem hiermit bewiesenen Satze konnen wir auch folgende Aussage geben: 
Wenn irgend drei Kreise C, C' und C", von welchen jeder die 
beiden andern auíserhalb berühri, gegeben sind, und man verbin- 
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4) Alsdann sind P'N, Q'N und R'N die Tangenten in 
den Berührungspuncten je zwei der drei gesuchten Kreise, 
und theilen mithin das gegebene Dreieck in drei diesen Krei- 
sen umschriebene Vierecke*). 


8. Mit der in dem Vorstehenden enthaltenen Construction der Mal- 
fattischen Aufgabe (Fig. 7.) sind noch zwei andere Constructionen dec- 





det die beiden Durchschnittspuncten-Paare der äufsern gemein- 
schaftlichen Tangenten des Kreises C" und der Kreise C' und C mit 
einer beliebigen äufsern gemeinschaftlichen Tangente PQ der letzt- 
genannten beiden Kreise, nemlich die beiden Puncten-Paare, Q und 
q, P und p, durch vier gerade Linien mit den Mittelpuncten der be- 
züglichen Kreise C' und C, so berühren diese gerade Linien, alle 
vier, einen und denselben Kreis c/, der aufserdem auch von den bei- 
den innern gemeinschaftlichen Tangenten des Kreises C" und der 
Kreise C' und C, und endlich auch noch von der äufsern gemein- 
schaftlichen Tangente PQ der beiden Kreise C’ und C, und zwar in 
demjenigen Puncte berührt wird, in welchem in die letztgenannte 
äufsere gemeinschaftliche Tangente der Kreise C' und C die innere 
gemeinschaftliche Tangente derselben Kreise einschneidet. 


Ich gehe hier in kein Detail weiter ein, und beschränke mich auf den Fall der 
vorliegenden Figur. In dieser Figur erfüllen, beiläufig bemerkt, die drei Kreise €, 
C’ und C^ die Bedingungen der Malfattischen Aufgabe ia Beziehung auf die vier 
verschiedenen Dreiecke POR, Pqr', Opr‘ und pgr, wenn wir die genannte Auf-. 
gabe in ihrer weitern Bedeutung nehmen. 


Sobald man den vorstehenden Satz in seine gehörige Verbindung bringt, ist 
nicht zu bezweifeln, dafs man zu einem leichtern Beweise desselben g:langt. Denn 
ich bin geneigt, jedesmal da unnóthige Weitläufigkeiten vorauszuselzen, wo, wie in 
dein Vorhergehenden, um einen vorliegenden Satz zu beweisen, Grölsen-Bestimmun- 
gen gemacht werden, die aus der Aussage des Satzes wieder verschwinden. In Be- 
ziehung auf die im Texte gegebene Analyse des Malfattischen Problems, wäre ein 
einfacher rein geometrischer Beweis wünschenswerth. Vielleicht giebt es auch eine 
allgemeine analytische Schlufsweise, die uns aller algebraischen Entwicklung überhebt, 
Ich werde in dem 6. Paragraphen dieser Aphorismen hierauf zurückkommen. Um bis 
dahin meinerseits den Schein zu vermeiden, irgend eine Behauptung uobewiesen ge- 
wagt zu haben, füge ich in dieser Note den obigen Beweis hinzu. 


*) Diese Construction ist im Wesentlichen keine andere, als die vom Herrn . 
Steiner im ersten Bande dieses Journals (S. 178.) aufgestellle. Es findet sich da- 
selbst keine Andeutung eines Beweises. Die einleitenden Worte des Verfassers: „Um 
» die Fruchtbarkeit der in den Paragraphen (L, IL, HI.) aufgestellten Sätze an einem 
„dazu geeigneten Beispiele zu zeigen, fügen wir die geometrische Lösung und zu- 
„gleich die Verallgemeinerung der Malfattischen Aufgabe, jedoch ohne Beweis, 
,hinzu," könnten demjenigen, der, wie ich von mir bekennen mufs, keine Idee da- 
von hat, wie 'die Construction jener Aufgabe, dem Wesentlichen nach, auf den in 
den angeführten Paragraphen entwickelten bekannten Sätzen über Chordalen, zugeord- 
nete Pole und Ähnlichreitspuncte beruhen möge, den Gedanken aufdrängen, dafs die 
gegebene Construction nicht bewiesen sei. Das Verdienst der Erfindung bleibt, es 
liegt in der Combination der Kreise c^, c' und c mit den Kreisen €, C^ und C". 
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selben Aufgabe verwandt, die ich in dem Folgenden kurz behandeln will, 
Nach der obigen Construction werden die drei gemeinschaftlichen Tangenten 
in den Berührungspuncten je zweier der drei gesuchten Kreise, C, C^ und C", 
nemlich R'N, Q'N und P/N bestimmt. Diefs geschieht, indem man innere 
gemeinschaftliche Tangenten der drei Hülfs-Kreise c, c^ und c" construirt, 
eine Construction, die sich durch die Bestimmung der drei Punete P’, Q'/ 
und AR’ vereinfachen läfst. Dieselben drei geraden Linien kann man aber 
auch durch die unmittelbare Construction des Punctes N bestimmen. 
Diefs ist leicht, Zuerst bestimme man zu diesem Ende wie oben die drei 
Puncte P', Q' und N‘. Es ist alsdaun, indem man PN=7r, Q'N—r' 
und R'N = r" setzt: 


r—r = RP'—RQ' 
r—r' = QP'— OR, 
r'— r' = RO! — PR’ 


Der Puact N liegt also zugleich auf drei vollkommen bestimmten Hyper- 
belzweigen, deren Brennpuncte je zwei der drei Puncte P", QO’ und R’ sind, 
und läfst sich hiernach leicht bestimmen. Man kann diese Bestimmung 
auf die Consiruction eines Kreises zurückführen, der drei Kreise berührt, 
deren Mittelpuncte 7", () und 2B’ sind, und deren Radien sich unmittelbar 
ergeben. Einen dieser Radien kónnen wir beliebig annehmen, und insbe- 
sondere auch gleich Null setzen. Es reducire sich hiernach derjenige Kreis, 
dessen Mittelpunet (P^) auf der kürzesten Seite des gegebenen Dreiecks 
liegt, auf einen Punct. Alsdann erhält man für die Radien der beiden an- 
dern Kreise, deren Mittelpuncte Q' und A’ sind, folgende Werthe: 
RO’— RP und QR'— OP! 

Hiernach ergiebt sich folgende neue Construction der Malfatti- 
schen Aufgabe: 

i) Man bestimme, wie oben, die drei Puncte P', Q' und 
R', die nicht auf der längsten Seite des gegebenen Dreiecks 
POR liegen, als Mittelpuncten, zwei Kreise mit Radien, die 
resp. gleich sind den Unterschieden von RO’ und RP und von 
OR und QP. 

2} Man suche den Mittelpunct eines Jeicht zu unter- 
scheidenden derjenigen beiden Kreise, welche durch deu 
Punct P’ gehen, und die beiden eben bezeichneten Kreise 
aulserhalb berühren. Diesen Mittelpunct, den Punct N, 

17? 
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braucht man alsdann blofs mit den drei Puncten P^, Q' und‘, 
durch gerade Linien zu verbinden, um das gegebene Drei- 
eck, wie oben, in drei den gesuchten Kreisen umschriebene 
Vierecke zu theilen. 


9. Wir kónnen endlich auch unmittelbar die Mittelpuncte der drei 
gesuchten Kreise construiren. Es liegen dieselben zuvórderst auf den drei 
Halbirungs- Linien PM, QM und RM. Dann erhalten wir ferner, nach 
dem Obigen, sogleich die drei Puncte P’, Q' und R', diejenigen Puncte 

nemlich, in weichen die Tangenten in den Berührungspuncten je zweier 
der drei gesuchten Kreise in diejenige Dreiecksseite einschneidet, welche 
dieselben beiden Kreise berührt. Alles ist also auf die Auflösung folgen- 
der Aufgaben zurückgeführt. 

„Wenn ein Dreieck OPM (Fig. 9.), und auf einer Seite PQ desselben 
„irgend ein Punct R’ gegeben ist, zwei solche Kreise zu beschreiben, die ein- 
„ander aufserhalb und beide die Seite PQ berühren, deren innere gemein- 
„schaftliche Tangente diese Seite in dem gegebenen Puncte AR’ schneidet, 
„und deren Mittelpunete auf den beiden andern Dreiecksseiten liegen.” 

Um diese Aufgabe direct anzugreifen, sei R’ der Anfangspunct der 
Coordinaten, R’X und R'Y seien die rechtwinklige Coordinaten-Axen. Wir 
wollen die gleichen Entfernungen der Berührungspuncte B und B' vom 
Anfangspuncte, 7 nennen, und 

cotang MPX = a, cotangMQX = a’, — R'P— b, RQ = b! 

setzen. Alsdann erhalten wir: 

ay—x—b = 0, 

ay — a + b' = 0, 
für die Gleichungen der beiden gegebenen geraden Linien HP und MO, 
mithin für die Ordinaten der gesuchten Mittelpuncte, die wir n und »/' 
nennen wollen: 
E—b’ 


— = 
vm 


§—b / 


NT 2e ) 





a 
Die Bedingungen der Aufgabe bringen, wie in der Note zur 7. Nummer, 
mit sich, dals 
à ny £, 

und hiernach ergiebt sich, indem wir substituiren, folgende quadratische 
Gleichung zur Bestimmung von £: 


(1—«a')£ —(6 E VE + = 
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Wir wollen uns hier nicht mit der geometrischen Constructiou die- 
ser Gleiehung beschäftigen. Unser Zweck war blofs, eine einfache Glei- 
chung auizustelien, von deren Auflösung das Malfattische Problem ab- 
hinge. Wir werden auf dieselbe noch zurückweisen, wenn in einem 
spätern Paragraphen von den verschiedenen, sich paarweise zusammen- 
gruppirenden Füllen des in seiner ganzen Ausdehnung genommenen Pro- 
blems die Rede sein wird. » 


Wenn 
1+ae = 0, 
das heilst, wenn die beiden geraden Linien PM und QM auf einander 
seukrecht stehen, und folglich an die Stelle des ursprünglich gegebenen 
Dreiecks POR zwei Parallel- Linien, die von irgend einer dritten geraden 
Linie geschnitten werden, treten, so reducirt sich die letzte Gleichung, 
indem ein Werth von £ unendlich wird, auf folgende des ersten Grades: 
fo bb! = HERO 
bI POS* 
Bonn, im October 1831. 
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10. 


Beweise einiger auf der Kugel Statt findenden Sätze. 


(In Folge der Bd. 9. S. 102. No. 13. und 14. d. J. stehenden Aufforderung bearbeitet 
von Gerwien, Pr. Lieuten. im Königl. Preufs, 22sten Inf. Reg.) 


IN Fállet man aus drei Puncten 4, B, C (Taf. IH. 
Fig. 10.) eines Hauptkreises diePerpeudikel 4D, BE und CF auf 
einen zweiten Hauptkreis, so ergiebt sich stets sin 4Csin BE 
= sin BA sin CF + sin BCsin AD. 

Beweis. Es ist sin.4 Csin.4 B cos 457 sin 4 Ccos A B sin AG = 
sin 4 G sin 4 C cos AB — sin Geos AC sin AB + sin 4 Bsin 4 Ccos AG Ht 
sin.4B cos«Csin4G, folglich auch sin {C(sin 4B cos 4G + cos 4Bsin AG) = 
sin AG (sin 4Ccos AB — cos ACsin 4 5) + sin AB (sin.{Ccos4G + cos 4Csin4G), 
oder 

sin.ACsin(.4B 4 4C) = sin AGsin (4C-4B) +sin4B (.£C3 46), uud 
sin.A Csin B JGsinBG E= sin AGsin AG DsinBCt sin Bsin OGsin CGF, also endlich 


ammi ae Sree re 
sin AC sin BE = AUD sinBCisin4B sin Cr. 

II. Lehrsatz Wenn von drei Puneten 4, B. C eines 
Hauptkreises drei Hauptbogen 4P, BP, CP nach einem Puncte 
P gezogen werden, und man von denselben drei Puncten A, 
B, C uoch drei andere Hauptbogen 40, BQ, CQ nach einem 
zweiten Puncte ( zieht, so ist stets: 


sin PBO . sir PAO " + sin PCO 
ya Mor" APE = OX ® sin BPC an OCX? sin 4 PB, 


Construction. Ziehe durch P und Q einen Hauptkreis, fille 
auf denselben aus 4, B und C die Senkrechten 4D, BE und CF oder 
b, b/ b", fälle ferner aus P und © auf den RETE. ABC die Perpen- 
dikel PH und QJ oder 4 und A, und benenne endlich mit a, 5, c die 
von P nach 4, B und C und mit a’, 5‘, c' die von Q nach denselben 
drei Puncten führenden Hauptbogen. 

Beweis. Nach der Construction und dem vorhergehenden Lehr. 
satz ist: | 
sin À Csin h/ == sin BCsin) + sin 4B sinf", also auch 
sin 4Csin ósin BPQ = sin BCsin a sin-4PO + sin 4Bsin csinCPQ, und wenn 
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man durch sinesindsine dividirt: 


sin ACsin BPO sin BCsin APO sin AB sin CPO 
Fe OM I meer ae queues eurer 0 + pa FLY. oder 
sin-a sinc sin b sin c “sina sin} 
sin à AC sin BPO m. sin BC sin APQ ES Lo sin dbs AB sin CPO mee 
(sin? h:sin PAH)sin Ga. ay (sinh: sin PBH)siu c *  (sinh:sin PAH) sin sin b? 
sin BPO sin ACsin PAC __ sin ZPO sin BC sin PBC ar sin CPOsin AB sin PAB and 
De ali ac a i re TELA a ae ed 








sind 
wenn durch (sin À' —)sin à’sin OBZ = sina’ sin O42 = sinc'/sin QUI. dividirt, 
sin bPQ . AC snPAG 1 


sin c sinc 














sind‘ sin sinc sinQBX = 
sin RUE, in BC sin PBC eli, NL sin CPO 1 B sin P AB 1 
sin a' sine sin QAX sin c' sind sin QCX? 


oder, wenn man Gleiches für Gleiches setzt: 
sin i in 46 -4PC sin APC. 1 














“sinP G 0 * "sin AC sin iO BX on} 
sinP4Q . ‚sin BPC 1 sin PCO. sin APB 1 
“sin PO sin BO sin BC sinOAX d si in PQ * in dB IB sindB sin QCX? 
woraus endlich die Behauptung: 
. F à )£5 
gg sin APC = SAFE sin BPC + À GC gsin APB 
hervorgeht. 


UI. Lehrsatz. Wenn von drei Puncten 4, B, C eines 
Hauptkreises drei Bogen 4P, BP, CP von Hauptkreisen gezo- 
gen werden, welche sich iu P schneiden, und man von den- 
selben drei Puncten noch drei eben solche Bogen 4K, BQ, CQ 
in anderen Richtungen zieht, so gehen auch sie durch einen 
Punct Q, wenn ist: 

sin PBO . sin PAK . 'sin PC 
sop sin RENI EL sin K 4X E 
jou Verbindet man 4 mit Q durch einen Hauptbogen, und 
nimmt an, dafs sich derselbe nicht mit 4X deckte, so fände nach dem 
vorhergehenden Lehrsatz aufser der gegebenen Gleichung noch eine zweite: 


PB PAO PCO .. 
a in APC = 7 gg sin BPC 425 "3 sin APB statt, weshalb 


sin PA sin (PA KA sin PA 
T "x y] oder 7; uem X3 Kd Fo = sin TT also auch 
sinQ. AXsinPAQcosK 4 QT sinQ.4 Xcos PA QsinK A — sinP.AQsinQ.Z4XcosK AQ 
+ sin P.4Q cos Q4 X sin K.4Q sein mülste. Hieraus folgt: 
3 sin QAX cos PAQsin K 4Q = + sin PAQ cos DAX sin K 4 Q, oder 


sin PBC ars sin IPB, 
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FtangQAX = + tang PAQ, weshalb sich GAO = PAQ ergiebt. Dies wi- 
derspricht aber der Voraussetzung; folglich ist die Behauptung richtig. 
IV. Lehrsatz. Liegen vier Puncte 4, B, € undZ in dem- 


selben Hauptkreise, so mufs stets: 
sin BZsin AC = sin A/sin BC + sin CZ sin 4B sein. 


Beweis, Es ist 
sin U2 sin .4Zcos C I — sin BZ cos. AZ sin CT = sin Alsm BI cos CI — 
sin AJ cos BI sin CI + sin CZsin-4Zcos BJ — sin CI cos AI sin BI. 
Daher mufs auch: 
sin BJ (sin 47 cos C7 — cos Al sin CT) = sin.47(sin BI cosCI — cos BJ sin CI) 
+ siu CZ(sin 47 cos BI — cos AT sin BI), 
oder | i 
sin B/sin(4I— CI) = sin 4/sin (BI— CI) + sin Cl sin(.437— BT), d.h 
sin b7sin 4C = sin.ZZsin BC + sinCIsin AB sein, w. z. b. w. 
V. Lehrsatz. Wenn von drei Puncten ABC eines 
Hauptkreises drei Hauptbogen AP, BP, CP nach einem Puncte 
P gezogen werden, und man von denselben drei Puncten 4, 
B, C noch drei andere Hauptbogen 4Q, BO, CQ nach einem 
zweiten Puncte Q zieht, so ist stets 


sin P PX ) sin PAX sin PCX 
lang OBX sin 47 C=; cae 0.4% sin BPC + — ne OCX 


Beweis. Fallet man aus P und Q auf den Hauptkreis 4C die 
Senkrechten PH und QJ, oder 4 und À', benennt die von P nach 4, B 
und € führenden Hauptbogen mit e, 4, c, und die in dem Hauptkreise 4C 
liegenden Projectionen 4/, B/, CZ von den Hauptbogen 4Q, BQ, CQ mit 
m', n', p', so ist nach dem vorhergehenden Lebrsatz: 

sin z^ sin AC = sinn’ sin BC + sinp/sin 4B, oder 





sin APR, 





x s A sinh sin À 
sin’ sin € sin 4C — = sin 72’ sin b sinBC — 





s und 


sinn’ sinc sin-4C sin PC 4 = sinm’sinb sin’ deu C+sinp'sina sin dB sinP.AJ, 
also auch, wenn mit sine sind sinc dividirt wird: 
sinn‘ sin 4CsinPCA _ siam’ sinBCsinPBC , sinp‘ sin dBsinPAB 

















sub SUM sa sine sin c E: sin c sin b ? oder 
sinn‘ . sinm/ . : 81D DY << 

sin dPC ==" sin BPC) LE sin APB, 
sin b Sin @ sinc 
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sinh:sinb . sinh:sina . tangh': sin p^ 
CET LES A sin APC mu mn nn RP + Seen u B % 
sinh’: sin m’ tang": sin m‘ Sin or CER DR sin 4PB, 


Hieraus folgt endlich: 
sin PAX 


sinPBX . a 5 sinPCX . 
tang OBX tr tang DAX sin BPC + tang OCX sin SPC, 





Vi. Lehrsatz Wenn von drei Puncten 4, B, C eines 
Hauptkreises drei Bogen 4P, BP, CP von Hauptkreisen ge- 
zogen werden, welche sich in P schneiden, und man von den- 
selben drei Puncten noch drei eben solche Bogen 4X, BQ, 
CQ in anderen Richtungen zieht, so gehen auch sie durch 
einen Punct Q, wenn ist: | 

sin PBX sin PAX inBPC-L sin PCX 


tang OBX sin 4PC = tang RAX * lang OCX SIN ABB, 


Beweis. Verbindet man 4 mit Q durch einen Hauptbogen, und 
nimmt an, dafs sich derselbe nicht mit 4X deckte, so finde nach dem 
vorhergehenden Lehrsatz aulser der gegebenen Gleichung noch eine zweite, 
von derselben nur darin verschiedene Statt, dafs tang O.7 X an der Stelle 
von tang ÄAX steht. Daher wülste sich aus der Verbindung beider Glei- 
chungen 04X — K 4X. ergeben, welches unmöglich ist. 


Die Sätze II. und IL, V. und VJ. enthaiten Relationen zwischen 
den Neigungen eines Hauptkreises gegen sechs andere unter den daselbst 
angegebenen Beschränkungen. In derselben Art giebt es Relationen zwi- 
schen den Längen derjenigen Theile jener 6 Hauptkreise, die von ihren 
2 Durchschnittspuneten unter sich und dem siebenten Hauptkreise be- 
grenzt werden. Ich will diese im Folgenden angeben. 


VIL Lehrsatz. Zieht man aus einem Puncte P nach 
drei Puncten 4, B, C eines Hauptkreises, deren Abstände 4B 
und BC oder d und e sind, die Hauptbogen c, 6 und c, so er- 
giebt sich stets: 

sine cosa + sind cose = sin(d+e) cos à. 


Beweis. Es ist 
cosa == cos d cos b + sin d sind cos(db) und 
cosc — cose cos) —sin e sind cos(db). 
Hieraus folgt durch wechselsweise Multiplication mit sine und sind: 
Cielle's Jourral d. M. Bd. XI. Hit. 2. 18 
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sine cosa == sin e cos d cos b -]- sine sind sind cos(d 5), und 


sin d cose == sind cos e cos ó — sin d sine sin b cos (d 5), also auch d. 


sen. Mr sedi eiae en I — e Ze Addit: 
sine cosa -]- sin d cosc == cos b (sin e cosd + cose sind) oder 


sine cos a - sind cos c = sin (d -]- e) cosb. 
In der Ebene ergiebt sich der analoge Satz 
ea? -E-dc = (d+e)(b +de}, 

VIII. Lehrsatz. Zieht man aus zwei Puncten P und 
Q nach drei Puncten 4, B, C eines Hauptkreises, deren Ab- 
stünde d und e sind, die Hauptbogen a, b, c und a’, b’, c', so 
ergiebt sich stets 

gine(cos a + cos a^) -+ sind (cos c + oos c^) = sin(d -]- e)(cos b + cos ^). 








Beweis. Es ist nach dem vorhergehenden Lehrsatz, sowohl 
sin e cose + sind cosc = siu(d-Fe)cosd, als. auch 
sine cosa‘-+ sind cosc’ = sin(d-]-e) cos?/, Hieraus folgt 
sine (cosa + cos a^) + sind (cos c + cos c)-— sin (d-]-e) cosó^, - 
In der Ebene ergiebt sich der analoge Satz 
e (a 4- a^) (a — 2^) — d (c 4- c^) (e —e^) = (d 4- e)(6 4- ^) (b — 0^). 

IX. Lehrsatz Zeichnet man um drei Puncte 4, B, C 
eines Hauptkreises, deren Abstände d und e sind, drei sich 
in demselben Puncte P schneidende kleine Kreise, deren 
sphärische Radien a, b und c sein mögen, und beschreibt 
ferner um dieselben drei Puncte 4, B, C drei andere klei- 
nere Kreise mit den sphärischen Radien a’, b’, c', so werden 
sich auch diese nur in zwei Puncten Q oder Q' durchschnei- 
den, wenn man weifs, dafs 

sin e (cosa + cosa ^) -- sin d (cosc + cos c^) == sin (d-]-e) (cos + cos ^) ist. 








Beweis, Nimmt man an, dafs nicht der Radius &’, sondern ein 
anderer sphär, Radius o" der Behauptung genügte, so fünde nach dem 
vorhergehenden Lehrsatz aufser der gegebenen Gleichung noch eine zweite 
von jener nur darin verschiedenen Statt, dafs cosa’ an der Stelle von cosa‘ 
steht. Aus der Verbindung beider Gleichungen ergübe sich deshalb a’ = a", 
was die Richtigkeit der Behauptung aussagt. In der Ebene gilt derselbe 
Satz, aber mit der am Schluls des vorhergehenden Lehrsatzes stehenden 
Voraussetzung. 
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X. Lehrsatz. Werden von zwei Puncten M und N 
eines Hauptkreises (Fig. 2.) die Berührungslinien 74, MD, NC, 
ND an einen Kreis (um $) auf der Kugel gezogen, so ist immer 
tang € tang ^ == tang 2. tang e 

Construction und Beweis, Beschreibt man in die Dreiecke 
IMN und HMN die, alle drei Seiten jedes dieser Dreiecke berührenden 
Kreise um E und 7, so ergiebt sich der Unterschied der vom Berührungs- 
punct des Kreises um £ in MAN gebildeten Abschnitte = MO -——/VA oder 
MB—ND, und ferner der Unterschied der gleichfalls in MV von dem 
Berührungspunet des Kreises um Z gebildeten Abschnitte = 7X — VL 
oder MA— NC. Beide Differenzen MB— ND und 224 — NC sind aber 
gleich, da sie dieselben Bestandtheile enthalten, also müssen die von den 
Kreisen um E und F in MN bestimmten Abschnitte zusammenfallen. 
Hieraus folgt, dafs sich die kleinen Kreise um E uud F und der Haupt- 
kreis MN in demselben Punct (G) berühren, und dafs ferner MV in die- 
sem Punct @ von der verlängerten Centrale EF winkelrecht durch- 
schnitten wird. 


Da nun 
tang FG sin MG __ tang FG. sin NG 
MER RENTEN Gang 
ist, so mufs auch, wenn man Gleiches statt Gleiches setzt: 
tang i HMG coti IMN = tang 1 HNG cotZ1NM, also auch 
tangiHMG tang4IMO — tang LHJVG tang 1LIVP,, d.h. 
tang$atangzß = tangi(Ó'tangic' sein, w. z. b. w. 
Anmerkung. Zeichnet man Dreieck MN in derselben Lage auf der entgegen- 
geselzten Seite von MN (MH == MH"), so folgt aus der Berührung der Kreise um 
F' und E’ in demselben Punct G, da sich hierdurch MI— NI == MEH' — NH’, also 
auch MI-NE’= MIH'--NI ergiebt, dafs JMH’N ein Viereck ist, in welches 
sich ein Kreis beschreiben läfst, und dafs bei jedem Viereck dieser Art (auch in 
der Ebene) die vorhiu erwiesene Gleichung 
, tang + H'MN cot; IIMN = tang 3 NM cot} INM, 
Xd tang; H'MN tang 3 INM = tang 3 H'NM tang à LIN 


gültig ist. 





18 * 


136 11. Jürgensen, note sur une formule de Lapiace, 


Td: 


Note sur une formule de La p lace. 
(Extrait d'une dissertation.) 


(Par Mr. Chr. Jürgensen de Copenhague.) 


S ^ Y 
d) ETE TEq re a nae PTET NGI 
(y -— p) i (y — p... (y — p* 


une fonction rationelle et entière de y d'un degré moindre que 


pd dd edT1.eeLeT1; 
soit aussi À,.(y) la fraction qu'on obtient en omettant dans la premiere le 
facteur du dénominateur (y —p,)'"*. Cela posé, Laplace a donné, 
dans la théorie analytique des probabilités pag. 22., 23. les formules sui- 
vantes, qui peuvent s'écrire ainsi: 
Hm (e ( P=)) 


une fraction rationelle, où Y est 


Y ei enm 
PNG Spy meh 1.2.3.... us. 0 p?^ 


d'ou il suit: 
2. le coefficient de y" dans le développement de cette fraction 


on [e (pm) 
m=r X pr! pe 


=— 5 


mal. 29 Mer pu 
X 

ee N NET E 
fraction rationelle, où p,, Pas +. Pr sont les mêmes quantités que ci- 
dessus, et qu'on représente par Y„(x) le fonction correspondante à A,, 
on aura, en faisant 

Xo BELICE SEU E 

Y = AY+BYT+C + HN, 

g=Mmritetitee te 


Si lon désigne par 


et rims 
X a Y 
ee ee 
t (L— p, 2) 3... (1— prac) Ger 
e 
^ 1 
pany (—) = MOS 


Pim 


passé 
Gi 
me 
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Donc la formule (1.) se transforme daus ceile - ci: 


4 4 
fre 1 
A mar em [o Um d her “ii 
- Pee URL or sa mem sh T m nt 
i ü +1 M Use = 
(1— p, x yas „..(1- pex) Y mi 1.2.3... An Op," 


d'où 


bn 2 : 
T Fp va (] 
AN COS ee 
mal 1.2.3....un0p" 


Observant que le coefficient de x"! dans le développement de la 
fraction 


M AM et ee nn a 9 en 


est le même que le coefficient de = dans le developpement de la fraction 


Y 
PRE AGE! bali 7 ie 2 TE 
HP)" e (y—p)* 


suivant les puissances descendantes de y, ou trouve par la formule (4.): 


af n—i 
m=r p À 
coeff. y” = S. d [en Amp Amen] 
m-i 1.2.3.... p. Op 
On a donc généralement: 
; P. aim 1713 ) 
coeff, y* = + S "Les Ao] ^ 
Uem CES ET Op! 
où le second membre doit avoir le signe —, si x at un nombre positif, 
et +, sil est négatif. 
De méme en observant, que le coefficient de = dans le develop- 
pement de la fraction en x a la méme valeur que le coefficieni de y" 


dans le développement de la fraction en y, on a en général: 


mt” 1 
nzr Du |o; U, ei 
coeff, a = + S —— 
nb 1:72:97 op” 
ou l'on doit prendre le signe supérieur, si 7 est positif, et l'inférieur, s'il est 
négatif, 
Mettant un nombre fractionnaire pour z, on trouve des tcrmes in« 
termédiaires entre deux quelconques de la série récurrente, 
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Faisant 


X 
ars — m d Q,d--a,x .... 
(1— p, «y Y An muy + oT 4 c + a, x^ + 


a(x) = A+ dAix+t ar +... 
on déduit de la formule (4.), en multipliant par 4, x" et sommant ensuite: 


et 


Um [m 1 
T nor 97 rnv n2] 
5,4 8 40,2 = 
nz mui 17240 kt, d 


formule dont je vais présenter une démonstration directe. 
Soit d'abord u, 2 p....—p,-20. On a dans ce cas, en dé- 
composant la fraction, 


1 
x MeN fo | 


(A— p, x) (1—p, x).. mine py cr) ee 1— pm x m=i DR 
douc 


NR 


5 4,0, 0° late) rt 


nz 


si p, == po, les fonctions J, (-) et , (= -) deviennent infinies; posant donc 


X Fe px). _ (x) 
(1— p, a)....(1— pea Q (x), d’où VA(x) = (1—p, x)? Ja (x) ww 1— p, x? 
on írouve 
1 
nzzoo Pi q z(p,r)—pi9 n (ps2) 
d re 
n- 1 = 


dont le premier terme donne 2, dont la vraie valeur est 


0 [> q (=) (Pa 2) 


Opa 
Ainsi la formule (5.) subsiste, quand y, — 1, et on la vérifie de méme 
quand p, == 2. 


Je suppose ensuite, quand pu m—1: 


= onc pas (p. 
S Aa es MEE Re nn 2) beens 


et je vais démontrer, que la formule a également lieu lorsque u, = m. 
En effet, en posant comme ci-dessus 


NECI ie TOTEN een SAN ee 9x) 
LEA a d'ou v@)= T—p, 2? 


(x) = ae. 
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on a: 





= we 1 m 1 
aif A 9S) ainsi] sto(t) nt o 
Py "27 


n= 0 p 
S 4, 4,7" = Lin BI ue 


a 1. 2.3... (m—1) 8p? (p,—p. 
où Yon prendra le sigue +, si 77 est pair. 
Faisant pour abréger 
P e(—) ri Le Pro (= 7 (72 x) == P,, 


développant et réduisant au méme demie on frouve 




















+]. 2, 3.us(m-1)(P,-P, )—2.3. ADs, “43 bum!) p.-Pa)? S ue » 
gm- P, 
ae ^ a E + (m-1) (pı-Pps)”” pa Fr +. -pi)"- "p vel 
n=0 lé ces NU be ee cb mcs py” x ^ut ny 


dont le premier terme devient 2, quand p, — p,, ce qui donne P, = P,. 
Différentiant donc dp be bas par rapport a ie on a 


F[12 23m) Lx CODE s EB hu m-d) (p.p. Sag u 











-— me: EIE sm-4) 42, 3. (m-1((p,-p,)7 ee 
Dan d 152.32 TEE (P—pR)U 


nzü 
ACCES) 





ce qui se réduit à 





nzn à à" P, 
EE rer ett s Topps esc e DU 


Donc la formule (5.) subsiste pour une valeur quelconque entiére et po- 
sitive de x,, et par conséquent de j,, Us «eee fy. 


Pour donner quelques exemples de la formule (5.), soit d'abord la 
fraction proposée 
aM 
4. x"? 
où m est un nombre entier «7. Faisant done p, — pu =,.,,.=u,=0, 
na, pz, co Pn = G6, OÙ 0, Q^, wee. &” sont les racines de le» 


quation x"—1 —0, ona 
(1 — ox) x" 
Cr) au pec 


1 
ce qui donne $, quand = —; on trouve dans ce cas: 
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1 
v) = = ane = I amt, 


Li 
puisque «'"z-1 4". On a ainsi la formule que jai trouvée par une 
autre voie dans fe vol. 6. de ce journal pag. 195 et suiv. 


ica : . Ur y 
S a" a (ar) zn Ss A ing ies 
= 


31 


; > i— x cos p x sin 
Si la fraction proposée est ———— ————— NOME at cu i 
a prop 1-25 sp tr ^" 1— 32 cos + x*? T 
a les formules connues: 


RO 


E) A,cosn@.a” = % [v(m. en 1) (ae e, 
E A, sinn®.2” = [7 (æ.ev- )—(z. e -7] 
(voyez le Sn 4. de ce journal pag. 281. et suiv.). 


Faisant 7 (2) = I dans la formule (5.), donc 4, — 1, on re- 
tombe sur la formule (3.), qui se transforme dans la formule (1.). Ainsi 
ta formule (5.) contient toutes les autres. 

Maintenant, si l'on observe, qu'en intégrant v fois de suite et né- 
gligeant les constantes arbitraires, il vient: 


C oues (y — p) log (y —p) 
Mie P 1.2.3....(v— 1) 


pr da" __ (1—pzo)'log(i—p2a) 
i—pzr ^ 123....(»—1).(—p*? 


et 





on a pour lintegration répétée des fractions rationelles, les formules: 


Km (y — pm)’ log (y — pm) 
6 : Y oy" V ps 4 [^ (pe) EIS 
. Ey zou M oc uci C cx 
(y—p) eee (ym pry” mat 1.2.3... lim Op 


Um T Um (1-7 xy Tlog(i-p,x) 
2 f M Xda” se fr Yn (— sen een 
FLE 2 Pat u. (L— Pr x)” mi 1.2. In nx Op. 


Si dans les formules (3.) et (7.) la fraction proposée contenait dans le 
dénominateur un facteur x", on lui donnerait la forme 
(— ep. nose TIT 


a —p* CELUM 
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où m+i=n, p — co, auquel cas p, dans le numérateur serait 
coustant. 


Quand u,, Kar oo. M, Sont des nombres fractionnaires, on tombe 
dans des transcendantes, qui ont fait l'objet des recherches des géomé- 
tres modernes; il pourrait donc être utile, ce me semble, de chercher, 
si parmi les expressions connues de la fraction 

of) 
JU n 02. 
ou 2 est une quantité quelconque, il ne s’en trouve, qui convienne à la 
formule (1.); par là on parviendrait peut-étre à des relations intéressau- 
tes, l'application étant faite d'une telle expression aux formules (6., 7.). 
8. Avril 1833. 
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12 
Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung. 


(Fortsetzung des Aufsatzes No. 1. im ersten, No. 10. im zweiten, No. 18. im dritten, No, 30. im 
vierten Hefte X. Bandes. und No. 4. im ersten Heft XI. Bandes.) 


(Von dem Herrn Dr. Stern, zu Göttingen.) 


u rs 








Fünftes Kapitel. 
A. Anwendung der Kettenbrüche zur Auflüsung der Zahlengleichungen. 
203 


L agrange lat zuerst gezeigt *), wie man die Kettenbrüche zur Auflósung 
der Gleichungen anwenden kanu. Seine Methode ist aber mit einer gro- 
fsen Unvollkommenbeit behaftet, die sie in den meisten Fällen ganz un- 
brauchbar macht, Sie fordert nemlicb, dafs man schon den kleinsten Un- 
terschied der Wurzeln der aufzulósenden Gleichung kenni; das Aufsuchen 
dieses Unterschiedes aber, von welchem zugleich die Entdeckung der ima- 
ginären Wurzeln abhängt, führt bei höheren Gleichungen zu so verwickel- 
ten Rechnungen, dals dieses Verfahren als ganz uuaustübrbar angesehen 
werden mufs. Fourier, dessen Bearbeitung der Lagrangeschen Methode 
leider nicht erschienen ist, hat in dem Exposé synoptique, welches dem 
ersten Theile seines Werkes „Analyse des équations” vorausgeschickt ist, 
angedeutet: dafs das Aufsnchen des kleinsten Unterschiedes ganz überflüssig 
ist, dafs man vielmehr die aufzulósendé Gleicbung zuerst so behandeln 
mufs, als ob alle Wurzeln reell würen, dafs ferner, wenn sie imaginäre 
Wurzeln enthalten sollte, diese durch den Fortgaug der Rechnung selbst 
angedeutet werden, uud die Berechnung der reellen Wurzeln alsdann um 
so leichter wird. Diese Resultate wieder herzustellen, ist der nüchste Zweck 
der folgenden Betrachtungen. Es ist aber hierzu erforderlich: zuerst aus 
Fourier die Methode zu entlehnen, durch welche man die Gräuzen fin- 
det, innerhalb welcher die Wurzeln einer Gleichung enthalten sind. Dies 
soll in den nächsten §. $. 76. — 82. geschehen. 





*) Mémoire de l'acadéinie de Berlin année 1767 et 1768, Traité de la résolution 
des équahons numériques. 
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76. 
Es sei die Gleichung: 
f(x) = Ax” + Aa HA + Aso? + 0. + Aux + 4 = 0 
gegeben, wo 4, 4,, 4,....4, bestimmte Zahlen bedeuten, und 7m eine 
ganze Zahl ist. Es wird vorausgesetzt, dafs diese Gleichung keine gleiche 
Wurzeln hat. Wäre eine Gleichung gegeben, die solche enthielte, so könnte 
man sie leicht nach bekannten Regeln entdecken, und die sie enthalten- 
den Factoren wegschaffen. Man differenziire diese Gleichung 7: Mal hin- 
ter einander, und schreibe die Differenzial-Coeffizienten in umgekehrter 
Ordnung neben einander, so dafs man die Folge: 
(y LN MED Ce 


ox" 3 dam sea à 
erhält. Es soll nun, wenn in irgend einer dieser Functiónen statt x der 
. . . e . fol x 3 (c } 
bestimmte Werth «c substituirt wird, z. D. in Zen, durch ie ! der 


g Ze) durch diese Substitution erhält. 
Substituirt man in der Folge (A.) statt x überall. den Werth &, so wird 
jedes einzelne Glied das positive oder negative Zeichen haben. Diese Zei- 
chen schreibe man in der Ordnung, wie man sie erhält, neben einander; 
die ganze Zeichenreihe soll durch {x} angedeutet werden. Setzt man statt 
a den Werth — oo, so reducirt sich jede der Functionen 
| Om f(x) A™2 (ae) ; 
a f(x) 














Werth angedeutet werden, 





| RPM EN jam. ^t 
auf ihr erstes Glied, daher hat die erste Function S = 9o) das + Zei- 
Qi f ( — oe) 


das — Zeichen, die bns das + Zeichen 





chen, die zweite RE sel 
u. $. W. Die Zeichenreihe [— co] enthält also nur Zeichenwechsel. 

Seizt man dagegen x — oo, so haben elle Functionen das + Zei- 
chen, und die Zeichenreihe enthält nur Zeichenfolgen. Setzt man statt x 
eine Zahl +2, die zwischen — und ~ liegt, so ist leicht eiazusehen, 
dafs die dadurch entstehende Zeichenreihe [+] so lange dieselbe ist wie 
[—], als nicht zwischen —oo und +2 eine Zahl liegt, die so bescbaf- 


fen ist, dafs wenn man sie statt x substituirt, alsdann eine der Functionen 
9 el eee , f (x) 


auf Null redueirt wird, weil eine Änderung in der Zeichenreihe nur daun 


entstehen kann, wenn eine dieser Functionen vom Positiven zum Negati- 
19 
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ven oder umgekehrt übergeht, dieser Übergang aber bei keiner algebrai- 
schen Function Statt haben kann, wenn sie nicht durch den Werth Nuli 
geht, Es ist daher besonders wichtig, zu unfersuchen, welche Ánderung 
in der Zeichenreihe die Substitution eines Werthes « hervorbringt, der 
wirklich eine der Functionen auf Null reducirt. 


71. 
Man nehme zuerst an, diese Function sei f(x), so dafs f(a) — 0 ist, 


dagegen ze, an G ) uw, s, w.. sämmtlich bekannte positive oder negative . 


Werthe haben. Man substituire statt x in der Folge (4.) nach einander 
die drei Werthe «—0x, a, «+02, und setze die dadurch entstehen- 


den Zeichenreihen [le — de], [a], [4 + da] 
auf drei horizontale Linien unter einander. Diese Reihen werden nur in 
Hinsicht auf das letzte Zeichen, das jede enthält, verschieden sein. Denn 
da der Werth des Differenzials 04 unbestimmt ist, so kann es immer so 
klein genommen werden, dafs keine der Functionen 
0" F(&+ 0 a) Br ana O"f(a— da)  0"—7f(e —0O«a) 
TT gm EN Te Do c) ee S 
Null wird; diese Functionen T also bezüglich dasselbe Zeichen wie 


LT. (o) : en, .... Dagegen wird f(x— 0) negativ oder positiv wer- 


oe 

















den, je nachdem positiv oder negativ ist, weil f(«) Null ist, und da- 
her das erste in e: Entwickelung von f(«—@a) hervortretende Glied, 


welches das Zeichen der Function bestimmt, nae 7e ist. Aus ähn- 





lichen Gründen ist f(æ<+ 0c) positiv oder negativ, je nachdem e x ) posi- 
tiv oder negativ ist, Ist E E oF (a) positiv, so werden die drei EN 


wenn man nur die letzten zum berücksichtigt, folgende Gestalt haben: 
le — 0a] = ....+— 
[a] = + 0 
[14-92] 2 ....--H- 
negativ, so hat man: 
[e +ou] 2... — eb 
[x] = ....— 0 
lo -- 9 «| E 00 —— 


Ist of a, 
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In jedem Falle ist in der Zeichenreihe [+04] ein Zeichen- 
wechsel weniger als in der Zeichenreihe [«—da], sobald f(a) 
=0, d.h. « eine Wurzel der gegebenen Gleichung ist. 
78. 

Ist aber & keine Wurzel der Gleichung, also f(«) nicht Null, dage- 
0" f (e) 
De | 
man substituirt wieder allmählig statt c die Werthe «—da, a, z4- oc, 
so wird man auch in diesem Falle 0x so klein annehmen können, dais 
alle correspondirende Zeichen der drei Reihen: 

[@— 22], [a], [a+] 

gleich sind, bis auf die drei Zeichen, welche durch die Substitution der drei 





gen irgend eine andere Function und nur diese, gleich Null, und 


Werthe in SUAE] entstehen. Man hat daher nur nöthig, die drei auf ein- 


Q x 
ni f£ / 4 A n—l 
ander folgenden Functionen n) , u ), : 5 = 


man wissen will, wie sich die drei Zeichenreihen [a — 9 «], [a], (« 4- 9«1 


zu betrachten, wenn 











gegen einander verhalten. Die Function DES ist negativ oder po« 
sitiv, und die Function — of ee 2 positiv oder negativ, je nachdem ? " ae (o) 


positiv oder negativ ist, die die = PACA kann aber ebenfalls positiv 
a 





oder negativ sein, Hierdurch entstehen vier verschiedene Combinationen. 





Ant 1 n-—l 
Sind © EPA und DPA CI beide positiv, so hat man, wenn man nur die 


nt n n— 
den Functionen à 3 sie AC) oe : ao ee entsprechende Zeichen nieder- 





schreibt: 
[s — 9 «] = etl fa... 
jaj = ::..#+0 +.... 
[e+Oa] = ....+++.... 
Sind a AC und -— beide negativ, so hat man: 
[a — Ou] = ...— + —.... 
fale a 0 a. 
le +00] =... —— —.... 
In diesen zwei Fällen hat also [z --9 «| zwei Zeichenwechsel weniger als 
[a — da]. Ist a E fuo negativ, En a positiv, so hat man: 
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fa—Ca] = ....—+++.... 
[ze eL 
RER 
on Ar y 
Ist oe positiv, LP negativ, so hat man: 


[a — 02] =....-——.... 
(us. Deren 
fa+ 9x] =... LL —..., 
in den zwei letzten Fällen enthält also [x +öa] eben so viel 
Zeichenwechsel als [a—0e). 
79. 

Es soll our der Fall betrachtet werden, wenn mehr wie eine Func- 
tion durch die Substitution des Werthes & Null wird, und zwar nehme mau 
zuerst an, dafs die e auf einander folgenden Functionen, 

fe) peg) re) 
dar 3 "Óq— "s VAS "are | 
(unter welchen sich aber f(x) nicht befindet), und nur diese Null werden. 
Bildet man die drei Zeichenreihen: 


[e— dal, [a], [a+da], 
so kann man da so einrichten, dale die correspondirenden Functionen, die 
An f( 
. C LG . . 
der Function in vorausgehen, und eben so die correspondirenden Func- 


A à " Qe 
tionen, die auf die Function E Ele = folgen, in den drei Reihen gleiche 





Zeichen haben. Um also zu finden, wie sich die Zeichenreihe in ihrem 


Ubergange von [æ— da] zu [æ<+ 04] ändert, braucht man nur die den 
Functionen 








tif). 6" f(x) ar f(x) 
a NTM (dnas ee 
entsprechenden Zeichen zu betrachten. Man hat 
c'fia+oa ^ 9 f(a 
AE redo ou. tes f e 
C (x fa} "Dart } 
flat ON) _ (Ga)? artif(a) 
Cart er 9 ° Gai Tee 
O"—f(a--O«m) ^ (da)? ENDE 
Ca"? DING RET OE ee za 
airs o) = Q'H f(a) 


— ae — 


1 
| 


" Segre 


Qo 
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av fa—da) __ {Ca} an +1 f (e) 
en vetu 
ertfia—Ga) _ (0e att f(a) 
gan? we te 


> e LI . e . e. * % 





mr nam meer 


Ist e eine gerade Zahl, UE cute positiv, so hat mon daher: 
[e— da] = ....F-—+—....4—+4 
[ait coe pmO VO EON eo 090- 0 4 
[nén] = bpp pets 
und ist A Ke) negativ, so hat man 
[t— On} = ...— + — +... + + 
Fo RER 202070, OU Ub 
= i: 


[o + ao) 


In jedem Falle bat also 
Ist aber e eine ungerade Zahl, so kommt es darauf 


ord Ed 


ersten Falle hat Tm 8a] e +t Zeichenwechsel , 


niger als [a — da]. 
Q"t!f(«) 
dam ou 


an, ob 


Zeichenwechsel weniger als [a — du]. 


beide positiv, so hat 


e 9 0 e t c — — 0 0 


die Zeichenreihe [o + 0 4] e Zeichenwechsel we- 
gleiche oder ungleiche Zeichen haben. lm 


im zweiten € — 1 


i Pa dé 
Denn sind ate) und m 


man: 


[n — 69a] = ....-—4- —.... + + — +. 
lata] =... ++++ +++ ++. 
und sind beide negativ, so hat man: 
[a—da] =... —+< +4... — ++ —., 
[u+ da] = ...— — — —... — > 
n+ig/ gm: 
Ist dagegen 2-70 positiv, und el negativ, so hat man: 
le—-dal=....+— + —...+- + — — 
[n 92] = pttee ++ tt— 


ie 


und ist es 


lo — ca] = 
[a 4- ea] =. 


negativ, 


ne # (ce) 


und ZU positiv, so hat man 


ne-0 


pepe eee, 
EE D 


80. 


Es ist noch der allgemeine Fall zu betrachten, wenn an verschie- 
denen Stellen der Foige (4.) verschiedene Gruppen von Functionen Null 
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werden, z.B. an einer Stelle e Functionen, an einer anderen e, Functio- 
nen u.s.w. Dieser Fall kann leicht auf den vorhergehenden zurück ge- 
führt werden; man braucht nemlich nur jede der verschwindenden Gruppen 
für sich zu betrachten, Will man daher wissen, wie viel Zeichenwechsel 
[+a] weniger hat als [«— O0 «], so betrachte man zuerst die Gruppe 
von e Functionen. Ist e eine gerade Zahl, so finden sich eben deswegen 
in [x 9«] e Zeichenwechsel weniger als in |g — 9], ist e ungerade, so 
hat [a+ 94] e+1 oder e— 1 Zeichenwechsel weniger. Eben so wird die 
Zeichenreihe [a 4-9 *] wegen der Gruppe von e, Functionen, nach Um- 
stinden e,, e,+1 oder e,—1 Zeichenwechsel weniger als [z— 00] 
haben u. 8. We 

Es wird hier immer vorausgesetzt, dafs f(x) nicht unter den ver- 
schwindenden Functionen ist, weil sonst die Gleichung gleiche Wurzeln 
hütte, gegen die Voraussetzung ($. 78.). 

81. 

Aus dem Vorhergehenden lassen sich nun folgende Resultate ableiten: 

1. Zwischen dem Werthe x» — —oo und dem Werthe x — oo ver- 
liert die Zeichenreihe rm Zeichenwechsel ($. 76.). Substituirt man daher 
nach einander die Werthe c, ß, statt x, so können die zwei Zeichenrei- 
hen [a], [@] nur höchstens um 7 Zeichenwechsel verschieden sein. 

IL. Die Anzahl der Zeichenwechsel kann, wenn man immer grö- 
[sere und grüfsere Werthe (mit Rücksicht auf des Zeichen) statt x sub- 
stituirt, nie zunehmen, die einmal verlorenen Zeichenwechsel kónnen bei 
keiner späteren Substitution wieder erscheinen. : 

IH. Liegen zwischen den Werthen «=a und x — f, n unter ein- 
ander verschiedene reelle Wurzeln der Gleichung &, @, a3, ...., so muls 
[2] wenigstens n Zeichenwechsel weniger haben als [x], denn [o,4-90,] 
hat einen Zeichenwechsel (wenigstens) weniger als [u— du] ($. 77.); 
eben so hat [a,4-0c,] einen Zeichenwechel weniger als [æ,—-0 &,] u. s. w. 

IV. Hat daher [D] nicht weniger Zeichenwechsel als 
[a], so kann zwischen u und ß keine Wurzel liegen; hat aber 
[Bj » Zeichenwechsel weniger als [a], se können zwischen a 
und ß nur 2 Wurzeln ligen. 

V. Man darf aber aus dem Umstande, dafs [8] 7 Zeichenwechel 
weniger als [a] hat, nicht schließen, dafs zwischen & und ß auch wirk- 
lich 7 reelle Wurzeln liegen, weil das Verschwinden der Zeichenwechsel 
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auch dadurch entstanden sein kann, dais eine oder mehrere der in der 
Folge (4.) enthaltenen Functionen durch einen zwischen & und ß liegen- 
den Werth Null geworden sind, ohne dafs f(x) durch die Substitution 
eines solchen Werthes Null wird. So viel ist aber gewils, dafs wenn 7 
eine ungerade Zahl ist, zwischen & und 2 wenigstens eine reelle Wur- 
zel liegt, weil, wenn eine oder mehrere der in der Folge (4.) enthaltenen 
abgeleiteten Functionen Null werden, nur eine gerade Anzahl von Zeichen- 
wechseln verschwinden kann ($. 78., 79., 80.). 

VI. Da das Verschwinden eines Zeichenwechsels immer auf eine 
reelle Wurzel deutet, so müssen nothwendig durch die Substitution irgend 
eines Werthes zwei Zeichenwechsel auf einmal verschwinden, sobald der 
Gleichung zwei reelle Wurzeln fehlen, d.h. sobald sie zwei imaginüre 
Wurzeln hat, und es müssen überhaupt so viel Paare von Zeichenwechseln 
verschwinden, als die Gleichung Paare von imaginären Wurzeln enthält. 

VII. Weifs man mit Gewifsheit, dafs zwischen den Grünzen & und 
ß keine reelle Wurzel liegt, und hat [2] 27 Zeichenwechsel weniger als [c], 
so folgt daraus, dafs die Gleichung wenigstens 27 imaginäre Wurzeln hat. 
ist daher irgend ein Werth o keine Wurzel der Gleichung f(x) = 0, d. h. 
mit anderen Worten, liegt zwischen a — 02a und & +0 a keine Wurzel die- 
ser Gleichung, und hat [a +6] 272 Zeichenwechsel weniger ais [o — a}, 
so folgt hieraus, dafs die Gleichung wenigstens 27 imagináre Wurzeln hat. 

82. j 

Die Frage, wie man die Gräuzen, innerhalb welcher die Wurzeln 
liegen, finden kann, ist durch das Gesagte vollständig gelöst, uad wird 
praktisch am leichtesten auf folgende Weise erledigt. Man gehe von dem 


Werthe x = 0 zuerst rückwärts, und setze allmählig x = — 1, 2 = — 10, 
æ——10 u.s. w., bis man an einen Werth x = —10" kommt, der so 


beschaffen ist, dafs [— 10"| nur Zeichenwechsel enthält; zwischen — oo 
und — 10” kann also keine Wurzel der Gleichung liegen. Daun setze 
man x =1, x—10, z-—10' u.s. w., bis man an einen Werth 10' kommt, 
der so beschaffen ist, dafs [10'| nur Zeichenfolgen euthält; zwischen 10 
und oc kann wieder keine Wurzel liegen, vielmehr müssen alle Wurzeln 
zwischen — 10" und 10' enthalten sein, Man vergleiche daher jede zwei 
der auf einander folgenden Zeichenreihen [— 10"] und [—10^71, [—10"7] 
und [—10'77] bis [—10'7] und j| —10/]. Haben zwei solche auf einander 
folgende Zeichenreihen dieselbe Apzahl von Zeichenwechseln, so liegt keine 
Crelle’s Journal.d M. Bd. XL Hft. 2. 20 
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Wurzel zwischen ihnen; diese Zwischenriiume werden nicht weiter beach- 
tet; hat die zweite Zeichenreihe einen Zeichenwechsel weniger als die 
erste, so liegt eine reelle Wurzei zwischen den entsprechenden Gränzen, 
hat die zweite eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln weniger als die 
erste, so liegt wenigstens eine reelle Wurzel zwischen diesen Gränzen, 
ist aber die Anzahl dieser Zeichenwechsel eine gerade, so ist es zweifel- 
haft, ob dieser Umstand auf eine gerade Zahl reeller Wurzeln oder auf 
eine Anzahl imaginärer Wurzeln deutet. 

Es kann auch vorkommen, dafs die Zeichenreihe, die einem Werthe 
a entspricht, nicht unmittelbar mit einer anderen verglichen werden kann, 


n n—1 
weil einige der Functionen re) , carie) u 8, w. durch die Substitu- 


Oa” 
tion 2==& Null werden. In diesem Falle nimmt man statt « einmal 
a—da, und dann a+0u, {a—¢a] und [a+Ca] werden wieder voll- 
ständige Zeichenreihen sein. Will man daher [v] mit einer Zeichenreihe 
[8 “il vergleichen, die einem Werthe ,<{« entspricht, so nimmt man statt 
[a] die Zeichenreihe [a — 9 2], will man aber [c] mit einer Zeichenreihe 
[2] vergleichen, die einem Werthe 6 — « entspricht, so nimmt man 
[a+ da] statt [a]. 


83. 

Es ist einleuchtend, dafs man durch das im vorigen $. angegebene 
Verfahren, welches in der Folge, der Kürze halber, das Theorem (4.) hei- 
(sen soll, die Grünzen, innerhalb welcher alle Wurzein liegen, mit Sicher- 
heit finden kann; es giebt aber keinen sicheren Aufschlufs über die Natur- 
der Wurzeln. im Gegentheil bleibt es in den meisten Fällen ungewils, 
ob die durch den Unterschied in der Anzahl der Zeichenwechsel ange- 
deuteten Wurzeln reell oder imaginür sind. Es mufs also die Frage ge- 
löst werden, wie man die reellen Wurzeln von den imaginären unter- 
scheiden kann. Es ist einleuchtend, daís diese Frage nicht dadurch ent- 
schieden werden kann, dafs man statt der schon gezogenen Grünzen a, (2, 
engere a,, D, zieht. Denn liegen z.B. zwischen & und ß zwei imaginäre 
Wurzeln, so dafs [2] zwei Zeichenwechsei weniger ais [c] hat, so wird 
auch [2,] zwei Zeichenwechsel weniger als [a,] haben; so lange man aber 
über die Natur der Wurzeln ungewifs ist, kann man nichi wissen, ob dies 
"nieht daher rührt, dafs die Gleichung zwei reelle Wurzeln hat, die zwi- 
schen a, und f, liegen, und dieser Zweifel würde bleiben, wie enge auch 


4 
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die Gränzen gezogen sind. Man findet aber bald, dafs jede genaue Ni- 
herungsmethode, d. h. jede, welche lehrt, wie man sich mit Sicherheit dem 
wahren Werthe der reellen Wurzeln, wenn solche vorhanden sind, immer 
mehr nähern kann, nothwendig auch auf die Entdeckung der imaginären 
Wurzeln führt. Sobald nemlich das Theorem (4.) gegeben ist, so sind 
mit demselben auch eine unendliche Menge genauer Nüherungsmethoden 
gegeben, die sich im Grunde nur durch die üufsere Form unterscheiden, 
die sie dem Werihe der Wurzeln geben. Denn hat man durch das Theo- 
rem (4.) gefunden, dafs eine oder mehrere Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 
zwischen den Grünzen « und D enthalten sind, so ist a ein Niüherungs- 
werth von x. Setzt man den nocn unbekannten Theil des Werthes der 
Wurzel = »,, so kann man x als eine Function der Grifsen a und x, 
ansehen und daher x == F(o,2,) setzen. Substituirt man diesen Werth von 
x in f(x)-—0, so erhält man eine neue Gleichung Q(x,) — 0, und man 
kann, vermóge des Theorems (4.) wieder Grünzen &,, 2, bestimmen, in- 
nerhalb welcher x, liegt. Setzt man alsdann x, == (a, , x) und substituirt 
diesen Werth in Q (z,) — 0, so erhält man eine neue Gleichung x (x) = 0, 
und man kann wieder, vermöge des Theorems (4.), die Gränzen bestim- 
men, innerhalb welcher x, liegt, und auf diese Weise kann man sich dem 
wahren Werthe von x immer mehr nähern. Die Frage, wie man sich 
dem wahren Werthe einer Wurzel immer mehr nähern kann, kommt 
also darauf zurück, mit Hülfe des Theorems (.4.) einen continuirlichen 
Ausdruck zu finden, der sich der Wurzel desto mehr nähert, je mehr 
Glieder desselben man zusammen nimmt. Da es aber unendlich viele 
continuirliche Formen giebt, so giebt es auch unendlich viele Nüherungs- 
methoden; die Hauptformen sind auch hier wieder die unendlichen Pro- 
ducte, die unendlichen Reihen und die Kettenbrüche. Hat man nun ver- 
möge des Theorems (4.) gefunden, dals zwischen den Zahlen « und Q, 
2 Wurzeln der Gleichung angedeutet werden, so muls jede genaue Nähe- 
rungsmethode, wenn man sie unter der Voraussetzung anwendet, dafs 
n reelle Wurzeln vorhanden sind, auch 7 reelle Werthe liefern, wenn die 
Voraussetzung richtig ist; liegen aber zwischen « und 2 weniger als 7 reelle 
Wurzeln, so mufs die unter einer falschen Voraussetzung angewandte Me- 
thode, indem sie 2 Werthe zu entwickeln sucht, nothwendig auf einen 
Widerspruch, auf etwas Ungereimtes führen, und gerade darin liegt das 
Kennzeichen der imaginären Wurzeln. 
20 * 
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84. 

Eine der bekanntesten Auflósungsmethoden, die Newtonsche, be- 
ruht auf der Entwickelung der Wurzeln durch eine unendliche Reihe. Es 
sind aber noch eine Menge anderer Auflösungsmethoden möglich, die sich 
auf dieselbe Entwickelungsart gründen, und nur durch die Form, die man 
der unendlichen Reihe giebt, von einander verschieden sind. Sie führen 
alle, sobald man das Theorem (4.) zu Hülfe nimmt, eben so sicher zum 
Zwecke, wie die Newtonsche Methode, wenn auch nicht alle eben so 
schnell. Eine der einfachsten dieser Methoden ist z.B. folgende. Wir 
wollen zuerst annehmen, es sei ein rationaler Bruch, z. B. = gegeben, der 
in eine Reihe verwandelt werden soll, so kann dies auf folgende Weise 


geschehen. Man suche zuerst die grüfste ganze ans die in diesem Bruche 


enthalten ist. Diese ist hier 3, man hat oo 34-1. Man suche nun zwei 


Brüche =, = , zwischen welchen E enthalten ist (7 bedeutet eine 
ganze gs Man findet vli und zwar waste, eben 80 tee 
a s i en Lu 98 1 1 1 
ae NUS ASS 
Ganz auf dieselbe Weise kann man den rationalen oder irrationalen Werth 
der Wurzel einer Gleichung entwickeln. Es sei die Gleichung 
(a) Ax" Aa LA a Lee An = 0 
gegeben. Man habe durch das Theorem (4.) zwei Zeichenreihen [a] und 
[9] gefunden, so beschaffen, dafs [a] nur einen Zeichenwechsel mehr ent- 
hält als [3], so liegt also a & und (? eine Wurzel der Gleichung («.). 
Man setze nun xad + 3 , substituire diesen Werth in (c.) und bilde 
die neue Gleichung 
(0) 3E END: 
Die Grifse x, mufs nothwendig positiv und grölser als die Einheit, oder 
== 4 sein, Man suche nun durch das Theorem (4.) zwei ganze positive 
en m = m --1, zwischen welchen x’ liegt, alsdann setze man x = 


a Tun + > und bilde, indem man diesen Werth in («.) substituirt, 
*) Es wird hier vorausgesetzt, dafs « und / positive Zahlen sind, wären sie 


negative, so würde man a = LE ee setzen. 
, 
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die neue Gleichung 

(c)  €(x,) — O0 (zx, mufs wieder >1 sein). 
Man bestimme wieder durch das Theorem (.4.) die zwei ganzen positi- 
ven Zahlen 77, und m,+1, zwischen welchen x,, liegt, so hat man 


1 1 1 . 
x= «+ ni de Fi. d aD und indem man dasselbe Verfahren fortsetzt, 


so kann man den Werth von x so genau, als man es wünscht, erhalten, 
Sollte aber [z] mehr als einen Zeichenwechsel mehr als [2] enthalten, so 
würde der Zweifel entstehen, ob dieser Unterschied in der Anzahl der 
Zeichenwechsel auf reelle oder imaginüre Wurzeln deutet. Die Fort- 
setzung der Entwickelung entscheidet aber hierüber immer mit Sicherheit. 
Da es hier nicht unsere Absicht ist, diese Auflösungsmethode in allen ihren 
Einzelnheiten zu verfolgen, so wollen wir nur den besonderen Fall betrach- 
ten, wenn [vo] zwei Zeichenwechsel mehr hat als [O], da sich ohnehin 
von diesem Falle auf die übrigen leicht schliefsen Kifst. Es entsteht also 
der Zweifel, ob zwischen & und (2 zwei reelle Wurzeln enthalten sind, 
oder ob zwei imaginüre angedeutet werden. Sind beide Wurzeln reeil, 
so muls auch die Gleichung (4.) zwei reeile Wurzeln haben. Findet man, 
dafs die Wurzeln dieser Gleichung nicht zwischen denselben Gränzen m 
und 7;--1, sondern zwischen verschiedenen Grünzen m und m—+1, M 
und M--1 liegen, so sind auch die Wurzeln der Gleichung («.) getreunt, 
und daher reell; hat dagegen (b.) keine Wurzel, die >1 ist, so folgt dar- 
aus, dafs die zwei Wurzeln der Gleichung («.) imaginär sind. Nur in dem 
Falle, wenn auch die beiden Wurzeln der Gleichung (5.) zwischen den 
Grünzen m und z + 1 liegen sollten, bliebe die Natur der Wurzeln zwei- 
felhaft. Mau bilde alsdann die Gleichung (c.). Sind die Wurzeln der Glei- 
chung (a.) reell, so mufs auch (c.) zwei Wurzeln haben, die >1 sind; 
sucht man daher die Gränzen der Wurzeln der Gleichung (c.) und findet, 
dafs sie >1 und getrennt sind, so folgt daraus, dafs die Wurzeln der 
Gleichung (a.) reell sind, hat (c.) nicht zwei Werzeln die >1 sind, so sind 
die Wurzeln der Gleichung («.) imaginär; sollten aber die Wurzeln der 
Gleichung (c.) zwischen denselben ganzen positiven Zahlen 77, und #7, +1 
enthalten sein, so mufs man wieder eine neue Gleichung (d.) bilden, und 
indem man so fortfährt, mufs man nothwendig dahin kommen, die Wur- 
zeln zu trennen, oder zu erkennen, dafs sie imaginür sind. 
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Es sei z. B. die Gleichung: 
f(x) = x +22’ —I3r+2=0 
gegeben. Hier bat man: 
fie) = x +9x— 3x +2, 


DO — 3a! da — 8, 





Ce) = Ga +4, 


C 500 
cei Ao da 6 


ox 3 
und [—10] = +—+— 
-1=+-—+ 
[0] + ++ 
[fj e ++++ 


Es liegt also eine Wurzel zwischen — 10 und — 1. Zwei Wurzeln werden 

zwischen O und 1 angedeutet, Um zu entscheiden, ob sie reell oder imagi- 
^ 1 * ^ e ; * 

när sind, setze man x» --0-]- — und substituire diesen Werth in f(x), so 


erhült man die neue Gleichung: 
F(zx,))-2x,—32z,-L-2x,-4-1 = 0. 
Hier hat man 





oF(x,) : : 
c = 6x; —6Gx, +2, 
Oo ice) n 
€? F(æx;) fic 
ee go 
folglich ist 
| [1] =+++4++4 


Es liegt also zwischen 1 und oo keine Wurzel der Gleichung F(x,)= 0, 
d. h. die Wurzeln dieser Gleichung sind zwischen — > und 1 enthalten, 
folglich sind die Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 imaginär *). 
0085: 
Der Gebrauch der unendliehen Producte zur Auflösung der Glei- 
ehungen soll nur an einem ganz einfachen Beispiele gezeigt werden. Es 
soli die Gleichung: 





*) Vergl. Analyse des équat. pag. 125. 
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aufgelöst werden. Man weiß hier auch ohne Hülfe des Theorems (4.), 


dafs ein Werth von x zwischen 1 und 2 liegt, also woz. Man setze 
n) 

nun y, so hat man: 

2 


RS 


o, 


> 3:102 AP «D. : 
also Yi 3 und XR Man setze x = THF» 0 ist 
16x? — 450 = 0, 
vd An >» 226 N I 6; 
also Ty y ‚folglich MT epo man setze = Tr. 


Fährt man auf diese Weise fort, so findet man: 


moo FU 6 1010 it 
x = Mes 33 ns 70044 7.7 eee V2; 


ein Resultat, das man schon lange auf indirectem Wege gefunden hat *). 
86. 

Will man die Wurzel durch einen Kettenbruch ausdrucken, so 
kann dies wieder auf sehr verschiedene Weise geschehen, je nachdem 
man diesem Kettenbruche eine oder die andere Form giebt. Am vortheil- 
haftesten ist es, die Form des Kettenbruchs so zu bestimmen, dafs alle 
Theilzähier der Einheit gleich, und alle T'heilnenner positive ganze Zahlen 
sind. Denn diese Kettenbrüche haben, wie schon früher gezeigt wurde 
($. 15.), die Eigenschaft, dafs die Näherungswerthe, die man aus densel- 
ben erhält, dem wahren Werthe näher sind, als jeder andere Bruch, des- 
sen Nenner nicht grifser als der Nenner des Näherungswerthes ist. Man 
bat daher schon lange diese Kettenbrüche angewandt, um die Aufgabe zu 
lösen, wie man zu einem Bruche mit sehr grolsem Zähler und Nenner 
andere kleinere Brüche finden kann, die sich dem Werthe desselben so 


viel als möglich nähern **). Ist nemlich ein Bruch E gegeben, so kann 





*) Vergl. Euler Introd. in an. inf. pag. 147. 

**) So viel man weils, war Hugenius der erste, der die Kettenbrüche zur 
Lösung dieser Aufgabe anwandte, in seiner Abhandlung: De automato planetario. 
Die dort beschriebene Maschine wurde im Jahre 1682 ausgeführt (s. die Vorrede zu 
Hugen. Opusc. posth. Lugd. 1703). Wallis bat dieselbe durch ein viel schwieri- 
geres Verfahren gelöst; sie wurde ihm im Jahre 1663 oder 1664 von einem Edward 
Davenant vorgelegt ( Wallisii Algebra cap. 10. Oxon. 1693, anglice ed. 1685 ). 
Wallis mufs damals (1693) von Hugenius Arbeit Nichts gewufst haben, denn er 
sagt: ,, quia non video quempiam eandem rem ex professo tractasse.” Durch Wallis 
Methode erhält man sowohl die Hauptbrüche als die eingeschalteten Nebenbrüche 
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man denselben leicht in einen Kettenbruch der verlangten Art verwandeln. 


Es sei a die grölste in = enthaltene ganze Zahl, so dafs 4 = « B --C und 


C<B ist, ferner «e, die grölste, in dem Quotienten a enthaltene ganze 


Zabl, so dafs B — ¢,C-+-D ist, eben so sei C — e, DHE u. s. w., so hat man 
A 1 
res a +- "s ($ 2.) 


oda bte. 





(S. 13. und 15.): so findet er als Näherungswerihe des Bruches UE die Brüche 
o 


L . = . E .. 1 
a d ah 2, ...., die grófser als der wahre Werth sind, und die Brüche 7’ 2, 


2 à 2 i 253 sae +++, die kleiner als derselbe sind. Sucht man die Nihe- 
rungswerthe nach Hugenius Verfahren, so hat man: 

8376571 == 3.2684769 + 322264, 

2684769 = 8, 322264 + 106657, 

322264 — 3. 106657 + 2293, 
der Anfang des Kettenbruchs ist also 





1 
0+ i 
34 —À4 
SH stp d 


und die ersten Näherungswerihe 
023.0 0413 EI E P ag SIL 
43" 315 5:531 8 EU mn SE STE ju TE 
Als eingeschaltete Nebenbrüche erhält man 








1.140 1 2140 2 3140 3 4140 4 5140 5 6.140 _ 6 
13:i A? 23410 75.3.9451 01027. 4.311 $43 °0582102.102 531 000% 
"DET ic Om se SEM PEAS baad 
Eee M GU Tope 6 a ond EOS 


Es läfst sich hiernach vermuthen, dafs schon Davenant Hugenius Verfahren 
apgewandt hat, denn Wallis sagi: ,,sed et Davenantius methodum habuit ipse 
hujusmodi approæimationes, non omnes quidem, sed praecipuas investigandi.” 
Bedenkt man nemlich, dafs die Theorie der Nebenbrüche erst durch Lagrange 
CMém. de Vac. de Berlin 1767) entwickelt worden ist, so wird es sehr wahrschein- 
lich, dals Davenant nur die Hauptbrüche auf dieselbe Weise wie Hugenius 
fand, und dafs gerade diese Wallis praecipuas nennt, Euler scheint Huge- 
nius Aufsatz gar nicht gekannt zu haben, und von selbst auf dieselbe Methode ge- 
kommen zu sein; er erwähnt überall nur Wallis Auflösung im Gegensatz zu der 
seinigen. So z.B. (Nov. comm. ac. Petr. T. 11.) in dem Aufsatze: De usu nov. algor. 
8.7. sagt er: ,.quod problema olim feliciter a Wallisio solutum equidem quoque jam 
dudum. per fractiones continuas mulio commodius expedivi. Man vergleiche auch den 
Aufsatz: De fractionibus continuis S. 14. in Comm. ac. Petr. T. 9. und Introd. in an. 
inf. §. 382. Keinesweges aber hat Wallis, wie Waring sagt ( Meditat. algebr. 
pag. 178.), die Hugenius’sche Methode erfunden. 
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und wenn man die Näherungswerthe dieses Kettenbruchs entwickelt, so 


erhält man Brüche, die dem Werthe 7; näher kommen, als jeder andere 


Bruch mit nicht grüfserem Nenner. 

Aufserdem hat man bei Anwendung dieser Kettenbrüche zur Be- 
stimmung der Wurzeln den Vortheil, dafs jede zwei auf einander folgende 
Nüherungswerthe Gränzen sind, innerhalb welcher die Wurzel liegt, da 
diese Näherungswerthe abwechselnd grófser oder kleiner sind, und man 
daher die Grünzen des Fehlers bestimmen kann, den man begeht, wenn 
man statt des wahren Werthes einen Nüberungswerth nimmt (6$. 15.). 
Die Kettenbrüche, deren Zühler der Einheit gleich und deren Nenner ganze 
positive Zahlen sind, haben einen irrationalen Werth, wenn sie ins Unend- 
liche fortlaufen ($. 64. I.). Ist daher die Wurzel einer Gleichung ratio- 
nal, so mufs der ibr entsprechende Kettenbruch nothwendig irgendwo ab- 
brechen und ein endlicher sein, läuft der Kettenbruch ins Unendliche fort, 
so folgt daraus, dafs die Wurzel irrational ist. 


87. 
Man nehme nun zuerst an, dafs die gegebene Gleichung: 
(a) f(x) = Aa + dix +... + 4, 

nur reelle Wurzeln enthält. Man suche also vermittelst des Theorems 
(A.) die Grünzen, innerhalb welcher die Wurzeln enthalten sind, die nur 
um eine Einheit verschieden sind, diese Gränzen seien a und e +1. 

Es soll nun zuerst der Fall betrachtet werden, wenn zwischen die- 
sen Gränzen nur eine Wurzel liegt; es ist also & ein Nüherungswerth dic. 


> 1 . LJ . 
ser Wurzel. Man setze daher x — Qt » wenn @ positiv ist, und x == 
: | 
1 B * . . e ° 7 ee 
a——, wenn a negativ ist. In jedem Falle ist also x, positiv und grü- 
Ty 


I z 1 : 
[ser als 1. Substituirt man den Werth «+ — statt x in der gegebenen 


£ 


Gleichung, so erbält man eine neue Gleichung 

(^.) F(a) = 0. 
Diese Gleichung kann nur eine reelle positive Wurzel haben, die grö- 
fser als 1 ist, denn hätte sie zwei x, und x,, so hätte auch x zwischen 


ae . 5 í 1 * 
den Gráozen @ und a--1 zwei reelle Wurzeln a+—, «t —, gegen die 
, 1} 


Voraussetzung. Man bestimme wieder die Gränzen e, und a,4-1, zwischen 
| L p 1; r . 
welchen x, liegt, und setze x, — a, Ar Substituirt man diesen Werth in 
2 
Crelles Journal d. M. Bd. XI. Hft. 2. 2] 
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(5, so erhält man eine neue Gleichung: 
(e) Pix) = 0. 
Diese Gleichung kann ebenfalls wieder nur einen reellen positiven Werth 
haben, der grófser als 1 ist. Man kann wieder seine Grünzen «c, und a,+1 
bestimmen, und indem man so fortfährt, erhält man den Näherungswerth: 
x = F(a+i:e,-+ 1:a +etc.) 

Sind aber zwischen den Grünzen a und a-++1 mehr als eine reelle Wurzel, 
allenfalls 2 reelle Wurzeln enthalten, so haben diese alle den gemeinschaft- 
lichen Näherungswerth a. Setzt man daher 

= a+ = ; 
so muls die dadurch entstehende Gleichung: 

(^) Fx) — 0, 
n Wurzeln haben, die positiv und grófser als 1 sind. Hätte sie mehr oder 
weniger, so würde auch x mehr oder weniger als 7 reelle Wurzeln zwi- 
schen den Grünzen a und a+ 1 haben, gegen die Voraussetzung. In der 
Regel wird nun jede Wurzel der Gleichung (2.) von den übrigen getrennt 
und zwischen besonderen Grünzen e, und a,--1, 6, und 5,-4-1, c, uud 
e+1 u.s. w. enthalten sein. Man verführt alsdann mit jeder dieser Wur- 
zeln wie man früher mit x verfuhr, indem man durch die Substitutionen : 
r= ate, m= b+, = ad EG 

n Gleichungen erhält, deren jede nothwendig nur eine reelle Wurzel, die 
grölser als 1 ist, haben kann und mus. Hierdurch findet man, indem 
man die Entwickelung weiter fortsetzt, die z Werthe von x so nahe als 
man will. Sollten aber von den 2 Wurzeln der Gleichung (2.) z. B. 
n-— 7: Wurzeln zwischen denselben Gränzen c, und a,-]-1 enthalten sein, 
d.h. hat die Gleichung («.) eine Anzahl 2 —72 von Wurzeln, deren Werthe 


mit den Gliedern rino anfangen, so substituire man nur wie früher statt 
I 


x, den Werth a in (5.). Die dadurch entstehende Gleichung 

"ni (ot Pa 
muls noihwendig 2— 77 reelle positive Wurzeln haben, die grófser als 1 
sind. In der Regel werden diese Wurzeln getrennt sein, d. h. jede wird 
zwischen zwei besonderen Grünzen a, und ¢,-+1 liegen. Sollte dies aber 
nicht der Fall sein, vielmehr 24 — » Wurzeln zwischen denselben Gränzen 
a, und @,-+ 1 enthalten sein, so dafs die Gleichung (a.) n —r Wurzeln hat, 
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deren Werthe mit a + 1 


a, 





anfangen, so substituire man wieder in (c.) 


a5 


statt x, den Werth ARS um eine neue Gleichung 
3 


(d) Ye) = 
zu bilden. Hierdurch mufs man zuletzt auf eine Gleichung kommen, in 
der alle Wurzeln getrennt sind, d. h, jede besonders zwischen zwei gan- 
zen Zahlen liegt , die nur um eine Einheit verschieden sind, da nach der 
ursprünglichen Voraussetzung die gleichen Wurzeln RE STORE sind 
also die den verschiedenen Wurzeln entsprechenden Kettenbrüche noth- 
wendig bei irgend einem Theilnenner anfangen müssen, von einander ver- 
schieden zu sein. Sobald aber die Wurzeln getrennt sind, so ist das Ver- 
fahren dasselbe, wie in dem Falle, wenn gleich von Anfang an nur eine 
Wurzel zwischen den Gränzen « und @-+1 liegt, welcher Fall schon er- 
ürtert worden ist. 
88. 

Bildet man die Gleichung (4.), indem man unmittelbar in («.) überall- 
statt x den Werth + substituirt, und verfährt man anf ähnliche Weise 
bei der Bildung der Glächungen (c.), (d.) u.s. w., so wird die Rechnung 
weitliufis, Man kann aber auf eine bequemere Weise die Coefficienten 
der Gleichung (5.) aus der Gleichung (e.), und eben so die Coefficienten 
jeder der folgenden Gleichungen (c.), (d.) u. s. w. aus der unmittelbar vor- 
hergehenden finden. Bekanntlich ist 


; " = D g?. a 
(+ y) = x"--—— Yt ir Tee 


Substituirt man daher in der Gs (a.) 
f(x) = Ax"+ xn +... An = 0 
statt x uberall phe , so hat man 
px, a. 0°. oo” 
A(x fm zie a 25 


Dn 
+Ale sich z^ Hat) 
+ 





1.9.0 x*' m 


+ A (a7 rs ren e 


OR: 25 


æ e e * . . “ e s e e L] . e. 


= Fe WELCHE ge Pf) 1 T UTE m af) 1 


12.0x?'x 


moa” 2 


ar 
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Setzt man in dem letzteren Ausdrucke statt x überall e, so ist das Resul- 
tat dasselbe, als wenn man in der Gleichung (e.) statt x überall a+ 


^4 


gesetzt hütte, man hat also 


DES. a? Fa) 1 CEP LC) rg 11% 
f(a d) VES DER da? LRU PE m semi0a"° am a 
oder 





(b) Done tet = 0. 


.m.0u” 
Man erhält also die Coefficienten der Gleichung (b.), indem man die sue- 
cessiven Differenziale von f(x) nimmt, und dann statt x überall a substi- 
tuirt. Eben so erhält man die Coefficienten der Gleichung (c.), indem man 
die successiven Differenziale von F(x,) nimmt und dann statt x, überall 
a, substituiert u. s, w. Man bemerke noch aufserdem, dafs man die Grüfsen 


ZEN ^ ff : 
f(a), Li s VENERIS zn «+... nicht erst besonders zu berechnen 





braucht, sondern dafs sie schon wegen der Grünzenbestimmung berechnet 
sein müssen. Denn indem ntan z. B. die Grünzen a und & +1 bestimmt, 
so mufs hierzu die Zeichenreihe [c] und also auch der Werth der Grófsen 


9" f (a) pet rdi 5 . 
rs guet Ue Se We bestimmt werden. Man wird daher wohl thun, 


bei Bestimmung der Zeichenreihen unter jedes Zeichen den Zahlenwerth 
der entsprechenden Function zu setzen, wie dies auch- im Folgenden ge- 
schehen soll. 





89, 
Um das Vorhergehende durch ein Beispiel zu erläutern, soll die 
Gleichung 
(a) f(x) = 2 —7x+47 = 0*) 
aufgelöst werden. Hier hat man 
ER ELLE 0? f(x | 8 
J (z) = sim Tx +7, TE 37, ar, LIFE) — = 6, 


Kerner 


L-101 = À 6020302 

= $$ 4 5 
+ 0 — 

I0] NU 


*) Lagrange Rés. des équat. num, chap. 4. 
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AT + + je + 
Eu ie | 
ee 
AO SE 60 293,937 
Es ist also eine Wurzel zwischen —10 und —1 enthalten, zwei liegen 


zwischen 1 uud 10. Man ziehe nun die Grünzen enger zusammen, so 
findet man 


_ +—+— 
[4 = 6 244129 
y = +++ 
ie 6 Teh 1 


eine Wurzel liegt also zwischen —3 und —4. 
Ferner findet man 


also liegen zwei Wurzein zwischen 1 und 2. 
Um die Wurzel, die zwischen — 3 und —4 liegt, weiter zu ent- 
. Y « j «> ‘ | E 
wickeln, setze man x — —3-—— —, so erhält man die Gleichung 
Mera rus 6 
(— 2) Fa) — 5 mt = 0, 
2 2.3 
oder eigen | 
(bh) Wr I —1 = 0. 
Da x,>1 sein mufs ($. 87.), so braucht man nur die Zahlen, die 
vrôfser als 1 sind, zur Gränzenbestimmung anzuwenden, Man hat 
Fax) = zxi—20x,;-—9z,-—-1, 


PF (a) 
€ we, a FD 2 () 
NCC — JZ, — 40a, —9, 
0? F(x,) 

tala : 3 
CRÉES) ue 6 
Gates Xr, 

OT, 


also 


= 46 29 


a 
[20] = & go 391 181 


b dein 

6 34 
uem to 
[10] = 6 90 1091091 
+. 

6 
TATE: 
[S0] ab 


+ + + 
140 1491 8729 
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Es liegt also eine Wurzel der Gleichung (2.) zwischen 20 und 30. Nun 
hat man: 


[21] = Ar A ee 
6 86374251 
also liegt diese Wurzel zwischen 20 und 21. 
Setzt man a, = 2042 , so erhält man die neue Gleichung: 
— 18124312 + Som + = 0, 
1812, + 39125 — 40 x,— 1 = 0, 


oder 


woraus man wieder den Werth von x, bestimmen kann u.s. w.- 


Um auch die Wurzeln, die zwischen 1 uud 2 liegen, weiter zu ent- 
wickeln, setze man: 


1 
æ = À dus 
so erhält man: 


(.) x, — Aa +3x, +1 = 0, 
Fix) = x — 4x + 3x, +1, 


also 








LD = 30% — $3, 
LE = 6x, —5 | 
MN 

[f] = se 


2 

1 

Ble aah 
es liegt also eine Wurzel zwischen und 2 i eine andere zwischen A und 
3, d.h. ein Werth von x fängt mit ur 7, der andere mit 1+>- an. 


Die Wurzeln sind nun getrennt, und man kann jede besonders weiter ent- 
wickeln, je nachdem x, — 1 j- — oder x, = 24-4 setzt. 


90. 
Im vorhergehenden Beispiel wurde stillschweigend angenommen, 
dafs die zwei zwischen den Grünzen 1 und 2 angedeuteten Wurzeln reell 
Sind, es hütte aber auch sein kónnen, dafs der Verlust der zwei Zeichen- 
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wechsel auf zwei imaginäre Wurzeln gedeutet hätte, da das Theorem (.4.) 
im Allgemeinen über die Natur der Wurzeln nicht entscheidet. Es bleibt 
daher noch die Frage übrig, wie man in jedem Falle über die Natur der 
Wurzeln Gewilsheit erlangen kann. Man nehme an, es seien zwischen den 
Grünzen a und a-]- 1, ? Wurzeln der Gleichung: 
(G2) er 
angedeutet, so kann über die Natur der Wurzeln nur dann Zweifel ent- 
stehen, wenn n>1 ist. Wir wollen zuerst den einfachsten Fall betrach- 
ten, wenn n==2 ist. Man verfahre eben so, als ob man die Gewifsheit 
hätte, dafs die Wurzeln reell sind und setze daher x = a+ =. wodurch 
man eine neue Gleichung: \ 
IRRE 

erhält. Sind die Wurzeln wirklich reeil, so mufs die Gleichung (4.) zwei 
Wurzeln haben, die gréfser als die Einheit sind. Man bestimme daher die 
Gränzen dieser Wurzeln durch das Theerem (4.). Findet man wirklich 
zwei solche Wurzeln, die von einander getrennt sind, so weils man, 
dafs die Wurzeln der Gleichung (a.) reeli sind, hat aber (4.) nicht zwei 
Wurzelu, die größer als 1 sind, so folgt daraus von selbst, dafs die Wur- 
zeln der Gleichung («.) imaginär sind. Es kann nur dann ein Zweifel 
über die Natur der Wurzeln bleiben, wenn die Wurzeln der Gleichung 
(b.) wieder zwischen denselben ganzen Zahlen e, und «; +1 liegen; als- 


1 e LA 
dann setze man: DUT) wodurch man eine neue Gleichung: 
2 


(c) Pa) = 0 
erhält. Man suche alsdann wieder, ob die Gleichung (c.) zwei reelle posi- 
tive Wurzeln hat, die grófser als 1 sind. Findet man wirklich zwei solche, 
die getrennt sind, so folgt hieraus wieder, dafs die Wurzeln der Gleichung 
(a.) reell sind; findet man dafs die Gleichung (c.) keine zwei solche Wur- 
zeln hat, so sind die Wurzeln der Gleichung (a.) sicher imaginür. Hs kann 
aber auch wieder der Fall eintreten, dafs zwei Wurzeln der Gleichung 
(c.) zwischen denselben Gränzen e; und v, + 1 angedeutet werden, so dais 
0,7» d ist. in diesem Falle setze x, = ++, wodurch man eine neue 
Gleichung: j 
| (é) x(x)-9 
erhält, die man wieder wie die früheren behandelt. Auf diese Weise 
kommt man zuletzt an irgend eine Gleichung (g.), deren Wurzeln getrennt 
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sind, oder die bestimmt keine zwei Wurzeln hat, die grófser als 1 sind; 
sobald man an eine solche Gleichung gekommen ist, ist auch die Frage 
über die Natur der Wurzeln gelöst. Dafs man aber nothwendig an eine 
solche Gleichung kommen mufs, ist einleuchtend. Denn in keinem Falle 
können die Gleichungen (@), (5), (e.), (¢.) u.s. we is Unendliche fort, 
so beschaffen sein, dafs immer die zwei Wurzeln derselben, zwischen den- 
selben zwei ganzen positiven Zahlen, die nur um eine Einbeit verschieden 
sind, liegen, weil sonst diese Wurzeln irrational und gleich wären; gleiche 
Wurzeln kónnen aber, nach der Voraussetzung, nicht vorhanden sein. 
Es müssen also in jedem Falle die Wurzeln einer der abgeleiteten Glei- 
chungen so beschaffen sein, dafs sie nicht zwischen denselben Gränzen 2 
und 7 + { liegen, sondern dafs sie entweder zwischen verschiedenen Grän- 
zen « und «+1, ß und Q--1 liegen (wo a, (2 ganze positive Zahlen 
sind), oder, dafs nicht beide Wurzelu grófser als 1 sind. In der Hegel 
wird die Ableitung eiuiger Gleichungen hinreichen, um über die Natur der 
Wurzeln zu entscheiden. Zuweilen wird man viele Gleichungen ableiten 
müssen, nameutlich wenn die ersten Theilnenner in den Werthen der 
zwei reellen Wurzeln auf eine grofse Weite hin einander gleich sind, ime 
mer aber führi das angegebene Verfahren sicher zum Zweck. 
91. 

Es sei z. B. die Gleichung 

x — 3 at —24 9° +95 0°—46a—101 = 0 *) 
gegeben. Hier ist 
a) a er Ua + 054—462 — 101, 


of (x) > TUM Br 2 AL 
ee ia 9x'— 12 3? — 722 +190 2 — 46, 
Q* f (x) ane 4 or 9 AH, 
Tar) = 20 x? — 36 x^ —144 x +190, 
e de ibn - 2 0 Á 
Un persos — 60x SI — 144, 
)^ f(x) , 
o IG ge, 
Cx 
d fle ; 
—-+~ == 120, 
NER» 


Bestimmt man die Gränzen der Wurzeln vermittelst des Theorenis 
(A.), so findet man, dafs eine Wurzel zwischen — 10 und — 1, eine zwi- 





#) Analyse des équat. pag. 145. 
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schen —1 und O und eine zwischen 3 und 19 liegt. Zwei Wurzeln. wer- 
den zwischen 2 und 3 ER man hat nemlich: 


ies aah Ies aoa iy 
| 120 168 48 82 30 21 
FEES PERS ne en 
120 288 180 26 43 5 
Um zu entscheiden, ob diese zwei Wurzeln iu oder imaginär sind, setze man: 


; 24 


so findet man: 





s 3$ «0205 168 190 
a Ur rua — wi bt sage tee im == 0, 
oder ya 
dx, — 302; 4-412; + jos — T5, —1=0, 


also hat man: 
F(x) = 21zi— 307 + 4lai + Sr — 7x —1, 
SPE) = 10521— 4202 + 123a + 162, — 7, 


i 


CPE) = 4902 — 36022 + 2462, +16, 


à aia == 1260x027 — 720 x, + 246, 
9* ; 2 ) — 2520, + 720, 
ane EU HE 

in = 2520, 





RS "Me METTE 


Die Gleichung Fir, )=0 hat also keine Wurzel, die grüfser als 1 ist, folg- 
lich müssen die zwei Wurzeln der Gleichung /(x) = O imaginür sein. 


92. 

Die Betrachtung des allgemeinen Falls, wenn zwischen den Grän- 
zen a und «+1, z Wurzeln angedeutet werden, hat nun weiter keine 
Schwierigkeit. Man bilde die Gleichung: 

(5) F(x,) = 0, 
indem man statt x den Werth a+ i substituirt. Im Allvemeinen wird 


) 


man nun finden, dafs (5.) n—2r (wo r auch gleich Null sein kann) Wur- 

zeln zwischen den Gränzen 1 und co haben kann, also bat (¢.) 2r ima- 

gináre Wurzeln. Von den n—2r Wurzeln werden 7 —2r—* getrennt 
Crelle’s Jonrnal d. M. Bd. XI. Hft. 2. 22 
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sein (wo ¢ auch = O sein kann), ¢ werden zwischen denselben Gränzen 
a, und a,-]-1 enthalten sein. Um über die Natur dieser ^ Wurzeln Ge- 


wilsheit zu erhalten, setze man x, — 0, s und bilde die Gleichung: 
(EL): 

Hat (c.) £ Wurzeln, die zwischen 1 und liegen, und getrennt sind, so 

sind die fraglichen ¢ Wurzeln reell, hat (c.) keine solche Wurzel, so sind 


die ¢ Wurzeln imaginür. Sollten aber einige der Wurzeln der Gleichung . 
(e.) wieder nicht getrennt sein, so bilde man eine neue Gleichung: 


(d) a) = 0, 
und indem man so fortfährt, kommt man nothwendig zuletzt dahin, die 
‚Natur aller Wurzeln mit Sicherheit zu erfahren. Es sei z. B. die Gleichung: 
a+ a+ Ir +Ix—1 = 0*) 
gegeben. Man hat also: 
Se) = a -- af + a — 2x +LIx—1, 





Jo — = Sat+ da +Lix — 4x +2, 
FI) = 202 + 122° + 6x —4, 
CAES = 602°+ %4x +6, 
CARS UE 
due 120x + 24, 
MAC TE 
“gar = 120, 
und + — + ie 
Al: a 96 42 1810 6 
+ ++—+— 
[0] = 159 a RR 
merttttt 
120 Yi 90 34 10 2 


Hier werden zwei Wurzeln zwischen —1 und O, und drei zwischen O und 
1 angedeutet, Um zuerst die Natur der zwischen —1 und O enthaltenen 
Wurze!n zu untersuchen, setze man: 

1 


x = 0—-—, 
X, 


#) Analyse des équat. pag. 145. 
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so erhält man: 








— (- 2)’ +2(- x, — Sa) + Cr) 3 u oe s AR ,= 0, 
oder 
wi plat +++ = 
also 
Fa) == web ett Wt xx +1, 
à Fi " d x 
LES = . 9x, + 8x, +6 +20, —1, 
i 0? F(æ,) A J 
uh = Or Mah +120, +2, 
ee En = 60x? +48æ, 4-12, 
Dep) 
CE = 1200, +48, 
Or Fed) = 100. 
dx 
Hier ist 


= ++++++ 
folglich sind die zwei zwischen — 1 und O liegenden Wurzeln imaginär. 
Von den drei Wurzeln, die zwischen 0 und 1 liegen, ist in jedem 
Falle eine reell. Um die Natur der beiden anderen zu erfahren, setze 
man x04. so erhült man die Gleichung 


5 9 4 Re pie, Rs -— d 
wv? —2Q4' 4+ Qari — x — ax, —~1 = 0, 








also 
F(r,) = zi—2zxb-HF2xi— Hr —1, 
oF ; 
en = Sat— 8x + Ga — 2x,—1, 
a = 20zi—24x,-ri2x,— 2, 
0: F(x,) TM 
Fart! = 60a? 48.2, +12, 
— @) 221202, —48, 
85 F(x,) S 
Urt LO 


und man findet 


225 
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Die Zeicheureihe [1] ist unvollständig, und kann also nicht unmittelbar 
mit einer anderen Zeichenreihe verglichen werden, man mufs daher die 
Zeichenreihe [18,1] suchen ($. 82.). Es ist 


[14H81 = ++ +++ 
Lol = +++ + ++ 


Es liegt also zwischen 1 und co nur eine Wurzel der Gleichuug (2.),. folg- 
lich müssen zwei der drei Wurzeln, die zwischen O und 1 liegen, imagi- 
när sein, d. h, die Gleichung (a.) hat nur eine reelle Wurzel, «nd diese 
liegt zwischen O und 1. 


ferner 


(Die Fortsetzung folgt.) 
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13. 


Note sur les différentielles partielles de la fonction 


x 
x? + y? 


(Par Mr. R. Lobatto à la Haye.) 


Mr. te professeur Grunert s'étant déjà occupé du même objet dans le 
8. volume de ce journal (pag. 146.), je me propose d'indiquer ici une 
voie tout à fait différente pour parvenir aux résultats intéressans obtenns 
par ce géomètre. La méthode de différentiation que je vais exposer étant 
fondée sur le développement d'une fonction au moyen du théorème, pour- 
rait peut être s'appliquer avec succès à d'autres recherches de même genre. 
En considérant d'abord la quantité y comme la seule variable, nous 
désignerons la fonction donnée par z,, et son coefficient diflérentiel de 
l'ordre 2, par 9".z,. Supposons maintenant que la variable y regoive 
Yaccroissement fini £, on aura en vertu du susdit théorème 


E k* no k3 25 
IE P LEER ee aa o e T efe 


Soit pour abréger y = u sin® et x =u cosQ, donc tang ® = zT, la fonc- 


À , e x COS D x u COS P 
z, se réduira à —— et celle z,,; à ————-"——, 
tion 2, u T UE ET rusng ER 
Dans un mémoire publié en 1827 sous le titre de Recherches sur 
la: sommation de quelques series trigonométriques, jai fait voir que la. 


foncti RL te la valeur de | fi 
onction ita 3 Ia cosa - represente a valeur e ia sé rie in nie 


asinz — a^ sine + asin} x — a^sin 4x + etc. 
dont la loi est assez évidente. | 
Or, en y changeant « en 90°—@ et « en -, il viendra aprés 
avoir divisé par 4: 


cose B qeu SOE ME: sin 2g jp cos3g , E er 
(B.) ED as +? SEELEN eT TEE i GE 


Les deux développemens (4.), (B.) devant ètre te quelque 
soit la valeur de l'accroissement £, il en résultera nécessairement d’après 
la théorie des coelliciens indéterminées : 











* 
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+7: 
cos (p 
eom CU, 
lu 
Eos sin 2m 
ICE MES u? , 
Bu — __ncs8p 
y TE A 3 3 
u 





3 LE 9 sin 4 o 
Ó ® Sy ne + ^— 9 3 * u^ 3 
et en général 


(orta sed —1».2.3 * siu 7 (p 
1 u 

e 

p" z, == (—1)y.2 3..,. n, os e+) p) 


+ 0A —n 
E] 


ne. ñ . 
agit 


ENS 


Considérons à present x comme la seule variable, et désignons la 
fonction donnée par z,. Supposons que x reeoive l'accroissement 7, il 
viendra également 

x+h her ne 
xh = py oh th = AO + Q 2,455 0 2x + etc. 
: Ad u cos p + À 
Zur Se re Au — , 
La fonction 2,1; réduit a — or eue 
" a (COS © a . = : 
fonction ES représente la valeur de la série infinie 


Or, puisque la 





a cosx — a? cos 2x + à? cos 3x — ete. 
(voyez mon susdit Mémoire pag. 2.) il viendra, en y changeant x en ® 
h 
ef a en, | 
u 





t u cos ph __ cos cos 2g 9 COS 3 P 
AIT u^-L2huwcosp--h* u : u? +4 u? Es 


d'où l'on déduit par la comparaison des termes généraux des deux deve- 
loppemens z,4;, 


an os (n-+-1) 
Dir m. dez ood BRD cen LE. 





Les résultats (1.), (2.) s'accordent parfaitement avec ceux trouvés 
par Mr. le professeur Grunert, en y remplaçant u par v (x^-- y^). Cet 
estimable géomètre en a fait un heureux usage pour parvenir d'une ma- 
niére plus élémentaire quil n'a été fait jusqu'ici, aux valeurs des integra- 
les définies 


eo 29 
uf x"e-"*snnrdzx JJ. Er ooenc dx. 
6 0 


; ^ 2 
Je me permettrai d'observer que les valeurs de je e"™*snnad«c et 


4 o 


/ € cosnzdz sobtiennent facilement sans avoir recours à l'intégration 





x7+y? E 
par parties. En effet, en écrivant au lieu de coszz son expression en 
+, 7 . 
xponentielles : bis 
quantités e P E (en 1 Len no 
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la. seconde de ces intégrales prendra la forme de 
"o = 
iJ [es ue Y ped etat 0x] d X. 
Ce hm 1 ‘ 
Or puisqu'en général if Are, , il est évident que Vintégraie dont 
vo « 
il s’agit se réduit immédiatement à 
| —— + —Ll 9 zl 
? im—ny —À ' m+ny—1 m? + 5? 
De même en mettant pour sinzx sa valeur exponentielle 


eI | cde —xV-— 
= ER xy. ys 


oo 
il résultera pour PR e”*"sinnx dx la valeur: 


1 | 1 E 1 | toa A: 
2y—1lm-—ny-—Íí m-4d-ny—ii ^ m?*--n?' 
En permutant les lettres 7, 2, les deux intégrales précédentes don- 
nent en outre les équations: 


‘00 oo 
I e"*cosmxdx =f Gy sın AIR du. 
9 * o 


oo oo 
7/ e""snmxdx = ff e"*cosnx da, | 
o o 
et si l'on change 7 en — 7, il viendra encore 
' oo oo 
it e" cos mx dx -l- i e™ snnaxdx = 0, 
o a 0 


o2 00 4 
FA e" sin max dx — f e"*eosnxdz = 0. 
o 0 
Les intégrales : 
P time d m 
e^ nxdx = —— 
J. A m? = n? ? 


co A - n 
f. e "*samnzxrdx = —— 
e o 


m? --n? 
étant multipliées par dr et intégrées ensuite par rapport à 7”, donnent 
immédiatement : 


rende dx 
e^ SIDE 
AI x 


= —mx dx x n? 
fe cosna l= = — slog (1+), 
Dans l'hypothèse de m ==0 ces intégrales se changent en celles ci: 


QE dx 7 ps dx 
i 81D 2X — =, COS 7x3 — = — ©, 
5 x 2 o x 


arc (tang = E) ; 


nt 
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Je terminerai cette note en faisant observer que Vintégrale définie 
yi d j| 
J, a*sin? p+ b? cos? gp? 
dont Mr. Grunert s'est également occupé à l'endroit cité, peut s'obtenir 
encore par une considération géométrique plus simple. En effet en dé- 
signant par z le rayon vecteur partant du centre de Vellipse, l'équation 
polaire de cette courbe sera évidemment 
PL ab 
7 V(a* sin®P+ b? cos? g) 
et l'intégrale 3 /z’d® représentera laire d'un secteur quelconque de Vel- 
lipse. Or cette intégrale étant prise entre les limites Q — 0, Q — « don- 
nera la moitié de l'aire de l'ellipse, done 
7E 212 
Uf aeg rae = itin 
d'où lon tire 
9 Rene RE egit 
. «a? sin? p+ b? cos? y ab? 
ainsi qu'il a été trouvé par Mr. Grunert. 
La Haye, Févr. 1833. 
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14, 


Aufstufungen der einfachen Functionen. 


(Fortsetzung des Aufsatzes No, 6. im vorigen Hefte.) 


(Von dem Herrn Prof. Oettinger zu Heidelberg.) 


B. Darstellung der negativen Aufstufungeu der einfachen 
Functionen. 


$. 13. 
Die negativen Aufstufungen der Potenzialgrüfsen. 

Der Gang der Untersuchung führt nun auf die Darstellung der negativen 
Aufstufungen der einfachen Functionen. Wir beginnen mit denen der Po- 
tenzialfunctionen. Wir gehen hier von der früher gewählten Bezeichnung 
der Potenzialfunctionen in so weit ab, dals wir y? statt 2” setzen, und y als 
eine Function von x annehmen, die Zunahme aber wie früher durch 4x 
bezeichnen. Hierzu sind wir durch später nöthig werdende Substitutionen 
veranlaíst. Nach diesen Bemerkungen geht die Gleichung (39.) in fol- 
gende über; 


Cy" zz Dy? + pyP ag + PP ye ay +... 


* 


Um nun die erste negative Aufstufung zu gewinnen, vervielfachen wir diese 
Gleichung mit £^. Dadurch entsteht, wenn wir berücksichtigeu, dafs 
a Cy? = pee dr u y? ist: A 


yc yn ee + EN ea... 
Wird durch 2 gemessen und (7$? auf eine D gebracht, so geht fol. 


gende Darstellung hieraus hervor: 


j P iy 1 - 1 A pin) S 
76. ey = Py * Am — EE y^^ (^xY— Ser) Lex, y 0-3 (ax) meee 


Alle Glieder mit Ausnahme eines einzigen sind mit ¢~ verbunden. Diese 
Gleichung setzt uns daher in Stand, alle die mit €" verbundenen Aus- 
drücke durch Behandlung nach der vorstehenden Gleichung allmiblig aus ihr 
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auszustofsen und so endlich eine Reihe zu gewinnen, worin nur die Function 
y und Ax erscheint, und wodurch also die vorgelegte Aufgabe gelöst ist. 
Wir bezeichnen zu dem Ende die vorliegende Gleichung auf fol- 
gende Art: 
—b,D — 4 aP Yeo APP opa what 2 
ks ê kf — - oo — TS Y A — 2 a aes G (a æŸ — 
worin A — 1, 4,=1, 4,== 4, u.s. W. bedeutet. 


0 9.0 9/9 


Entwickeln wir nun den zweiten Ausdruck AT ag yr nach (77.) 
selbst, so haben wir dim: statt p zu setzen, und alle hieraus hervorgehen- 


den Glieder mit — AF ^x zu vervielfachen, und wir erhalten: 


—4pety" as = 
4, AE sat AAZ 2p MC yp? (ax) +A, AMES SE pq, 1 PA 


Die Einführung dieses ee in (77.) erzeugt IE Darstellung: 


Cy? z— Ay? du, bru ! Ax — 4, pp) 1yP2( age) — A p(p- E 2) (C yP-3( age)? — 
f 


p- D rl 

tA AP +4,4,pP lee) 
Hier erscheinen zwei von C^ befreite Ausdrücke. Von da an, wo die 
Reibe als eine Doppelreihe erscheint, stimmen die Gebilde der Glieder 
bis auf die Nenner der Facultäten von p überein. Werden diese unterein- 


ander in Übereinstimmung gebracht, so erhalten wir folgende Darstellung: 


341 0 nein (p-1) 5. -2 2 (p-1 -2 t 
Coy? zm A, -A A, py! ! Ax—4, = = ts (sx) po LA E ue Wes Typ ax) +... 








+24,4.| +7 el A, 


Bezeichnet man die Vorzahlen in dieser Doppelreihe durch B,, B,, D, . 
so gewinnt man folgende Darstellung: 


Z8 c y? zd y? — du À Bran + BEP 51 Cyr (an)? 


"s 


+ B; te) nae tae yh (a ay 
+B, Bt 0 et, T^ (a af 





Li 2c e Ld e + . * e. 


wo 


5 2.8 2.3.4 
DB; = — À, + 2 A, Dar — 4; + 55414), BD, = = — À, + 1934 A: 


u. S. w, ist. Entwickelt man nun auch den dritten Ausdruck in dieser 
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Darstellung B, ed C yP7^ (aa) nach der Gleichung (77.) dadurch, 

dafs man p— 2 statt » setzt, und alle hiedarch gewonnenen Glieder mit 
(p —1) ; 

D, LIS (sa) vervielfacht, so wird 


: ( «1 e à , 1} E (p-1) 7 > 
B a Cyt (am) = AD, ee XS (Ax) —B, À, PR Le Es Lo à 
( 4 (52 4 m 
—B, A, es eres 3) 24, gp (Amy. 


Wird dieser Werth in (78.) eingeführt, so i gn 
i y — Ay? — 4, AY am + A BERE pip — 1) pe (^ ay 


inst n9 

+ B, P\P A Hes P3 (ac 
pipmonteptis 

BA a 


ees = _ 
VETT 1.2.34 2] er (aa 
BA ra) (p—2)(p—2! 


——— | 


qu i2 


LI » * * * e LU LA e LJ 


x . 


. ® a e « 


In dieser Reihe erscheinen drei Glieder von ©’ befreit. Bringt man der 
hequemeren Darstellung wegen in die Gebilde der spätern Glieder Harmo- 
nie, so erhält man hierdurch folgende Darstellung: 


Q7 y om A yA, yan + A BL PE D ya) 


+ 5 B, PAPE a yp (am) 
3 ihe 
E 
1—1) (p —2)( E 
uy B, p E Poy (an) 


. LJ LÀ * Lj * e. LJ e 2 « . * 5 L4 


Bezeichnet man nun die Vorzahlen der Doppel-Reihe durch C,, C,, C,, . 
so hat man für sie folgende Gleichungen: 


e449 


ty 
Gi I D, dms DAN, 
3.4 
C, = B,— 15 B, 4;, 
4. 
C, = BBA. 


a 207 
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Vereinigt man die Doppel-Reihe in eine, und behandelt in ihr den Ausdruck 


QD. 3) 
5 12325 


mung in die Nenner der Facultäten, «o gewinnt man hieraus leicht fol. 
gende geordnete Darstellung: 


e: y? — Ay? — Ay, yP ax A,B p(p-1) ;- y^ (ax) + 4, C, Ep Op) yr (ax)? 


=! éty"3 (aa) nach der Gleichung (77.), bringt Ubereinstim- 


L 42 
+ oO era) 
hCG AN 
+ [ern PN 91 ye (a a 
SUA 


12 
+ * , [2 * [7 * e *. . Ed * 


Die Bedingungs - Gleichungen für die Vorzahlen sind: 


4 
D, — Cra C,A,, 


: 4.5 
D, = er C, 4,, 


4.5.6 


He 6 — 0573 73 


C, 45, 


Man erkennt aus dem Bisherigen, dafs die allmählige Ausstofsung des Zei- 
chens (^ aus den nachfolgenden Gliedern einen festen Gang gewinnt, und 
dafs allen weiteren Substitutionen das nümliche Ableitungsgesetz zu Grunde 
liest. Diese Bemerkung wird den mühsamen Calcul abkürzen. Die Gestalt, 
unter welcher die zu suchende Reihe erscheinen wird, liifst sich am besten 
durch folgende Darstellung verdeutlichen: 


79. Cty? zm dy — AQpy ax 
Nee I^ 2 
+ A, QE yr (ey 
4 p{p- Dip— 2). 4. * 
quls yr (amy 
SED D epe re \ 
ae ned ia am az), 
In dieser Darstellung erscheinen die Buchstaben 4,, B,, €,, D,, E, . 
durch Q,, Q., Q;; Q, dargestellt, es ist also: 
Qi = 47, 7° OFS oet 


"ye 
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Die Bedingungs-Gleichungen für die Vorzahlen aber sind in folgender Zu- 


sammenstellung enthalten: 
4, == 4, Ie AH — E, "Iam v*g 


B,— —4;-- 24,.4,, B, z —4, Ti S Any B= —. A, qe Ar 2 4 Æ 


LT B,—2B,A,, C= by 4p, 4, C= B Fa BA 23 , ‘ 
: 4.5 4.5.6 
D, €,—16,4, D= MET CAs, D. — Lim 36 Ass cree 
" 5.6 = 
E= D,—id,4,, E = D,—15D, 4; E,— D,— 7 e Dy As, 


d 


* ve e 2 * * . . * e . e ^ * LÀ ^ - 


Aus diesen Gleichungen ergiebt sich nun der Werth der bis jetzt noch 
unbekannten Coefficienten. Mit ihrer Werthbestimmung wird die vorlie- 
gende Reihe, die bis jetzt nur formell war, Bedeutung erhalten. 


Aus (80.) haben wir nun unmittelbar: 


A, = is 

Q, = A; = 23 

Q: = B, = —4,+2.4,0,, 
OG, = €, = APR 


Nun ist B, = Q, und nach (80.) B, = —A,} A m — 4; ti 30,4 
also durch Substitution: 

QO; == —4,+ 130 A + OA. 
Auf gleiche Weise läfst sich Q, durch Q,, Q,, OQ, mittelst Substitution aus 


(80.) darstellen, Es ist 
d == D, — C, — + CA = d 4, , 





3.4 
C. = B,— 8, A, — B; _— = Oa A, 
23.4 2.3.4 
B, = — A, 4 793 Aı Ah = — 4, +7530 39 
also 
2.3.4 + 
0, an — 4,4753 0 À; 0 d 7 0, Aie 


Eben so erbalten wir 
2345 ios 4 5, 5 
Q, = —A + 7937 9 4 — nos Vids usd 3 94 


Das Bildungsgesetz lälst sich leicht xa erkennen. Es ist im Allgemeinen: 
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2,3. 3. sy 
81. OFS pee S Eo + 15 3 > T Q. A i, oe mas a à A an 





Die gewonnene Bildungsweise kündigt sich als eine zurücklaufende an, und 
die Darstellung der Vorzahi des (;z;--1)"" Gliedes verlangt die aller vor- 
hergehenden Glieder. Um die Zahlenwerthe der Coefficienten zu bestim- 
men, ist zu berücksichtigen, dafs die sämmtlichen Q,, Q,, Q,, .... mit 
A, —# vervielfacht sind. Es ist demnach 
AES 
PES 
die Vorzahl des dritten Gliedes ist: 
A,Q, = £(—i1-rT2.1) = 0, 
die Vorzahl des vierten ist: 
4,0, = à(—143—4.0) = hie}, 
die Vorzahl des fünften Gliedes ist: 
409 =:(-3+3-0-9)=)9, 
u. S. w. Die weitere Fortsetzung dieser Bereehnung zeigt, dafs die Vor- 
zahlen der Glieder, welche mit den geraden Petenzen von Ax verbunden 
sind, verschwinden. Hieraus ergiebt sich folgende Darstellung für die 
erste negative Aufstufung der Potenziallunction y: 


5 


tle tole 
tole 
Pim 


EL 


82. (yh I. Fy ae 


2 


: pip—1)(—2) 





aeq te 9 i Ya, 
1 p(p—f)..+-(p—4) 
add de een 


*-—.259 


__ 31 p(p—1).. ne 8) et à 
DAT to = yP (Az) 
dde 5 ‚PAR t = tp ) yP71 (a we)! 


_ 2461 P. (p) UND p—13 13 
OR UE 


924569 —1)....(p—14 
UR pet p(p—b..--(p—14) 


p-15 \15 
39774 110115 M/S) 


= 


= - . * . . . e 0 e . a . s 


Das Bildungsgesetz dieser Reihe für die Potenzen von y und 4x, und die 


ut ae 


we» 


v 
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Facultäten- ‚von p RUES sich leicht. Die Vorzahlen 
CX ce SN 5 rec E: eine 

bilden eine Reihe, die es convergirt, dann divergirt. Die Reihe selbst 
ist ihrer Form nach unendlich. Sie bricht ab, wenn eine Facultät von p 
in „ übergeht. 

Die zweite negative Aufstufung wird gewonnen, wenn (82.) mit ©" 
vervielfacht und jedes Glied auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens 
nach (82.) selbst in eine Reihe entwickelt wird. Es ist vorerst: 


2 3 sds Y —1 - ws De 
Im aC pay PE Dey y pe 


"Be. Eatwickelung der ur Glieder r4 zu folgenden Darstellungen : 


Le d "s E = = ED 2-2) 
1 4 : 1 x 
Eu — Spy" art ii eme ) Momo. 
1 p(p-1Xp-2) OCC i op(p-fYp-2), pn 
pem sous. (S007. Van) — er (di: 


u. 8s. w. Werden die entwickelten Darstellangen auf der rechten a des 
Gleichheitszeichens nach den steigenden Potenzen von ax geordnet und 
zusammengezüblt, so vereinigen sie sich zu folgender Reihe für die Dar- 
stellung der zweiten Be Aufstufung : 


83. C2 yP L— i z: oP ye ae Cue i er ran) 


| j p< —1)(p—2) 
+3 123 X076 o 


vorm 


€ —4) 


l: 


p 








y" (aa 


9 
v 
E 


9) ,,p--6 
quc (ax)? 


«+ (p—6) yr 
Pe) ora gy 


"3 


+ + 
en 


PI yr (a 


ESL n Dos 
4 (2 


Die dritte negative Aufstufung wird aus der zweiten eben so abgeleitet, 
wie die zweite aus der ersten. Werden daher die Glieder dev Gleichung 


pus —8) y 


+ 


(ax) 


die t : 
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(83.) eben so nach (82 entwickelt, dann zusammen gezählt, so führen E 
sie zu folgender Darstellung : 4 
2 = p(p—1 

84. Q^yP— = er eir IUE I N Te), ye ie ~ 
3p : eec y? e" € 
quce | 

9 ( " 5 #* — 
Tub E AL 








¢ 


u. S. We 
Die hier gewonnenen Reihen gelten zwar nur vorerst von dem Falle, 


wenn p eine ganze positive Zahl bedeutet. Sie gelten jedoch aucb, wenn 
p eine gebrochene positive oder negative Zahl ist, denn diese Beschrän- 
kung ist nicht in der Natur der Sache gegründet, wie man sich leicht über- 
zeugen kann, wenn man die Gleichung "4 


re: 
SP = yr TG? 
welche die erste Aufstufung von y^? ist, entwickelt, und dann das gege- 
bene Verfahren auf den EEE Fall anwendet, Es entsteht dann: 


= oh i ee 
Bra AQUIS phum Wires Ber aa 





A 1 p(p#1).…..(p#4) (^2)' 

ne 1159 ze 

5 p(p+1).. RE (Ax)! 

“y 10. 122: y 

+2. p(p+1). N, (ax) 

| NL 

u. S. W. 
$. 14. 


Darstellung der negativen Aufstufungen der Exponentialgrüisen. 
Wir haben $.9. gesehen, dals die Facultäten zu keinen einfachen 
Darstellungen der positiven Aufstufungen führen, daher werden sie auch 
keine für die negativen gewähren. Sie müssen daher nöthigenfalls auf 
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die Potenzialgrölsen zurückgeführt werden. Desto einfachere Darstellun- 
gen werden die-Exponentialgröfsen erzeugen. 
Um die negativen Aufstufungen zu gewinnen, gehen wir von der 
Gleichung (55.), indem wir y statt x setzen, aus. Es ist 
ça = (1 --a™)a’, 
Vervielfachen wir mit ¢~', so erhalten wir: 
qm (1+aw)g o, 


und hieraus also durch Messen und Umstellen : 
——— 


Durch Vervielfachen dieser Gleichung mit (' gewinnen wir die zweite 
negative E A 


1 a 
Ve me oes dg LE E E A ume ee, 
Ca = pus $a 1--a^* 1 4- a^^ a (1H a^»? ? 
eben so aus dieser die dritte: 
1 1 { : a) 
a RR ee 9 
C70) = er een) (If asy 


Die weiteren A ren unterliegen demselben Bildungsgesetz. Es ist 
also allgemein: 


Een MORE a) 
97. 6"? = qm 


4 e e * 1 & LI 
Um die negativen Aufstufungen der Function — zu erhalten, gehen wir von 


der Gleichung (59.) $. 11. aus, wonach, wenn y — x und 7: — 1 gesetzl 


wird, ist: 
1 _ Aha 1 
a "TE Mor qx ' 
Das Vervielfachen mit ¢-* erzeugt: 
AR Be mu LA 
anui RARES. a? 
aiso : RN 
RE RO EN 
88. ¢ a prs 4 a^*' a) 
Wiederholt man das Geschäft der ersten negativen Aufstufungen an dieser 
Gleichung, so entsteht: 
er e ai his asper s ee nh 
os e perci E T 14-a4*'1-- aix" ay 7 M HC a^ ar” 
Eben so erhalten wir: 





oa = (- fom) a a»? 


Crelte’s Journal d. M. Bd. XI. Hit. 2, 24 
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und allgemein, da der Entwicklungsgaug unverändert bleibt: 
RL IE a^* \n4 
p ner deos ay" 
$. 15. 
Darstellung der negativen Aufstafungen des Sinus, 

Wir gehen, um die negativen Aufstufungen für siny zu gewinnen, 
von der positiven Aufstufung des Sinus §. 11. No. 23. aus, und setzen dort 
y statt =, dann wird: 


Csiny = 2 sin (y + NE 


Diese Gleichung vervielfachen wir mit ¢~'. Dadurch entsteht 
siny = 2 cos Q7 ( y +5) 


oder | iy 
. «C sin 
ms Sin y won ua YE 


cos — 
2 





Wird hierin y- > statt y gesetzt, so führt dies zu der gesuchten Dar- 


stellung : a ( = 
Do dcs ge 








Diese Gleichung enthält folgende Vorschrift: Die erste negative Aul- 
stufung des Sinus wird gefunden, wenn die veränderliche 
Grófse y um die halbe Zunahme verkleinert, und der Sinus 
der so verkleinerten Function durch den doppelten Cosinus 
der halben Zunahme gemessen wird. 

Von der ersten negativen Aufstufung gehen - wir nach dieser Vor- 
schrift auf die zweite über. Es ist also 

: 1 M Ax 1 1 
See 2 me o- 7) = Eee N 
y 2 wor 2 
_ Sin(y — Ax) 


i A x\?° 
2 (cos =") 


Wird hievon die Aufstufung genommen, so erhalten wir folgende Darstellung : 


sin (y — 352) 
Q7 siny = 2 
sny = = ZEN: 











cos e 


oe 
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Man erkennt aus den vorstehenden Fällen das allgemeine Gesetz, Es ist 


‘ m Ax 
Sin | y — —— 


€ 
~ 


> 
om (cos =) 

Gehen wir bei diesen Ableitungen der negativen Aufstufungen von der 
Gleichung (66.) aus, die auf einer andern Anordnung beruht, so erhalten 
wir zwar dieselben Resultate, jedoch abwechselnde Zeichen, und es ist 


1 AY: 
Sin 9; unos 


— .? pe =“ 
Sn eee ADR 
2 cos — 


2 


91. ¢-"siny = 





p-2 ° ra sia (y — Ax) 
LP DENDO co A LY EE 
2 (cos <=) 


* (« >) 
sin |: 5 


La Ne coe Vo e 
: ME 2° (cos 2) 
und allgemein: sin (y= uen 
93.  Q-"siny = (—)r en. 
2 (cos 5) 
$. 16. 


Darstellung der negativen Aufsfufungen des Cosinus. 
Um die negativen Aufstufungen der Cosinus-Functionen zu gewinnen, 
gehen wir von der ersten positiven Aufstufung für dieselbe $. 12. No. 70, 
aus, und setzen y statt x, Dadurch wird: 


AX 


(cosy = 2cos (y+) COS 5. 
Wird mit 2! vervielfacht, so geht hervor: 


cosy = 20080" cos (+); 














oder 
| — A%\ __ cosy 
9. ("eos (y 4-57) = 7. 
2 cos — 
ie 
Wird hierin y— statt y gesetzt, so ergiebt sich: 
A 
À cos ( 6:91 
94.  (-cosy = M 
20055 
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Diese Grundgleicbung giebt folgendes Ableitungsgesetz: Die negative 
Aufstufung der Gosinus-Function wird gewonnen, wenn man 
die veränderliche Grófse um die halbe Zunahme vermindert 
(die so verminderte Cosinus-Function durch den doppelten 
Cosiuus der halben Zunahme theilt). 


Wird (94.) mit (^ vervielfacht, so entsteht: 





Jus 1 5 Ax 1 cos(y —Ax) cos(y — Ax) 
Se CE lee x "E 
2 cos "OF cos > . COS T 2* {cos =) 
Eben so gewinnt man: 
Ge) 
1 cos 2 


Kg] TI 

N d COS (X — A x) == 
108222 

2 ) 


und hieraus allgemein: 


—3 Ama 
Q^ cosy = TRETEN 
23 (cos =<) 


MAT 
cos — ——— 





Legen wir die Gleichung (73.) $. 12. zu Grunde, so erhalten wir einc an- 
dere Anordnung und abwechselnde Zeichen, und es wird: 


axe 
COS Y — —- 
gu 


J 


cosy = — — —, 





D rns 
99, 9 


D cos(æ — AT) 
Cx eos ya ER 


& x 
De (cos =) 


RAE (v s) 
a CENT 


aa 
2” (cos —- 
2 


Hieraus endlich allgemein: 





97. "cosy = (—)" 
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II. Darstellung der Aufstufungen der einfachen Functionen 
durch Differenziale, 





—— 


A. Darstellung der positiven Aufstufungen der einfachen 
Functionen. | 


Soe 17. 


Formelle Darstellung der Aufstufungen der einfachen Functionen. 
Der Taylorsche Lehrsaiz stellt eine veränderliche Function durch eine 
Reihe dar, deren Glieder nach den Potenzen der Zunahme uud den Dif- 
ferenzialen der Function geordnet sind. Diese Reihe ist bekanutlich 


wit Ax.OX , (Ax)*.d7X Gr ox 
98. f(x+tar)= A, = —— on ice ap ti um. Werte 


wenn A, —=/f{x—+ Ax) ist, oder wenn X die en von fx, und 
ax ihre Zunahme ist. Berücksichtigen wir, dafs die Zahl, deren Loga- 
rithme die Einheit, eine ähnliche Reihe erzeugt: 


ob Tp NU ELA 
kar 1 12 1.2.3 Tees 
so künnen wir die Reihe (98.) nach dieser Gleichung, weun die Function 


X ailenthalben ausgeschieden und z — m Do E wird, so vorstellen: 


f(æ+tax) =X, = X. 
Die erste Aufstufung einer Function wird nach (38.) durch folgende Glei- 


chung gefunden: 
ay Ax 


99. Cfa= fr-4-f(r4-5x)- X4X,= X, e^ re) 
oder, wenn man die entwickelte Reihe einführt: 
9 Y. 0: Ac.6X dé Poi {Ax)3,02 X 
100. Cu einer 1.0: en (Ox)? + isda 4 a 
Mittelst der Gleichung (99.) lassen sich die höhern Aufstufungen der Func- 
tionen sehr leicht durch Differenziale ableiten. Nimmt man nemlich die 
Aufstufung von der ersten Aufstufung, so ist 
Ax 
Cae = (1 + ox) CX, 
Nun ist nach (99.) CX = (j + € x) X, also hat man durch Einführung die- 
ses Werthes: 
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Ax Ax Ax 
= (pc) (ee) x = (14) x 
Auf gleiche B gewinnt man die drit te Aufstufung, und es ist 
Ar 2 Ax 


x = (ir) ex = (tre) (x = uu) x. 
idis ergiebt sich allgemein: Ax, m 


JO Ca (1 +e) X, 


oder auch Tm 
5 AT) Ax m 
102. "X= (+ quy Perses te) ix 
§. 18. 


Entwickelte Darstellung der Aufstufungen der einfachen Functionen durch Differenziale. 

Die entwickelte Darstellung der Aufstufungen durch Differenziale 
beruht auf der Gleichung (100.) des vorhergehenden $. Wir vervielfachen 
diese Gleichung mit ¢, wodurch entsteht: 

E ae 
CX = 2? EX HT Lex 4+ é X FAS ELS OX +... 

Wir haben daher (X nach (100.) zu entwickeln, und die hieraus entste- 
hende Reihe mit den verschiedenen Coefficienten zu verbinden, und dann 
simmtliche Entwickelungen zusammenzuzäblen. Die Ausführung dieser 
Geschäfte führt zu folgender Darstellung: 


= PX 25%, Cy E (Ax)? 0* X 
GX UXOR Des A dumb den 
^x OX ey re (Ax)? 93 X 
tT det rt et Ltée tee 


Acx)*90? X Ax)’. 03 X 
iim esee ds iii: z (jar T s 
Ax)i dX 
te 
Die Glieder dieser entwickelten Reihen stimmen vollkommen überein, wenn 
man sie im vertikaler Richtung zusammenstellt, und sind nur in den Nen- 
nern der Facultäten, wie die Darstellung des $.7. verschieden. Bringen 
wir auch hier, wie dort, Übereinstimmung in diese Facultüten, so ziehen 
wir hieraus folgende Darstellung: 





aoe FUN |(Ax)202X (Ax)3 03 X 
LR —— 9X 2 DUM ox 2 En en 2 Rte @sey 
s a oer | 13.023 T 1.2.3. (0x)? 
2 
f) ea Dae 
3.2 
0) men 
+2 ; 
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An den Vorzahlen der hier gefundenen Reihe, die wir A,, 4, 4, .... 
nennen wollen, entdeckt sich folgendes Bildungsgesetz: 


en 
1542.1 

2 ot 
A; = 2.1+7 +75? 


; 3 3.2 3.2.1 
A, pesi 129 Tivs 


» e . e. o e e * e. * . * . e 


E men er: ! 
An = 24 4 MEE HAI + RIT 
Setzen wir nun statt der gefundenen Zahlen die Coefficienten A,, 425 A 


Ay »..., vervielfachen dann die hierdurch entstandene Reihe mit ¢, 


so entsteht: 
A o 
QX = AX 4 EX + SD as eX Mrs 


Wird statt ¢X die Reihe (100.) mit jedem Gliede der vorstehenden Glei- 
ehung verbunden, so ergiebt sich Gore Darstellung : 
» AxOX , Ai(ax) 0?X , .4,(Ax) O!X | 
a Ie EEE CETTE 


a (Ax)* 0* X (Ax)? 0? X R 
oe al Ay Os: 7 21510) ap doc 
(Ax)? 0* X (Ax)? 0? X 
nen: us IR) Terre 


(Ax)? 03 X 
aes 1.2.3.(0x)° 3m och 


Die Glieder der Vertikal- Reihen geben eine gleiche Bildungsweise zu er- 
kennen, von der sich nur die Nenner der Facultäten ausschliefsen. Bringt 
man diese in Übereinstimmung, so wird: 

















A Y Ls ax. OX Ar) 0? X (Ax)! 03 X 
Sco AE LT Bar 2.(0 x}? dd TOR FETTE 
24, 4 34, 
24;| d 
3.2.1 
13354 


Werden die Vorzahlen dieser Reihe B,, B,, B,, .... genannt, so ent- 
deckt sich bieran folgendes gemeinschaftliche Gesetz: 
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Bn; 2A, 
B, = Ait 2 Ao, 


2.1 
B, = A,+24+ 12545, 
105. 3 3.9 3.2.1 
B, En 13 Ay + 753 4 
* e e ® e e e 


e e e s . 


Bam Ab p Ha D 4, p m T PE 24. 
Dieses Bildungsgesetz ist zurücklaufend. Denn um die Vorzahlen irgend 
eines Gliedes einer spütern Aufstufung zu gewinnen, mufs man die Vorzah- 
len der vorbergehenden Aufstufung kennen. 

Ob nun gleich die aufgefundene Bildungsweise für B,,, vorerst nur 
für die Ableitung der driften Aufstufung aus der zweiten gilt, so ist sie 
doch aligemein,. wenn berücksichtigt wird, dafs die Glieder der nachfol- 
senden Aufstufung aus den Vorzahlen B,, B,, B,, .... gerade auf die 
nämliche Weise gebildet werden. Wir sind daher der besonderen Dar- 
stellung für spütere Aufstufungen enthoben. Die wirkliche Berechnung der 
nöthigen Vorzahlen führt zu folgender Zusammenstellung : 

E Ax.0X Az)o*X A x)'. 0! 
CX 2X + 1.0x 4 une Set Bat 
> 4^x.0X 6 (Ax)*.0? X 10 (A x)*.0* X 
de n METH ar mu at 
OX = peus 19A». Kat N ir 54 (Ax)*.0 

















104. 1.0x 1:5:(6%) 0.5 122.85 2.3. (02 see 
Love eR 22 ed 80(Ax).0* X , 224 (axy.0' X 
CX 16 X + — - + 71.9.(0m? 9 (0%)? += 1. 2.3.00 Terre 
5 aye 240(ax)°.0° X , 800(Ax)'.0' X 
QXe32X. 1.02 1:9.(00)*— E 1.2.3.(0x) zer 


Vergleichen wir diese Entwickelungen mit denen von (45.) $. 7., so er- 


kennen wir leicht die Übereinstimmung, die zwischen den Vorzablen der 
. einzelnen Entwickelungen herrscht. 


€. 19. 
Macht man von der ersten Gleichung von (104.) eine Anwendung 
auf die Winkelfunctionen sina und cos, so wird À = sinx und X = cos. 


Man hat daher die verschiedenen Differenziale des Sinus und Cosinus nö- 
this. Die Differenziale von sinx sind: 
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Osinz = cosxrdx, sing = —sinz(Ir), O'sinr = —cosx(dr)), 
^4. -— e 4 
CENT == sus(ox...., 
die Differenziale von cosx sind: 
dcosx = —sinxdx, C'cosr = —cosr(ör), Ccosx = sina (dx), 
O'posa = LS TOUR (OT) seele 


Führt man diese Werthe ein, so entsteht für die Darstellung der ersten 
Aufstufungen von sinx durch eine Reihe: 


105.  (sinz == 2sinx + E E =— Ce 


für die der ersten Aufstufung von cosx durch eine Reihe: 





COST He.) 


106. Coosa: = ? cosas — ^ sina — - a 5 LE COST Fur ? a * sina: ct I 6082 — som 
Beide Reihen sind unendlich, da die Differenziale auf einer unendlichen Dar- 
stellung beruhen. Berücksichtigt man, dafs ferner nach der Gleichung (38.): 
(sinz —sinx-L-sin(x--^x) und Çcosx = cosx + cos(x + x), 
so ergeben sich aus (105.) und (106.) auch folgende Gleichungen: 
(An)? 5° (Am)? 


J . e AT 
sin x + sin(x + Ax) = 2 Sin 3x — 47 C08 — 775 sin 




















12 3 OPE 
Lo gr) wo 
cosa + cos (a + 4x) = 20082 — = sinz— 75 12 240 n = inet... 
und hieraus folgt: 
4 P ‚Ar (A58 a3 
106. sin(r+ax) = sn x + —-cosx — jg sin x — = yj CO8 TP oo ee 
(ax)? a0)? 





cos x TER: 





; A » 
107. cos(r+ax) = 0082 — sine — 1.9 5 53 Sina +... 


Hierin kann x und 4x jeden Werth bedeuten. Wird x — 0 und ax —y 
gesetzt, so ist zu berücksichtigen, dafs sinO" — 0 und cos0" =1 wird, und 
hieraus folgen die bekannten Gleichungen: 


108. siny —y-— itu gerer 


— 50e 


109. cosy = 1— Po + PG ee es 


Die Gleichungen (104, ) lassen sich noch zu andern Entwickelungen be= 
nutzen. | 
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B. Darstellung der negativen Aufstufungen der einfachen 
Functionen. 
$. 20. 
formelle Darstellung der negativen Aufstufungen der einfachen Functionen. 
Die Gleichung (99.) $. 17. führt sehr leicht auf die Darstellung der 
negativen Aufstufungen einfacher Functionen. Vervielfacht man nemlich 


mit 4, so entsteht: 


S a of 5) gay X 


loce = ee, 


TET 
Wird hiervon die zweite Aufstufung genommen, so wird 


CXUX —€— S adr oun QM. res MM Le . ES E dior de ^. 
& ^v . Y 


a DEN Ax Axy? 
1 -f- ex i d e? m à) (4 ab ed > 


Eben so wird gewonnen: 


also hieraus: 


+ X 
(^X es 
(1.1.8) 
und allgemein: 
aL. x 
111. Ga = Ax m? 
S 
oder Y 
2 mu o CLIE PV a cae eee PP i-e e 
Tit: 4 er (1 , N. (A ay? Q* ve 
TRIEB 
SOI 


Entwickelte Darstellung der negativen Aufstufungen der einfachen Functionen, 
Aus der Reihe (100.) leitet sich durch Vervielfachen mit ¢~* und 

Umstellung leicht folgende Reihe ab: 
(Ag co), e^ 


MO Eid douce OX l say. 1 (amor eae 


2 9 Om? zx L2. (02): > 22 '1.2 3.(0 x)! 
worin alle Glieder mit Ausnahme des ersten mit (7X verbunden sind. 
Bezeichnen wir die Vorzahlen dieser Reihe, obwohl sie sämmtlich — 4 


sind, durch 4,, 4,, Sa, 43, ...., so ergiebt sich hieraus 
A. 0 PAIS 


eve eT E A, X — vf; by X —— A A 9 uos LP qu * 


Behandeln wir allmählig die mit £^ verbundenen Glieder nach der Glei- 


.o..,. 
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chung (113.), und führen wir die hieraus hervorgehenden Entwickelun- 
gen in die Gleichung (113.) ein, so wird sich allmühlig das Zeichen €”! 
von allen Gliedern wegbringen lassen, und die vorgelegte Aufgabe wird gelöst 
sein, Die Entwickelung des ersten Gliedes führt zu folgender Darstellung: 








Ax.o* AGE ox (A zc) 20° ES 
: 71 / MS! 
osse ne erp poc cif eri 1.9: (a)? > ra 
Die Einführung dieser Entwickelung in s ) erzeugt: 
sy r une - ISO. ox (Ax)? (A a)? Q3 isl > 
COX zd X — Ay dy d du ear 4 iiis X... 
(Ax) .0 X [Ar i : 
— AT D] ear 34: n DOW (d m LC X: 1432 


Bringt man in den Gliedern der Doppelreihe die Facultäten der Nenner 
in Übereinstimmung, so ziebt man hieraus: 


pem SU (ax)*.03 C! X (am. 02 67 X - 
‘< X — d X Md EZ — A, 4.2.(0a) melts lg ES (day 


2.3 
+24,4, Hi dd 
Nennt man die Glieder dieser Reihe, von da an, wo die Doppelreihe be- 
ginnt, B,, B,, B,, ...., so erkennt man leicht folgendes Gesetz für die 


Bedingungsgleichungen : S 


2,3 
B=—4+244, B=—4—- Aid, By=—A— FGA, er: 


SIR: ore N . Ax)2 03 C! X 
Entwickelt man nun in der vereinigten Reihe den Ausdruck 5, MES 


nach der Gleichung (113.), führt die gewonnene Entwickelung ein, bringt 
die Facultäten der Nenner in Übereinstimmung, so erhält man hieraus fol- 
gende Darstellung: 
ju x en » (Am) CSKA 
EUX = dX-— dd + Ay Bi 5 Tae 


(ax) o? X 
+ F2 FERRI 
3 


| (A x)4, a, EU 
1.2.3.4.(0.2)* 


—15 444 
i 





e * * e e e * 2 . 


Nennt man die Vorzahlen dieser Reihe von da an, wo die Doppelreihe 
beginnt, C,, Ci, Cy, Cas ...., so unterliegen diese Vorzahlen folgendem 


Ableitungsgesetze : 
29 * 
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3 3.4.5 
€, ——— B, — + A.B, C B, — 153 Bı 4;, 
Cy = B,— BA, C, = B, TS B,4,, 


Die angegebene Entwickelungsmethode behält ihren bestimmten Gang. 
Man erkennt leicht, dafs sie mit der des $. 13., die für Potenzialgrófsen 
gilt, zusammenfällt. Es wäre daher überflüssig, die Untersuchung für die 
Auffindung der gesuchten Vorzahlen weiter verfolgen zu wollen. Das 
Bildungsgesetz der Gleichung (81.) gilt auch hier; und daher haben wir 
die dort gefundenen Zahlenwerthe in unsere Gleichung überzutragen. 

Die entwickelte Darstellung der ersten negativen Aufstufung einer 
einfachen Function durch Differenziale liegt daher in folgender Gleichung: 

114... PX PRE CM RS ES 


es 


9' weg uma ir 8'1.2.3.(0x): 


1 (Ax)5.05 X 
Pony tr oe te 
(Ax)7.07 X 
+772 «e KO 


ous 
(2574 11395 91(0 x)? 
691 m "oux 
to ein (0)'* 
Eben stimmten die Vorzahlen der 2ten und 3ten neyativen Aufstufungen 
mit denen von (83.) uud (84.) $. 13. überein, und es ist: 
= 1 ^xr.0X 1 : (Ax) 0° X 
115. MX = TRUSTE IR En 
15 sr = 1.0x 19102) 
(Ax)0' X 
"beg 1.2.3 (da)* 
(ax) 0* X. 
1.2.3.4 (0 x)* 
(Ax)° X 


ale le ale ol 


und : 
116, 2°X = 2 DA (OR) ENSE ET 
16° 1.2(0x)° 8 1.23.4 (0x)* 
9 (Ax)° OX 
32'1.2..5(02)*. 
17 
8 


LJ e * e e 





(Ax) ot X 
'1.2...6(0 x)* 
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15. 


Exemplum usus functionum iteratarum in theoria 


functionum integraliter transcendentium, 
(Auct. Hill, prof. math. Lond. Goth.) 


F unctiones iteratae maximum habent usum in unacunque fere analyseos 
parte, praecipue in summando aequationes ad differentias, nec minorem in 
integrando aequationibus differentialibus. In problemate vero quadrandi et 
ad multipla transcendentium invenienda et ad comparationem rite instuen- 
dam maximi conducunt. Cujus rei in praesenti tantummodo exempla 
proponamus aliqua. Primum vero exemplum idoneae substitutionis ex- 
hibeamus. 

Sit functio gx ejusmodi, ut g (zx) seu g°x — x sit, atque ponatur 
fez dx = Gx, eritque universim 

Gx+ G(gx) = «gx + Const. 

Est enim d(rgr)=dx.gx+txd(gx), atque dG(gx)— dgx.G,(gx) = 
dgx.g(gr) seu dG(gx)=x.dgx, ideoque d(xgx)=dGx ir dG(gx), 
unde integrando formula proposita sponte fluit. Sit ex. gr.’ gu Va (a — 2"), 
quo casu (gx) — a"—2x", g'i=g(gx) = y (a” —(gxy) seu gx = yx" EZ. 
Si itaque statuimus G x — "c V (a^ — a") 5j, (GO=0), erit 


Gx + G (y (a^ — ^) <= 2. y (a" — x") + Ga, 


. . . 2 a 9 ° 
speciatimque, si z=y("— N) =——-==c, 2Ge=c?+Ga. Sin vero 
V2 
pouis 2=—r, formulam habebis similem, specialem quidem, pro func- 





tione FR ie: — comparanda, Has speciales formulas quis facile immediate 
V (x'—a") 


conjiciat, attamen generalis nostra formula latissime patet. Sit enim yx 
functio quaecunque ipsius x, atque yx ipsius inversa, ponaturque gr == 
y(—yzx), eritque gx indolis ab initio desideratae, nempe gx — gaz. Est 
enim gr = (gx) —Yy(—ygx) = y Cw) — x, quoniam y (gr) = yy (—y2) 
=—yx. Si igitur yx neque par neque impar fuerit functio, innumerae 


dabuntur functiones gx, atque trauscendentes Gx(= yr dx) correspou- 


id 
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dentes, quarum aliqua saltem proprietas innotuerit: hacc nempe 
Gr+Ggx = x. gx Ge). 
At ulterius progrediamur. 
Si nempe similiter fuerit functio g ejusmodi ut 3°x =a sit, po- 
naturque Gai dax.gx.8 x), erit 


Gx--Ggr--Gírx)-ssrgx.gx-- Const. 
Quoniam eninr d G x = dx.ga. $ x, erit Ed g x in locum ipsius +, 
dGgax-dga.ggzx.g ire dgx.g'x.x, (ob g^(ga) = gx = =), ite- 
rumque dG gx = dggx.g "ga.gao = dg x.x.gc; ideoque 
dGx+dGgx+dGg x = da.ga.g'x.x-p-dgr.g'x.x-- dgr.m.gz, 
quod aperte = d(x.gx.8'x) aequatur, unde integrando formula modo 
proposita consequitur. Constante vero rite definito erit 
Ga+GgrtGgun =agugu+Gg0+G62°0. 
Jam vero accipiendo c — radici ex aequatione x — gx, erit gc=c, ate 
que gfc—=ggc=gc=c, ideoque 
Ge+Ggc+Gge = 3Geezce.gce.g'e--Cg0--Gg'oO, 
seu 3Gce — € -Gg0-d-Gg^0. Sin vero g0=0 fuerit, erit Gc=#e 
sen JT. dx.gx.g æ -—icC, quod integrale definitum est satis memorabile, 
cum ad innumeras functionum formas quadret. 


lam vero patet, universim fore 
GatGgut G(g'n) +. ef Gg x) 2 x.gao.g'r..-.g ^ x + Const. 
si fuerit 2» = x atque G x = 4 dx.grx.gux....£' ^x; eritque Const, — 0, 
si 20 = 0, alias vero E: 
Const. = Ge0+Gz°0+....+G2""0. 

Huius vero formulae demonstrandi ars ex antecedentibus facile colligitur. 
Speciatem vero, si fuerit c — ge, similiter colligitur, fore rGc = c’-+ Const., 
ideoque Jf da. ga.ghn-. gta = —6, si g0==0 fuerit; alias vero, 
si altera datur radix c/ aequationis x == gx, erit similiter nGc' = c^-- Const., 


ber 


r 
: 4 y 2 Paes c! — cr 
ideoque. r(G c'— Gc) zz ce"—c', seu fide. gag Da vag ER DC Sa A 


quod est integrale definitum maxime momenti, utut et latissime patens, 
(cum gw arbitraria fere sit functio), et baudquaquam antiquorum indolis, 
cum horum pleraque, ni valde fallimur, ad extremum eo nituntur, ut 
functio differentialis nibilo vel infinito aequetur. Rei vero amplitudinem 
ita comprobamus. Sit ya functio quaecunque (coefficientibus imaginariis 


15. Hill, functiones iteralae. 165 


praedita, si placet), ejusque inversa Ya (i. e. si aequatio y» — y dissol- 
vitur, praebeat x — yy, seu x = yy, exsistente — 1 iterationis ex- 
ponente), ponaturque ad interim gx — "yer, eritque g(gxr)=Yeygzx, 
seu g°x = EE cum DR i sit; similiter erit ulterius g*(g x) = 
ye Cy 8 2j, seu gx -—'yé' yr, generatimque igitur g’x = ye'ya. Ut vero 
Jam, gx —x sit, ponatur € — 1, quo facto bri PEN) Ce INI 
igitur accipiamus e = Y f = radici imaginarii ex unitate, et y et z, ut modo 
diximus, erit equidem g’a — x, ideoque gx et Gaz (— AA d oe cosi ie) 
indolis modo explicatae. Patet vero, partim coeflicientes functionis yx ita 
(imagivaria forsan) determinari posse, ut gw realis evadit, partim Gx 
semper realem esse, cum ejus differentiale symmetrica sit functio radicis 


solius imaginariae ve 1. 
^mo ver i X universalibus mod xhibitis formulis in 
Nemo vero non videt, ex universalibus modo exhibitis formulis 
numera consequi tum integralia definita tum integralia comparandi regulas. 
"Tantum isitur exempli causa unum alterumve ex 'onamus, 
D 


M : - 7: 4 — b’ A 
Sit videlicet gx = /(a-+- 4x"), eritque 2^» = Ve tb a), 
quandoquidem 


gx Es (at po (a4- ba) = y (a. TT DL 7). 


Jam vero accipiatur 2" —1, nec 5 — 1, eritque £g" = » x" == 2x, ideoque, 
ponendo d Gx — dx.gx.g'xr....g"^ x, ex modo dictis 
amt 


Gr-4-Ggxr--Gge4...--Gag""xr-crgx.g xr..." xp Const. 


7i 


lam vero, si fuerit c — ge = {a +c"), seu c = (=), aut etiam 


a —{(1— b)c", erit 


| n As vau 
‘fu V | (estara boten yact p 2... (a. X EY Tb a) | =. = — Lay + Const, 
seu Gc — | (c"-Const.), ubi r — 7-1, atque Const. — Gg0t Gg*0 t... Gg"O 


Hi 
Hoc vero integrale definitum satis abstrusum (nam 7 valorem quem- 


vis admittit), quamquam speciale, tamen lafissime patet. Primum vero 
e * a “ e. " 1 > * . 
observamus, si capiatur eu reale, id quod sub radicis signo est, 


cum symmetrica ipsorum à sit funetio, fore reale; sin vero ponatur 4 = 
(1—6)c", erit factoris cujusvis forma haec: 
e"(1-—4)--ó^x seu c'4-6' (a — c". 
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Ex. gr. si ponamus 7 — 2, r=?2, m=3, erit integrale nostrum 
fax V Tet 5 (0 —e?)) AR IMS == fax V (3e — 3e x LL x), 


Sin vero ponatur 7 — — 2, atque 7» — 23, erit 


piures c?x*dac 
Y'(c*—36* a3 4-323)* 
Si igitur x — cz, vel, quod eodem redit, c —1, et 


x oy, 
fena iei) Be, uq [y = 0 
erit 
Ez--Egz--Eg's-zgzggi4-EgO- Eg, 
G:+6g:+6Ggz = 2.92. g’:+6Gg0+ 680, 


speciatimque 
3.E1 — 1+Eg0+Eg0 


Apis 3.61 = 14G6g04 650, — 

ubi g0= /(1—2), g0— 1-4"), existente à —V^1 — 
Calculanti vero mox patebit, integralia definita H1 et G1 ad ipsa attinere 
Elliptica, quae cel. Legendre in zc. d. c. int. T. I. p. 54. pertractavit. 


Patet vero alteram radicem aequationis z — gz[= y (14-5(z—1))], fore 
-—1, ideoque 


+1 x2dz Nu H t ". ded 
rms rm Lae? atque J d: —3: dz)—1. 


Si vero posueris 2-2, m=4, vel =5 etc., casum habebis in 
functionibus A belianis aeque memor ac istum in Ellipticis. 


AVC 
9 Li 


Ulterius ponendo gx = fus Le), certamque relationem inter 


coefficientes a, a,, b et 5, (exsistente exponente 7 arbitrario), habebis 
gi indeque theoremata similia de functione 


feo (CEE) C92 CO 


ubi ibidem casus r= 2 ellipticas, r vero = 3, 4 etc. Abelianas tangit func- 
fiones. Haec vero indicasse sufliciat, cum particularia in praesenti minus 
curemus *). 








a Indicasse igitur sufficiat, alia obtineri integralia definita,, ponendo c — g?c, vel 
-2g'coete "Ex ph'occgt6etaUc—tentg'es-ms6 “c=go=c, genera- 
timque 8°” cc atque stttt om ec; ideoque niGc+Gec) = (cgc)" 4- Const. , si mzz2n. 
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Nemo vero non videt, hane theorjam pleniorem functionum itera- 
farum cognitionem postulare; quare et completam de his doctrinam jam 
octo abhinc annis composuimus, quam et jam nobis publicis faciendi juris 
est animus, dummodo editor idoneus sumtus suppeditat. 


Londini Gotborum d. V. ante cal. Jui. 1833. 





Sin vero m == 2n-]-1 impar fuerit, erit (n-[-1) Gc-IE-n G £c z c^t! (c) + Const. , ubi 
Const. idein ac antea. 

In exemplis allatis nonnisi speciales functionum comparandarum regulas obti- 
nuimus. Attamen rem hac via accuratius adgrediendo generales quidem comperandi 
formulas obtinuimus, idque ita, ut non modo , quidquid hucusque in arte quadrandi 
calluerimus, hinc quasi ex proprio fonte explicetur, sed eiiam novae regulae inve- 
stigentur. 

Hinc enim vel integrale indefinitum, seu inter iimites arbitrarias x» et y sum- 
ium, aequatione quadam resolvendo definimus, vel generales ipsum comparandi for- 
mulas elicimus. Prioris rei, eomprobandae causa heic absque explicatione apponimus 
formulas : 


y de 5 : 
1. J. Ps A si y=f’x fuent; 


2. Br: we =: Beulen: 


quae theoremala aeque hin constiluunt, de quibus aliquando posthac ageinus. 
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16. 
Théorie des parallèles. 


Où sait que pour compléter cette théorie, il ne s’agit qu'à démontrer la 
proposition suivante, présentée par Euclide comme axiome: 

Prop. Si la somme des angles opposés ECB et DBC (Taf. II. 
Fig. 11.), que deux droites EC et BD font avec une troisième CP qu'elles 
coupent, est moindre que la somme de deux angles droits, ces droites, 
prolongées suffisamment, se couperont nécessairement. 

En voici une démonstration très simple. 

Faites l'angle 4CB égal au supplément DBI de l'angle DBC, et 
égaux entre eux les angles 4CE, ECF, FCG etc. de sorte que ACF = 
2ACE, .4CG = 3 ACE etc. : il est clair qu'il existera toujours quelque mul- 
tiple 4CH — n. ACE de l'angle 4CE, 7 étant un nombre entier fini, qui 
est ou égal à l'angle ACP ou plus grand que cet angle, cést-à-dire: qui 
n'est pas plus petit que l'angle 4CP, quel que soit l'angle ACE, 

De l'autre côté faites CB = BI — IL ete. et tous les angles ACB, 
DBI, KIL etc. égaux entre eux: les figures 4CBD, DBIK, KILM seront 
congruentes, et on aura 401K = 2 ACBD, ACLM = 3 ACBD etc. 

Soit 4CNO =n.ACBD, n ayant la méme valeur numérique que 
ci-dessus dans l'expression ACH =n.ACE: on voit que ACNO est tou- 
jours plus petit que l'angle 4CP, puisque ACNO ne comprend pas 
l'angle OVP, compris dans ACP. Donc aussi 4CBD est nécessairement 
plus petit que 4CE. Ou bien on voit que l'angle ACP n'est pas compris 
dans 4C/VO, de sorte que par suite l'angle 4CH non moindre que ACP 
ne pourra y être compris non plus; donc aussi l'angle 4CE, n"* partie de 
ACH ne pourra être compris dans 4CBD, n"* partie de 4CNO. 

Donc CE coupera nécessairement BD, 
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17. 
Aufgaben und Lehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 


(Von Herrn Prof. Gudermann zu Münster.) 
Aufgaben, 
| P Wem man nach der in meiner Theorie der Potenzial - Functionen 
gebrauchten Bezeichnungs-Art die Facultüt x(x—1)(x—2) .... (v —n 4-1) 


bezeichnet mit [x], so kann man die Grundzahl x und den natürlichen 
Logarithmen derselben in eine Reihe entwickeln, welche nach Potenzen 


von [x] fortschreitet. Die zuletzt genannte Reihe ist z.B. 


logr = log V [x] + 57. = ES [Ez] 
V [x] Y [x]. 


SU pim.) 1 |? (G—t1)n—2)(—49»—1 p 1 Y 
48 . n n De TE ee * Sakko «ve 
see] Fal 


Wie heifst die erste Reihe, und nach welchen Gesetzen schreiten die bei- 
den Reiben fort? = 
2. Unter den mit "/ bezeichneten Facultäten-Coefficienten giebt es 
fast zahllose Relationen, und unter diesen eine, in welcher der Grad » der 
Facultiiten derselbe Bo nemlich: 
rof [n— r4 tJ." f+ In—r-+2]. Fon nro]. ane + nl": 


Ca+1y 1) (r+iy 
wie kann diese Helton bewiesen eden? 


3. Wenn sich die dre Scheitellinien 4P, BQ, Cm (Taf. IIL Fig. 12.) 
eines Dreiecks (sphärischen) 48€ iu einem Puncte M schneiden, und man 
zur Abkürzung die Winkel des Dreiecks mit 4, B, C, ihre Gegenseiten 
mit a, 4, c bezeichnet, ferner setzt: 

sip CP sin sin CQ sin CM 

: sinPH — 7» sin sin AQ — J* Siam 
ENS: IT. = a + xrycosC + y^, 
2. zCosv = xcos a + ycosb, 
3. ssinv = Y(a’sina 4-2xysinasinbcosC +-y’sind. 
Diese drei Formeln sind die Grundformeln einer allgemeineren Coordina- 
ten- Methode in der Sphärik. 


= z und Cu=v, 


N 
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(Von einem Ungenannten. ) 


Aufgabe. 
4. Welche Form erhält ein vollkommen biegsamer und gleichmä- 
(sig schwerer Faden, welchen die Oberfläche einer absolut glatten Kugel 
trägt, durch die Schwere, wenn die beiden Endpuncte des Fadens auf der 
Kugelfliche befestigt sind? 


(Vom Herrn Dr. Stern zu Göttingen. ) 


Lehrsatz. 
14-25 Gm Han 1 a.i 
5. Es werde das Product aus 2 Factoren ii Choc SPEI 


(1--a mi n) 
durch en 


(1 an) _ pem Sees (Lteun messes (i+an-ır) , a». An-s—bn-3 (1a; ai5) 
(Pup) i 35, i +b.-ı "(4t bau) 1 Hd, “(1+ bn-4}2) 74b +b.- 3 *(13-b,. 2p) 
ER (14-2251) 
gro, (bp bea)” 


angedeutet, so hat man 











—— 


Einige Druckfehler im 10. Bande. 
Seite 25. Zeile 9. statt y.4.0t—x.A.0t lies y.A.öt—x.B.0t 





— 25. — 23. st. cose—u I. ar u—e 
— 26. — 14 st. e. El . 2.0084 = COS Y 
— 1 . 
ME (969 Di ee pie LS 
pee : ee 
MEN SET Et 2Ve, ye 
Droite 
97 EN 93 t u W. Cu +” 
fi (95 V ee.cos y at . cos 4°) 
té 
NT ES M ese cos u? V (1—ee.cosu?) i 


Ys rer Y (1—ee. S 
=. 00. ee HR A’amodx 1. PE [Ar am“ SIERT 





9 
— 30. — 5. st. A d.coam er las MENTIS 
Au 0 7t 
a gt. sin6x , E . sin 6x 
— 30. — 9 st. - Zn s 
pU i rent 3. ET 
CR An. [or gie singt (—4)". sinn sin n c^ 
2n 4n ge A. q^ 
PEN TP E THEN P gm 
(17.79): um 1 
LS 2850 Xp (ia. leone (— q)".sin2n& 








n (+ g? : n.(i-+q’") 
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17. 
Resolutio algebraica aequationis x" —1 = 0. 


( Auctore 4 Fischer Regiomontano ) 


Introductio. 


A equatio z"— 1 — 0 unam tantummodo radicem habet realem, si 7 est 
impar, et praeterea (7 —1) valoribus imaginariis ei satisfieri potest; cujus- 
vis autem radicis potestas 2° erit aequalis 1, Si radicis cujuscunque ima- 
ginariae ad aequationem x^— 1 — 0 pertinentis potestates 
Opel sid 5 0 c (me Dt 

fingimus, diguitates 2° harum quantitatum etiam 1 fiunt, et faciamus, has 
quantitates inter se alioquin esse diversas, jure eoncludimus, easdem cum 
aequationis radicibus convenire, Sit itaque 2 numerus primus, et 7 quae- 
libet radix imaginaria, generalius potestates f 

ERN ens a eis Poe NR 


cum 7 radicibus coincident, denotante e integrum per 7 non divisibilem. 


pire 


Jam (7—1) radices imaginariae per dignitates r°, r° ry .... rt ne 
exprimantur, manifestum est, summam exhiberi posse per expressionem 
= {rm rem} vel = (re 33, in qua m valores 1, 2, 3, .... la 
accipiat; sed seriei valor numericus semper erit aequalis — 1. Porro pa- 
tet, si g sit radix primitiva seu quivis e numeris 7 minoribus, quorum 
potestas (2 —1)^ nec ulla inferior nisi O", per z divisa residuum +1 ba- 
beat, seriem 

P, re, rs, re, .... je 
identicam esse cum aequationis (2 — 1) radicibus imaginariis. 


Cujus seriei summa designari potest 
n-] 2 
ot rer qs - Mm 
z(9. 4 va es ++) 
' Nu 


(quia & ^ semper habet residuum E ubi pro m sunt valores O, 1, 


— 3 : À 
din eine <= substituendi, 


7-1 
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Radice quavis primitiva introducta, inter certa radicum aggregata 
relationes emergunt, quae ad aequationis solutiouem a vulgari genere dif- 
ferentem ducunt; ita ut in casu speciali, existente numero primo 7 = 2?+1, 
functiones trigonometricae evitari possint, et radicum valores aequationibus 
quadraticis enotescant. 


INN ; SS 2x 
Duabus solutionibus inter se collatis in hoc casu pro cos—- valo- 
rem radices tantum quadraticas continentem invenimus; «quocirca pro ra- 


. je 27 . . . 
dio quolibet est cos—- quantitas ad geometricam constructionem accom- 
modata. 


Numerus (2—1) factores primos &, ß, y, 0, «+++ contineat, quo- 
rum sit ultimus numerus 2. 
Primo jam (n —1) radices imaginariae 
D 3 n-—2 
p 


we © s [3 
sinon, er EON ETS sine. 5 


> € . L TE i * 
dividantur in o periodos —— terminorum secundum schema: 


of E Q4 (m—1)a 
r-4rS re +r be... 8 m, 
T 3a-Fl 3a+1 | (m-l)a-HL 
re + re Dre rs BE nn it e (mn, 8), 
Qc? 3a42 (m-1)«4-2 


yf ab pe ar Lr +...+r = (m,g), 


[2 € [4 e e. LJ e . € e. © e e e e 


a-1 . 2a-1 3u— Paley 1 ma--i 


re Ir 4- rg ^u rs +....+r gt as 


° . n—l - . ev @ L 
ubi 7 aequalis —— et pro g^ residuum minimum ad 7 pertinens est sub- 


3 





. ar LI we n —1 
stituendum.  Unamquamque « periodorum rursus in ß periodos — 3 ter- 


minorum dividimus. 


Pro (? periodis tantum, quas (77, 1) implicat, schema inseribam: 


Bu ?pa 3 Be 3Um- -1), m 
dicus uM anto un = (p, 1), 
(HF D 28--1)a bre (lip) $+te 
pue pe THp I ae rs = (p), 
2% (£+2)e (2P+2)e OG B3-)« ((Q-1)54-:]a 9 
[EE yc I EEE Lr Tee dr = (5s, 
C2 e . e. ® . *. . e . e. . * e. . e. . . e . 


KS 1)o T -i)e o 3 P1) (45—1)a (pp mi) 


+ ré +re + re + ....+r3 IP, EM 


n —1 * E . DE 
ubi p est T ceterae autem periodi sunt simili modo formandae. 
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"n — 


Porro radices eujusque periodi —7. terminorum in periodos ” 2 


e py 
terminorum distribuimus, Schema pro y periodis, quarum summa cum 
(p, 1) est identica, erit 


othe 2yBa „3YPa (9=1)yBa | 

EEE TL... 75 = (9,1), 

Pa (y-+1)fe Gy Ufa (3y-+1) Ba L9-Dy+1) Ba 
re + r$ +ré + rs +....+7 == (9, ga), 
„Pa (y+2)8a „(2y+2)Be (3y+2)8a Et9-1)7+218a | 
fe an arte ur +...-+r = (9, go"), 
(y-1)f (2y—1)8 QGy—-DA NR (qy—1)8« DUM 

pe PP ge Hr DP (gg), 


e S d . . e © eye e . 
ubi 7 =, omnes reliquae hic etiam similiter investigantur. 


Divisione perducta tandem ad periodos duos terminos continentes 
pervenimus, quae cum binis radicibus reciprocis aequationis x"— 1 — 0 
coincidunt. 

Licebit mihi, propositiones de radicum periodis tres sequentes ha- 
bere cognitas. E 

1) Quaevis periodus (7, 2), ubi g est factor numeri (2—1), = au- 
tem numerus quicunque integer, exclusis O et multiplis ipsius 7, cum ali- 


n —1 0 d 2 . e . . ‘ . 
qua rs periodorum, 9 terminos continentium, est identica, si vero = est 


O aut £z, valor periodi numericus erit semper aequalis 4. 

2) Producta e duabus periodis ejusdem generis, puta periodos ex 
aeque multis radicibus constantes (9,77).(g9,z) per periodos eiusdem ge- 
neris lineariter exprimi possunt. | 

3) Functiones symmetricae e periodis, quae omnes ad eandem pe- 
riodum generis antecedentis pertinent, per periodos eiusdem generis ante- 
cedentis lineariter exprimi possunt. 

Quarum propositionum auxilio ad aequationem 4o" gradus perveni- 
mus, quae valoribus numericis « periodorum inveniendis inservit; coeffi- 
cientes enim summa omnium (7 —1) radicum vel —1 exprimentur. Porro 
jam c aequationes (2^ gradus formare possumus, quarum quaeque valores 
pro  periodis m terminorum suppeditabit; coefficientes enim ipsarum 
aequationum rursus tantum ex o quantitatibus antea inventis erunt com- 
positi, Hoc modo pergendo, postremo Bd aequationes quadraticae sunt 
solvendae, quibus (2—1) radices imaginariac aequationis z"—41 — O0 enotescunt. 


e 
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Resolutio aequationis x" —1 — 0. 


Ratiocinium conirahi existimo, si radicem primitivam 10 suppo- 
vam. —- Cunctae aequationes auxiliariae fiunt in hoc exemplo quadrati- 


cae, quia (n-—1) est 2°. 

Primo valores pro (128,1) et (128,10) sunt quaerendi, 
in quas periodos aequationis 256 radices imaginariae sunt 
collectae. 

Si quantitati " numeros adscriptos cum signo duplici 
ut exponentes tribuimus, omnes 128 terminos periodi (128,1) 
accipimus, 

Ut ex aequatione x°— 4 x + B = 0 valores pro (128,1) 
et (128,10) sequantur, sunt (128,1) + (128,10? vel —1 pro 
4 et (128,1).(128,10) vel —64 pro B substituendi. Facto 
enim calculo, fit productum 

(128,1) . (128,10) == 64 (128,1) + (128,10)} = — 64, 

Valores autem aequationis æ° + x — 64 — 0 sunt 

I IL of 25e (51 ye dots 
priorem statuam = (128,1) = 7.5156097710} 


\ 
» 


unde sequitur (128,10) = —8.51560977101 


(128,1) 
1 60 
2 61 
4 62 
8 64 
9 67 

11 68 

13 70 

15 ry. 

16 73: 

17 79 

18 81 

21 84 

22 88 

23 89 

25 92 

26 95 

29 98 

30 99 

31 100 

32 104 

34 Ai 

354) 493 

36 114 

4? 116 

44 117 

46 118 

49 120 

50-5424 

52. Sige 

57 09129 

58 124 


SOI 
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Quaeque jam periodorum 128 terminos continentium e duabus pe- 
riodis 64 terminorum constat 
(128,1) == (64,1)+ (64,100), 
(128,10) == (64,10) + (64,28). 


Aequationes ad has quatuor periodos pertinen= (62,1 (64,100) (64,19) (64.28) 


Nae A Nam ar! “tee ST 


tes inventae sunt [DOS 5" 3 
1. z^—(128,0))x —16 = 0, TEES TOR S 

2. a'—(128,10)z—106 = 0. 45015420. «7 

Fit eni S ICI 
mike 1125957797044 
(64,1) . (64,100) a an 19 

= 16 (64,1) + (64,100) + (64,10) + (64,28); 16°. 29 40 24 

= —16 131 41 08 

sic etiam 22 36 43 33 

|  (64,10).(64,28) = — 16. 23 42 54 38 


SM iUe » 
Ex aequatione (1.) valores numerici pro (64,1) et 23 4s 23 s 


(64,100) cognoscuntur a4 52 71 48 
(64,1) = 9.2460739712, 209506 4:921 
(64,100) = —1.7304642002, 44. 98 75 53 


Hoc posito, valores pro (64,10) et (64,28) ex altera HE x a = 


aequatione recta via nondum derivari possunt. Dif- 64 62 82 66 
ferentiae (64,10) — (64,28) signum prius quaerendum 67 72 63 69 


est. Sed hujus differentiae signum producto GEST (Oase 29 
70 84 86 77 


enotescit, quod necessario generis antecedentis perio- 84 98 91 94 
dis exprimi potest. B 200. 93. 90 
e n ° € c TUA 2 

Productum fit quantitas negativa, aequalis i rn js À T: 

8 ((128,10) — (128,1)]. 111 113 107 105 

Eruitur enim: 417 144 108 106 
(64,1). (64,10) 190 116 109 112 


121 118 110 119 
Ton 1323111092125 


124 126 127 


= 12(64,1) +16 (64,100) + 20(64,10) + 16 (64,28) 
+ (64,100). (64,28) 
= 16(64,1)+ 12 (64,100) + 16(64,10) -- 20 (64,28) 
— (64,1) . (64,28) 
= —20 (64,1) — 16(64,100) — 16 (64,10) — 12 (64,28) 
— (64,100). (64.10) 
= —16 (64,1)— 20(64,100) — 12 (64,10) — 16 (64,28), 


» 
e ^m 
Qo 
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quarum aequationum summa fit: 

((64,1) — (64,100)} . {(64,10) — (64,28)} = 81(128,10) — (128,1)). 
Ergo differentiae (64,10) — (64,28) signum negativum erit tribuendum, et 
sequuntur (64,10) — —10.0997996169, 

(64,28) — 1.5841898459. 
Generis proximi 8 periodos tabula sequens continet in qua rursus 
tantum exponentes quantitatis r propositae sunt, quibus signum duplex 


est adjiciendum. 
RU IRL D Ey OU NET EN NER 
11 21 9 a7 27 7 3 
29 25 139501105 537. 14 6 
23 29 1812420 2099 19 12 
35 49 26:29 403 ET 28 24 
15 44 50 31043 0005 3j 45 
16 46 57 2059053318055 38 4S - 
17 67 58 49, 70759 8/741 47 91 
9S0 70 59 DOC 78070074 56 53 
PALM 79 (4 Dates HOT» 66 65 
34 81 84 HIESS 69 HA 
60 88 89 72973 8000793 76 90 
64 92 99 98 87 101 94 96 
682% 9524100 110109108108 10524107 
12055111 31142 25113:4, 97.241097 25112272103 
121983117 51160 21222107. 711072 1719222105 
1288123 1187 1227 21200115 ET ET 


Ad valores numericos harum 8 periodorum computandos quatuor aequa- 
tiones sunt necessariae; quanfuscunque sit autem aequationum numerus, 
semper omnes reliquas a prima derivare poterimus. 
Quatuor illae aequationes ut formentur, producta sequentia per pe- 
riodos generis antecedentis exprimenda sunt: 
(32,1) (32,23) = 264,1) + 4(64,100) + 5 (64,10) +5(64,28), . 
(32,100) (32,13) == 4(64,1) + 2 (64,100) + 5 (64,10) +5 (64,28), 
(32,10) (32,27) = 5 (64,1) +5 (64,100) + 2 (64,10) + 4 (64,28), 
(32,28) (32,127) = 5(64,1) +5 (64,100) +4 (62,10) + 2 (64,23). 
Expressiones RUE por quas ipsae radices dantur, fiunt: 
1. pro (32,1) et ar Qu ; mss 1) +v1[64-+7(64,1) —8(61,10)]!, 
2. pro (32,100) et (32,13) ....a = 2 {(64,100)+ y [64-1-7(64,100)—8(64,28)]1, 
3-.pro (32,10) et (32,27)... == 4 \ (64,10) +y [644 7(64,10) —8(64,100)]}, 
4. pro (32,38) et (32,127)... == $1(65,28) & y^ 1644-7(64,25) —8(64,1)]} 


E SS 


rs 
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Aequationis (1.) radix prior statuatur — (32,1) = 11,8604556333 
ergo = (32,23) = —2,6143810621. 
Productum ((32,1) — (32,23)} . {(32,100) — (32,13); fit quantitas nega- 
tiva. Quatuor enim producta (32,1).(32,100); (32,23).(32,13); (32,1).(32,13); 
(32,23).(32,100) fiunt: 
1. 2(32,1)-- 4 (32,23) + 6 (32,100) + 4 (32,13) + 5 (64,10) + 3 (64,28), 
2. 4(32,1) 4-2 (32,23) 4- 4 (32,100) + 6 (32,13) + 5 (64,10) + 3 (64,28), 
3. 6(32,1) + 4 (32,23) + 4 (32,100) + 2 (32,13) + 3164,10) + 5 (64,28), 
4. 4(32,1) + 6 (32,23) + 2 (32,100) + 4 (32,13) + 3 (64,10) + 5 (64,28); 
summatis primo et secundo, atque subductis tertio et quarto, prodit: 
(32,1) — (32,23). (32,100) — (32,13)! 
= — 4(64,1),+4(64,100) + 4 (64,10) — 4 (64,28). 
Quam expressionem ex supra inventis patet esse negativam; unde eliam 
differentia (32,100) — (32,13) est quantitas negativa. Hinc prodit: 
(32,100) = — 3,9962555682, 
(32/15) ==", 252657913580; 
Porro jam productum {(32,1) — (32,23)}.{(32,10)— (32,27)} est po- 
sitivum. Quatuor enim producta 
(32,1). (32,10); (32,23).(32,27); —(32,1).(32,27); —(32,23). (32,10) 
fiunt : | 
1. 2(32,1)-45(32,23)-45(32,100)-+3(32,13)-H4(32,10)-+5(32,27)-43(32,28)-45(32,127), 
2. 5(32,0--2(32,93)4-3(32,100)-1-5(32,13)-1-5(32, 10)-4+-4/32,27)+4-5(32,28)-+-3(32, 127), 
a —5(32,23)— 5(32,100).—3(32, 13) — 5(32, 10) —6(32,27) —5(32,28)—3(32.127), 
4. —5(32,1) —3(32,100)---5.32,13)—6(32, 10) —5(32,27)—3(32,28)—-5(32,127), 
quarum quantitatum summa invenitur 
2 (64,1) —2 (64,10) = {(32,1)— (32,23) . (32,10) — (32,27)}. 
Quam expressionem ex supra inventis esse positivam, perspicuum est; unde 
etiam differentia (32,10) — (32,27) fit quantitas positiva, et valores nume- 
EI REIHE: (32,10) = —3,7133822994, 
(32,27) = —6,3864173245. 
Tandem fit productum {(32,10)— (32,27)} . {(32,28) —(32,197)} po- 
sitivum. ,Quatuor euim producia 
(32,10).(32,28); (32,27).(32,127); —(23,10).(32,127); — (32,27).(32,28) 
sunt: 
1.  3/64,0)4- 5(64,100) 4- 2 (32,10) - 4 (32,27) +6 (32,28) +4 (32,127), 
2. 3(t4,1)+5(64,100) + 4 (32,10) + 2(32,27) + 432,28) + 6 (32,127), 
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3. —5(64,1)—3(64,100)—6(32, 10) —4(32,27) —4(39,25) — 2 (32,127), 
4. —5(64,1) —3(04,100) — 4(32,10) — 6 (32,27) — 2 (32,28) — 4 (32,127). 
quibus expressionibus summatis, prodit: 
(32,10) — (32,27) . {( doles 127)} 
— -—4(64,1) + 4 (64,100; — 4 (64, 10) + 4(64,28), 
Quam expressionem ex supra inventis M esse positivam; unde etjam 
differentia Mensen: 127) est quantitas positiva, Hinc prodit 
(32,28) == 1,3214192922, 
(32,127) = 0,2627705537, 
Ad valores pro 16 periodis investigandos progredior. Hic expo- 
aentium tabula sequitur : | 
a, HOD ee 1,529 HUB) 167.93; 10458198. 
M6,15).... 15, 17, 30, 34, 60, 68, 120, 121. 
D ae 23, 35, 46, 70, 73, 9, 111, 117. 
116,88). 20.11, 22 HT OT 81, 08) OS EET, 
116,100)... 25, 99, 50, 57, 58, 100, 114, 116. 
'|16,42).... 21, 42, 59, 79, 84, 89, 99, 118. 
a, 16:13)... 13, 26, 49, 52, 61, 98, 104, 122. 
1(16,62)..-. 9, 18, 31, 36, 62; 72, 113, 124. 


416,107 sete 9j 10, 20, 40, 63, 80, 5 126. 
as: ed e Bess. t 
1(16,107):. 43, 75,. 83, 85, 665 87,494, 107 


(16,27)... 27, 41, 54, 71, 82, : 93, 108, 115. 
" K16,109)... 37, 39, 55, 74, 78, 101, 109, 110. 
» 116,28)... 7, 14, 28, 33, 205. 050,.112,7129, 
116, 94),... 19, 38, 47, 69, 76, 94, 105, 119 
a dV 3, 6, 12, 24, 48, 59, 90, 127. 
(16,106)... 45, 51, 53, 77, 90, 102, 103, 106. 
Prima aequatio quadratica, qua valores pro (16,1) et (16,15) inveniuntur, est: 
a*— (32,1) c 4-2 (32,1) + (32,233 + (32,100) + 2(32,13) + 2 (32,28) = 0; 
ipsae autem radices fiunt: 
roc 112,0 xy [344 3(32,1) + 4 (32,10) + 2(32,27) +.6 (32,127) ff 
et priorem valorem cum (16,1) identicum esse ponam. Accipimur igitur 
(16,1) = 9,2291528841, 
(16,15) = 2,6313027492, 
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Signis productorum antecedentibus similium investigatis, aequationes 
sequentes pro reliquis 16 terminorum periodis locum habent: 


Ge 3s ‚= 1|(32, 23) + [344-3 (32,23) --4(32,27) +-2(32,10) +6(32,28) ]}, 
Bs n = ri 32,100)+ V[34 4- 3(32,100)-1- 4 (32,28) -- 2 (32,127)-1-6 (32,10) 1}, 
D 13) } = 2 {(32,13) + ¥[3443 (32,13) + 4 (32,127)4-2 (32,28) 4-6 (32, 27) 4}, 
(16, 107) = t[(82,10) + 7[344-3 (32,10) +4 (82,100)4-2 (32,13) --6(32,1)1 }, 
16 00) = 3 {(32 27) X [34 4- 3(32.27) -I-4(32,13) +2 (32,100)+ 6 (32,23) 1}, 
ie tn } = is, 28) +y[344-3(32,28) 4+4(32,23) +2 (32,1) +6(32,100)]}, 
is oot = £1(32,127)4 y134-+3 (82,127)-4 4(32,1) +2 (32,23) +682.19 1}, 


Sed alia methodo quantitatum [(16,23)—(16,88)]; [(16,100)— (16,42)] ; 
etc. investigandarum hic commode uti potest. 

Differentüs enim (16,1) —/16,15)]; (16.23) —:/16,88)]; (16,100) — 
(16,42)]; etc, per 5,, 5,, D, .... ó, designatis et sumrais respective per 
8,5, 0,, 05, +++. Gy, relationes sequentes exstant: 


a,b, = b,— 2b, +26, 4- 25; +48, 
db Bol 25, 4-26, 205 — £5; 
dux D, 00 do 29 E20, EB, 
oes bert 2 byt 2b, 25. — 455 
a,b, = b, — 2b, +26, + 2b, — 44, 
db, == D, 2b, + 26, — 25, -— 4b, 
a,b, == b, 4+-2b, + 2d, +26, — 45, 
GN xb ob 26, = 2b, — 4b, 


et quum quantitas 4’ sit cognita, manifestum est, ceteras quantitates à his 
aequationibus computari posse; unde signorum ratio innotescit, qualem su- 
pra exhibuimus. 

Hisce pro periodis 16 terminorum valores sequentes numericos inveni: 


(16,1) = 9.22915 28841, 
Eo — 2.63130 27492, 
(16,23) — — 1.83466 99500, 
t = — 0.77971 17120, 
(16,100) = — 0.82103 83846, 
PECIA = — 3.17521 71835, 
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(16,13) = — 0.10935 94182, 
(16,62) = 2.37515 07862, 
(46,10) = 2.68668 72054, 
(16,107) = — 6.40006 94978, 
(16,27) = — 2.95597 86107, 
(16,109) = — 3.43043 87138, 
(16,28) = 3.27079 15007, 

an = — 1.94937 22085, 
(16,127) = 4.89048 49571, 
Ms — — 4.62771 44034, 


Exponentium tabula pro 32 periodis 8 terminorum. 


- (81) = 1, 4 16, 64. is ee — 10, 40, 97, 126. 
ds, 32) = 2, 8, 32, 128. "K8,63) = 5, 20, 63, 80. 
a 15) = 15, 17, 60, 68. ee 86, 87, 91, 107. 
ve = 30, 34, 120, 121. (8,83) = 43, 75, 83, 85. 
V8 — 23, 70, 92, 111. NS = 27, 71, 82, 108. 
NS 5 = 35, 46, 73, 117. he 93) = 41, 54, 93, 115. 
(8.88) = 22, 88, 95, 123. , K8.109)— 37, 55, 78, 109, 
el) == 11, 44, 67, 81. *1(8,110)== 39, 74, 101, 110. 
eal 25, 58, 100, 114. (8,28) = 7, 28, 66, 112 
811050 5er 14, 33,2 565 195; 
e, X 42) = 42, 89, 99, 118. 3 Gee = 38, 94, 105, 119. 
76 Mg, 59) — 21, 59, 79, 84. 78,76) 2-19, 47, 69, 276; 
1813) = 13, AQ. 52, 261. „EN 6, 94, (96,4127 
us, 98) = 26, 98, 104, 122. nie 4837 =, 012; MAS 00 
a es = 9, 36, 62, 113. x SE 90, 102, 103, 106. 
(8,12) =< IS ah TA F8,51} == 45, 5H 2530770 


Aequationes quadratieae, quarum auxilio valores numerici pro 32 
periodis inveniuntur, sunt sequentes 16: 
x^— (t6,1)x + (16,1) + (16,62) + (16,28) + (16,127) = 0, 
a^— (16,15)æ + (16,15) 4- (16,13) + (16,94) + (16,106) = 0, 
a^— (16,23)a + (16,23) + (16,100) + (16,94) + (16,127) = 0, 
a^— (16,88)x + (16,88) + (16,42) + (16,28) + (16,106) = 0, 
g'— (16,100)2z-4- (16,1) + (16, 100) + (16,107) + (16,27) = 0, 
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a^— (16,42) x. +(16,15) -- (16,42) 4- (16,10) -- (16,109) = 0, - 


a'— (16,13) + (16,23) + (16,13) 4- (16,107) + (16,109) = 0, 
x'— (16,62): + (16,88) --(16,62) 4- (16,10) -- (16,27) = 6, 
x'— (16,10) 2 --(16,15) --(16,23) 4- (16,10? + 16,106) = 0, 
x"— (16,107)2 -- (16,1) +(16,88) + (16,107) + (16,127) = 0, 
x'— (16,27) + (16,15) -]-(16,88) + (16,27) +(16,28) == 0, 
a? — (16,109) (16,1) -+(16,23) + (16,109) + (16,94) = 0, 
x'— (16,28)a +(16,42) --(16,13)2- (16,10) -- (16,28) = 0, 
x*— (16,94) + (16,100) + (16,62) + (16,107) 4 (16,945. = 0, 
a^— (16,127) 4- (16,42) --(16,62) + (16,27) 4- (16,127) = 0, 


a°— (16,106) x + (16,100) + (16,13) + (16,109) + (16,106) = 0. 


Ipsae radices dantur per formulas: 


1. x-—i((161) +y{16—(16,1) —2(16,62) +-2(16,15) +2(16,10) —2(16,28) ]1, 
2. æ—2{(16,15) +y[16—(16,15) —2(16,13) +2(16,1) +2(16,107)—2(16,94) ]}, 
3. x — }4{(16,23) +y[16—(16,23) —2(10,100)4-2(16,88) --2(16,27) —2(16,197)]!, 
4, x — i|(16,88) +v[16—(16,88) —2(16,42) -2(16,93) -4-2(16,109)—2(16,106)]!, 
5. zx — 3 1(16,100)--y[16—(16,100)—2(16,1) +2(16,42) +2(16,28) —2(10,27 )]}, 


6. x —3{(16,42) +y[16—(16,42) — 216,15) +2/16,100)4-2(16,94) —2(16,109)]1, 
7. 2= 1{(16,13) +y[16—(16,13) —2(16,23) +2(16,62) +2(16,127)—2(16,107)]), 
8. a = 4{(16,62) +y[16—(16,62) —2:16,88) --2(10,13; -1-9(16,106) —2(16,10) ]*, 
9, x == 4{(16,10) +y[16—(16,10) —2(16,106)4-2( 16, 107)-2(16,100)—2/16,23 ) ]}, 
10. x = {(16,107)+y[16—(16,107)—2(16,127)-H2(16,10) 4-2(16,42) —2(16,88) J}, 
11. x — 4 {(16,27) +v[16—(16,27) —2(16,28) -1-2/16,109)--2(16.13) —2(16,15) 7}, 
12. x = ${(16,109)+y[16—(16,109)—2(16,94) +2(16,27) +2(16,62) —2(16,1) ]}, 
13. x — 4 {(16,28) +y[16—-(16,28) —2(16,10) +-2(16,94) 4-2(16,23) —2(16,13) J}, 
14. a = 3 {(16,94) + [16—(16,94) —2(16,107)4-2(16,28) +-2( 16,88) —2(16,62 ) ]}, 
15. a = £4{(16,127)+Y[16—(16,127)—2(16,27) +2(16,106)-F2(16,15) —2(16,42) 11, 
16. x = 11(16,106):- y [16—(16,106)—2(16,109)--2(16,1297-2(10,0) —2(16,100)}}. 


Si di, d,,.... dis differentias (8,1) — 8,32), (8,15) — (8,34), etc. 


vocamus, et summas respective ¢,, c 
locum babent: 


293 C35 ee @ 


Cig, aequationes sequentes 


ad, = —d, + 2d, —2d, —24;;, ¢,d, == —d,+22d,—2d,,—2d,, 
cd, == —d,—2d, —2dy— 2d, Code == —d, — 2d, —?da+2d, 
Ce —d,+ 2d, —2d,—2d,, c,d, = — d.--2d, —2d,,—2d,, 
cid —d,—2d, —2d,-4-2d,, sd = —d,—2d; —2dy + 24, 


28 * 


212 48 A. Fischer, resolutio algebraica aequationis x*'' —1 = 0. 


Co dy = dy #2do—2d;—?2d, ed = —d,4-2d4,—24d,—2d,, 
Cody = — dig—2d9 —2d,--2d,, e, d, = —d,,—2d,,—2d,-4-24;,, 
end = —dy4--2d,—2d;—2d,, Cds = —d,44-2d,—2d,—24d,, 
Cody = —d,—2d,—2d,--2d,, Cie = —di—?2d;;+2d,+24,. 
Quantitatem d, statuam, quomodo ex aequatione prima quadratica recta 
via prodit, puta 
d, = --y [16— (16,1? —2(16,62) +2(16,15) + 2(16,10) — 2 (16,28)]; 

tuno ceterae quantitates d aequationibus linearibus appositis computari possunt. 


Valores numericos accipio: 


(81) = 5.85099 69258. (8,10) = — 0.37391 18920. 
(8,32) = 3.37815 59582. leon — 3.06059 90974. 
(8,15) = 3.72107 89497. io = — 5.01672 56314. 
(8,34) = —1.08977 62005. (8,83) = — 1.38334 38663. 
m = — 1.66305 54587. op =: --1.34364 47419. 
(835) = —0.17161 44912. (893) = —1.61233 38687. 
8,88) = — 2.72734 15542. ae == —0.75225 23645. 
(8,11) = 1.94762 98422. (8,110) = —2.67818 63492. 
pea — — 1.46714 57195. Re cu SURE T S 
(8,116) = — 0.64610 73349. (8,125) == 1.67560 95781. 
i == — 3.53906 11229. I = — 3.75773 16127. 
(8,59) = 0.36384 39394. (8,76) = 1.80835 94042. 
(813) = 3.37716 05334. (8,127) = 0.24415 84659. 
Mm == — 3.48651 99516. (8,48) = 4.64632 64912. 
(8,62) == 1.47772 64674. (eae = — 6.10100 46864. 
RECS — 0.89742 43187. (8,51) = 1.47329 02829. 
Expouentes pro 64 periodis 4 terminorum tabula sequens continet. 

(41) = 1, 16, 44233) = 23, 111, 

, p = 4, 64, Ai 90 ass 4 70, 892, 

ie) = 2, 32, a: re = 35, 46, 

4,128) — 8, 128, (4117) == 73, 117, 

| m — 15, 17, a, (588) = 88, 123, 

(4,60) = 60, 68, (4,95) = 22, 95, 

(4,34) == 30, 34, (411) = 11, 81, 

* |(4,121) = 120, 124, +. A CMM 


I. 


a 


CES 
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(4,100) = 58, 
(4114) = 25, 


auf 42) = 42, 





I 


& 8 
N 


57, 
29, 


(4,89) 89, 
659) = 59, 
aa) = 24, 

dean — 13, 

QE) =="), 

(4,98) = 26, 

NN 122) — 104, 
" n ,62) E435 
“149 = 9 

a) = 72, 
ig 

(4,31) — 18, 

a. Ko 15 dO, 

74,40) = 40, 

69) = 20, 
d PRE 87, 
" 4,56) = 86, 

(453) — 43, 
"K4,75) = 75, 


100, 
114, 


116, 
30, 


122, 


113, 
124, 
31, 
97, 
126, 
63, 
80, 
107, 
91, 
83, 
85, 


(4,27) 
(4,108) 
(4,93) 
j » 115) 
(4,109) 
(4,78) 


@; 


m ES 


(4,28) 
(4,112) 
(4,125) 


ds 


414) = 
(4,94) = 


714,119) 
(4,76) 
Ms 47) 
(4,127) 
"A p 
(4,48) 
7" 44,65) 
(4,106) 
(4,90) 
(4,51) 
“a2 4,53) 


05 


Valoribus numericis periodorum computandis 
32 quadraticae, quarum radices formam sequentem 

1 (8,1) X v'[8-- (8,32) — 2 (8,63) —2 (848) 4-2(815;]), 
| 2 {(8,32) E v [5 oF (8,1) = (8,10) —2 (8,127)+ 2 (834)]j 2 


x 


8 8 8 8 & 8 & 


uU ggg d 


tle DM wl qoe RIM tof 


(4,110) — 
3731. 101% 


c 07, 82, 
eos 114100, 
ah 
et! AH CR 
== 90, 109, 


= 37, 78, 


39, 110, 


— 25, 766, 


— 7, 112, 


== 96, 125, 
14, 33, 
38, 94, 
Sa ea 
109 4/0, 
2 MET vB 
— 24, 127, 
= 6, 96, 
= 3, 48, 
= 12, 65, 
= 103, 106. 
290,102, 
"49, 791, 
CHA nb 
inserviunt aequationes 
accipiuat ; 


{(8,15) + VIS + (8,34) —2 (8,83) —2(8,51) + 2(8,32)]}, 
{(8,34) + T8 + (8,15) —2 (8,107) — 2 (8,106)4- 2(8,1)]}, 
{(8,23) v [8 + (8,35) — 2 (8,93) —2(8,76) + 2(8,88)]}, 
(8,35) + V18 + (823) — 2(8,27) —2(8,94) +2(8,11)}}, 
{(8,88) + T8 + (8,11) — 2 (8,110) —2 (8,28) + 2(8,35)]}, 
(8,11) 418 + (8,88) — 2 (8,109) —2(8,125)+ 2(8,23)}}, 
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9. x = 3 {(8,100) + ¥ [8+ (8,116) — 2(8,125)—2(8,83) --2 (8,42)]], 
10. x = 3{(8,116) + 18 + (8,100) —2(8,28) —2(8,107) + 2(8,59)]}, 
Hi, x = 11849) +/[8+(8,59) —2(8,76) —2(8,10) +2(8,116)}}, 
12. x = 118,99) +V[8 + (8,42) —2(8,94) —2(8,63) + 2(8,100)]}, 
13. x — 148,13) + [8+ (8,98) —2(8,48) —2(8,110)+ 2(8,62)]}, 
14. x = 1í($98) +718 +(813) —2(8,127) — 2(8,109) +2(8,72)}}, 
15. x = ${(8,62) t/[84-(8,72) —2(851) —2(8,27) +2(8,98)];, 
16. x» — 2 {(8, 72) £V18 + (862) — 2(8,106) — 2 (8,93) + 2(8,13)]}, 
17. x = £{(8,10) +/[8+ (8,63) —2(8,116)—2(8,34) L2(8,107)]}, 
18. x = $j (8,63) +Y[8-+ (8,10) —2(8,100) —2 (8,15) +2(883)]}, 
19 x = 1í(8, 107)+ VIS 4- (8,83) —2(8,59) —2(8,1) + 2(8,63)]}, 
20. rx = it(8, 83) +7 [8-+ (8,107) —2(8, 42) —2(8,32) + 2(8,10)]}, 
21. x = $((8.27) 37184893) —2(8,98) —2(8,11) + 2(8,109)]}, 
22. a = 348,93) +7 [8+(827) —2(813) —2(888) --2(8,110)]), 
23 «= 4 {(8, 109) + V[8 + (8,110) —2 (8,72) —2(8,23) + 2(8,93)]} 5 
24. x = 31(8,110) + [8+ (8,109) —2(8,62) —2(8,35) +2(8,27)]), 
25. x e 4{(8,28) EY [8+ (8,125) —2(835) —2(8,59) --3(8,94)]), 
26. x = 1 (8,125): Y [8-- (8, 28) = 23) —2(8,42) + 2(8,76)}}, 
27. = = 44(8,94) +VIS-+(8,76) —2(8,11) —2(8,100) + 2(8,125)]), 
98. 2 T 76) +Y[8-+(8,94) —2(8,88) — 2 (8,116) 4-2(8,28)]), 
29 x = 248,12 TAVIS + (8,48) —2(8,34) —2(8,72) + 2(8,106)]}, 
30, zx = zi 48) tylI8-( (8,127) — 2(8,15) —2(8,62) + 2(8,51)}}, 
SL = 318106) 4 S45) —2(&D —2G613) +2848), 
3a uc {(8, 51) +Y [8+ (8,106) — 2 (8,32) —2(8,98) + 2(8,127)]}. 


Si differentiae (4,1) — (4,4); (4,32) — (4,128); etc. per @,, B,, ... 
. Ba designantur, et summae per &, Gy «+++ A, hic inter quanti- 
tates 2 relationes sequentes exstant : 





a3, = P. +2835 dy Dy = Biot 284, 
OP, = —. +284; QD, = — Po + 20,, 
ee cm Pa + ?2Pß:, Pui = Pet 20, 
em Pa E — D; +28, Gy Bia nw — Bu ~- 28, 
a, = Ds +28, 4,0, = Bi + 2Bıs 
5 Dy = — (3 +2; Qj D = — Bis + 20; 
uro Ps +28, Qs Bis = Bis + 284; 
a; 83 = —(3 +28;, Ge Pig = —PBis +285, 
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dir Ou = Bis + 2 Bios ss = Bas + 2 Bory 
Use = — Bir + 2 Baroy 055 Pog == — rs + 284, 
&,, D, = Bio + 2 Biss D = Bos + 2 Brey 
CCE = — Bo — 205, Ars Bog = — 27 — 20, 
Q5, Bo, == Bo + 2 Bos ; GP = Bo + 2 Ba 3 
Con = —L:; + 204; x 359 == — Bag + 283, 
ses = Pog + 2 Ba 3 ds = Ba + 2 o; 
tcu m — 5 — 204, Qi, = — (5. — 205. 


Si quis ex bis aequationibus quantitates ß computare vellet, octo earum 
necessario indeterminatae manerent. Signa saltem quantitatum (2 bis ae- 
quationibus inveni. 


Qua de re producta insuper septem ß,.ß;; B;- Ps; etc. investigavi: 
Bi. Bs = (8,88)+ (8,127)-]- (8,110)-+ (8,28). — (8,76) — (8,107) — (16,27), 
fs. fo = (8,35) -+ (16,88) +(8,51) — (8,48) — (8,32) —(8,34) — (8,107), 
f». Ais = (8,51)+ (8,27) + (8,107)+ (8,62) — (8,94) — (8,110) — (16,127), 
fis. Bir = (8,48) + (8,23) + (8,110) 4-(8,59) — (8,42) —(8,62) — (8,51) — (8,27), 
Biz. Por = (8,15) + (8,109) 4- (8,72) + (8,23) — (8,11) — (8,42) — (16,13), 
Bor. Ps == (81) 4-(16,109)--(6,93) — (8,83) — (8,42) — (8,63) — (8,34), 
fos. Fw = (8,1) + (813) +(8,42) + (8,106) — (8,88) — (8,72) — (16,15), 
Unde jam, unius differentiae (?, signo ex arbitrio accepto, reliquae deter- 
minatae sunt. 


Sunt autem valores numerici pro 64 periodis 4 terminorum: 


y, = (41) 3.84832 87198, Yu = (4,95) = 0.35173 07561 
y, - (4,4) 2.00266 82129, y, = (411) = 1.13179 67585, 
y, = (4,32) 3.41613 84271, y = (4,44) = 0.81583 30836, 


— 0.03798 24689, y, = (4,100) = — 1.22941 90217, 
3.69674 77128, vs = (4,114) = — 0.23772 66977, 


y, = (4,60) 0.02433 12368, yo — (4,116) = — 1.55468 63023, 

= (4,50) 2.90079 36372, 
ye = (4,121) = — 3.92344 30358, ya = (4,42) = — 0.4669? 12969, 
yos = (4,23) = — 0.12767 20348, Ya = (4,89) = — 3.07213 98260, 
Vo = (4,92 — 1.53538 34238, y; = (4,59) = —0.67261 18898, 


yu = (4,35) 
Yo = (4,117) 
sc. (4,88) 


2.17444 47739, yy, = (4,21) 
— 2.34605 92651, y, == (4,13) 
— 3.07907 23103; y == (4,92) 


1.03645 58297, 
2.62834 78841, 


y, = (4,34) = 2.83366 68353, y, 
= 0.74881 26493, 


Iida oad | 
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Var 
Ya 
V2 


aec 
c— 
e— 
— 


—À 
— 


uu gcugumpmmmm 
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(4,98) = 0.14010 11796, Yu — (478) e 0.57629 
(4,4122) — —3.62662 11312, y; — (4,110) = —0.64119 
(4,62) = 1.38405 57114, Yıs = (4,74) = — 2.03608 
(4,9) = 0.09367 07539, y» = (4,28) = 1.46386 
(4,72) = — 2.36459 21542, yu = (4,112) = 0.13131 
(4,31) == 3.26201 64729, Ya x (4,125) = — 1.59066 
(4,10) = 0.50486 87365, Ya == (4,14) = 3.26627 
(4,40) = — 0.87878 06285, Ya = (4,94) = —0.13254 
(4,63) = 1.82675 10266, ya = (4,119) — — 3.62519 
(4,5) = 1.23384 80708, «4 == (4,76) = — 0.79839 
(4,107) = -—2.78592 92933, Yo == (4,47) = 2.60675 
(4,86) = —2.23079 63380, y, = (4,127) = —0.33317 
(4,83) = 0.10789 99701, «44 — (46) = 0.57733 
(4,75) = —1.49124 38364, Yo == (4,48) = 2.76845 
(4,27) = 0.73893 46617, yoo — (4,65) == 1.87787 
(4,108) = — 2.05257 94036, yu - (4,106) — — 3.32872 
(4,93) = — 0.79688 52144, yo = (4,90) = — 2.77228 
(4,115) = —0.81544 86542, Ya == (4,51) = 1.54349 
(4109) = —1.32854 52330, Ya == (4,53) == — 0.07020 


Aequationum systema sequens, si z valores O, 1, 2, 3, 4, 


accipit, 128 expressiones pro periodis 2 terminorum dat: 


]. x2 od {Yutsn) tV[4—2 Yıs+3) ar Yol] ? 

2. x = 4 {Vue + VT4—2 Y coin) + Yan] s 

3 Ya XE V IE — 274.00) + Yoson]l s 
N 


28685, 
73730, 
89761, 
55773, 
63451, 
69067, 
64848, 
03559, 
12567, 
92733, 
86775, 
36863, 
21522, 
19714, 
45197, 
36344, 
10523, 
70845, 
68016. 


01: 00887. 


d. m 
4. x — EY atom t Y I4—2 Vision Hr 704995]? 
5. x = NV 6480) tV [4—2 Yoder) + Yael | 
Gr ==" V cin) zz V [4 —2 You zn Yerenylt N) 
Tre $lyagq25 + V [4—? Yos; + Yesonli ; 
Sem Ya E V [4 — 2 Yu425 + Yessnit, 
et pro differentüs ö,, d,, etc. puta (2,1) — (2,16); (2,4) — (2,64); eto, re- 


lationes exstant: 


Yom Digan) = —Üjgan)5 

Yam + Oca) = c7 (nan) s 

Yasin) dm) = — (2442) 9 
== 


Y rin) * CY Aa} + D , 
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ubi pro # quantitates 0, 1, 2, .... 15 sunt substituendae. Ut ipsae dif- 
ferentiae à inveniantur praeterea signis quindecim productorum sequen- 
fium opus est: 


dd m (4,14) — (4,31), — 04.04, = (4,52) + (4,72) — (4,98) — (4,35), 
sed = (4,94) + (4,128) — (4,0) — (440), 05.05, — (4,117) — (4,53), 
de O13 == (4,65) — (4,100), — 05.04 = (4,5) +(4,88) — (4,600 — (4,114), 
0,.0,; = (4,65) -- (4,76) — (4,23) —(4,34), 04.04, — (4,121) — (4,28), 
05.0, == (4,115) — (4,1), big yp == (4,11) + (4,120) — (4,27) — (4,83), 
Doi 05 == (4,50) --(4,109) — (4,112) — (4,86), din des == (4,122) — (4,10), 
Ors Dag — (4,75) — (4,23), 955-052 == (4,14) + (4,62) — (4,92) — (4,89), 
05.05, = (4,21) — (4,27). 
Unde valores pumerici inveniuntur : 


dd = 0,00426 00119, 

$5.05 == -—2,27585 24635, 
dd = 0,13092 56515, | 

Or. = —1,63182 87786, 
0,.0, = 3,10729 35414, 

du ds = —5,38730 86131, 
dd == —1,62651 95541, 

Dis 0 == — 3,63848 09091, 
07-00, — —4,66377 73670, 

849.953 == —4,13148 98677, 
$4.9, =  2,97172 83971, 

$4.0; ==  9,25785 54460, 
04.04 = —1,36357 18016, 

05.0, = 0,29752 11680. 
ds = — 3,93032 54584, 
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— 


0. 


Quarum relationum auxilio ad valores pro 128 periodis 2 recu 


rum pervenimus, 


coincidit. 
2.co577 — (2 4) = 1.99940 23145 
(2,16) = 1.84892 63982 
(24) — 1.99044 41935 
(2,64) = 0.01222 40194 
(2,32) = 1.41852 58268 
(2,2) = 1.99760 96002 
2,128) — —1.99985 05671 
(2,8) = 1.96186 80982 
(2,15) = 1.86701 50815 
(2,17) = 1.82973 26313 
(2,60) = 0.20743 58811 
(2,68) ==--0.18310 46443 
(2,84) == 1.34792 25860 
(2,30) == 1.48574 42493 
(2,121) = —1.96647 24941 
(2,120) = —1.95697 05417 
(2,23) == 1.69205 33152 
(2,111) =--1.81972 53500 
(2,92) == —1.25515 43316 
(2,70) = —0.28022 90921 
(2,35) == 1.31140 03626 
(2,46) — 0.86304 44113 
(2,117) zz —1.92147 16473 
(2,73) = —0.42458 76178 
(2,88) — —1.09712 59352 
(2,123) = —1.98194 63750 
(2,85) = —1.36588 29483 
(229) = 1.71761 37049 
(2,11) = 1.92811 14319 
(2.81) — —0.79631 46734 
(2,44) = 0.95019 68566 
(2,67) ——0.13436 37730 


et quaelibet periodus (2, k) cum quantitate 2. Co 


(2,100) = 
(259) 
(2,114) = 

2249) mE 
(2,119) = 

2,57) 
(2,50) 
(2,29) 


— 
— 


ll 


(2,42) 
(2,99) 
(2,89) 
(2,118) 
(2,59) 
(2,84) 
(2,21) 
(3,79) 


uU nw 


lU d dg i 


(2,13) 
(2,49) 
(2,52) 
(2,61) 
(2,98) 
(2,26) 
(2,122) 
(2,104) 


I i i 1 qnd 


(2,62) 
(2,36) 
(2,9) 
(2,113) 
(2,72) 
(2,124) 
Ne 31) 
(2, 2,18) 


fo Wn Wo d 


—1.53383 35900 
0.30441 45683 
—1.87564 11726 
1.63791 44749 
—1.90733 17663 
0.35264 54640 
0.68276 38099 
1.51802 98272 


4.03507 79511 
— 1.50199 92480 
—1.13767 67168 
—1.93446 31092 

0.25600 17389 
—0.92861 36287 

1.74214 75145 

— 0.70569 15848 


1.89983 37745 
0.72851 41097 
0.59006. 65649 
0.15874 60844 
—1.46926 71939 
1.60936 83735 
— 1.97479 96814 
—1,65182 14497 


0.10996 13390 
1.27409 43223 
1.95178 01760 
— 1.85810 94201 
— 0.37668 36614 
—1.98790 84927 
1.45257 06121 
1.80944 58608 


(2,10) = 1.94052 57174 
(2,97) = —1.43565 69809 
(2,40) = 1.11748 48209 
(2,126) = —1.99626 54494 
(2,63) = 0.06111 09664 
(2,270) = 1.76564 00601 
(25) = 198507 57456 
(2,80) == —0.75122 76748 
(2,107) = —1.73000 98650 
(2,87) = —1.05591 94233 
(2,86) = —1.01408 18056 
(291) =—1.21671 45324 
(2,88) =—0.88503 41627 
(243) = 0.99293 41328 
(2,75) 2 —0.51960 57495 
(2,85) = — 0.97163 80966 
(2,227) =" 1.57986 03715 
(2,82) 22 —0.84092 57098 


2,108) = —1.75402 48575 


(2,71) = — 0.32855 45461 
(2,93) == —1.29284 39911 
(2,54) = 0.49595 87767 


(2,115) == —1.89205 18359 
(241) = 1.07660 31817 


(2,109) = —1.77699 14776 


(2,55) = 0.44844 62446 
2,78) = —0.65973 38762 
(2,37) = 1.23602 67447 
(2,110) = -—1.79889 59904 
(2,39) e 1,15769 86174 
(2,74) = —0.47223 78076 


(2,101) = —1.56475 11684 


357 
(2,28) — 1.54961 45429. 
(2,66) = —0.03574 89656 
(2,112) — —1.83937 85067 
2,7) == 197069 48518 


(2,125) 22 —1.99200 74786 


(2,56) = 0.40134 05719 
(2,14) = 1.88331 22929 
(2,33) = 1.38296 42418. 
(2,94) =—1 32949 36874 
(2,38) = 1.19695 33315 
(2,119) — —1.94879 92514 
(2,105) — —1.67639 20052 
(2,76) = —0.56666 31050 
(2,69) —-— 0.23173 61682 
(2,47) = 0.81868 13685 
(2,19) = 1.78807 73089 
(2,127) — —1.99865 52943 
2,24) = 1.66548 16080 
(2,6) = 197852 08497 
(2,96) =—1.40115 86975 
(2,48) = 0.77382 89872 
(2,3) == 1.99462 29842 
(2,65) ——0.03657 02325 
(2,12) = 1.91454 47522 
(2,106) = —1.70496 08983 
2.103) = —1.62376 27358 
(2,90) — —1.17754 75260 
(2.102) = —1.59473 35263 
(2,51) — 0.63660 54299 
(2,45) = 0.90689 16546 


(2,53) = — 0.54317 50223 
(277) —:— 0.61338 18239 


Unde etiam ipsae radices imaginariae aequationis x^" — 1 facile constant. 


IL 
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Analytisch-geometrische Aphorismen. 
(Fortsetzung des Aufsatzes No. 15. im 3ten Hefte, No. 24. im 4ten Hefte X, Bandes, No, 3. im Isten 
Heit und No. 9. im vorigen Hefte dieses Bandes.) 


(Von dem Herrn Professor P/ücker zu Berlin.) 


ee 


AR 
Über ein neues Übertragungs-Prineip. 


I. „Alte Sätze, welche auf eine belisbige Zusammenstellung von belie- 
„bigen Kreisen mit geraden Linien oder von geraden Linien unter sich 
„Bezug haben, und biofse Situations- und Winkel-Beziehungen enthal- 
„ten, lassen sich unmittelbar auf eine Zusammenstellung von beliebigen 
„Kreisen mit solchen Kreisen, die alle durch einen festen Punct gehen, 
„oder von letztbezeichneten Kreisen unter sich übertragen.” 


Ich werde hier, wo ich einzig und allein Constructionen der Ele- 
mentar- Geometrie im Auge habe, nur diesen besondern Fall eines allge- 
meinen Übertragungs- Principes discutiren, und andeuten, wie er aus be- 
kannten Sätzen und Constructionen neue finden lehrt. Die nachfolgenden 
analytischen Betrachtungen könnte man auch mit leichter Mühe durch rein 
geometrische ersetzen. 


2. Man weils, dafs, wenn ein Kreis gegeben ist, irgend zwei Puncte, 
welche beide auf derselben durch den Mittelpunct dieses Kreises gehenden 
geraden Linie liegen und die Eigenschaft haben, dafs einer derselben auf 
der Polaren des andern liegt, zugeordnete Pole in Beziehung auf 
den gegebenen Kreis genannt werden. Der geometrische Ort für die 
zugeordneten Pole aller Puncte, die auf dem Umfange irgend eines gege- 
benen Kreises liegen, ist ein neuer Kreis. Die Beziehung der beiden 
Kreise zu einander ist eine durchaus gegenseitige; ich nenne dieselben in 
dem Folgenden zugeordnete Kreise, und sage, der eine Kreis sei der 
Polar-Kreis des andern. 


Wenn x 
1. y +} 2? = B 


die Gleichung des gegebenen Kreises ist, so stellen, wie in der 181. Num- 
292 
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mer des ersten Bandes meiner ,, Entwicklungen” gezeigt worden ist, die 
beiden Gleichungen : 
2. (y—B* +e—al = e 
3 M? 2 A2 # 
2. 7 I te) 
irgend zwei zugeordnete Kreise dar, indem wir zugleich in der letzten 
Gleichung, der Kürze halber, 
Bab — "y 

setzen. Am angeführten Orte ist nachgewiesen worden, dafs die beiden 
zugeordneten Kreise (2.) und (3.) mit dem Kreise (1.) dieselbe gemein- 
schaftliche Chorde haben, und dafs der Mittelpunet des Kreises (1.) ent- 
weder der äufsere oder innere homologe Punct (Ahnlichkeitspunct) der 
beiden Kreise (2.) und (3.) ist, so dafs es im Allgemeinen zwei Kreise 
giebt, in Beziehung auf welche zwei gegebene Kreise zugeordnete sind. 

Die Durchschnittspuncte irgend zweier Kreise sind offenbar die zu- 
geordneten Pole der Durchschnittspuncte ihrer beiden Polar-Kreise. Wenn 
also mehrere Kreise durch denselben Punct gehen, so thun ihre Polar- 
Kreise ein Gleiches. Wenn zwei oder mehrere Kreise sich berühren, so 
berühren sich ebenfalls ihre Polar- Kreise. Wenn vier oder mehrere 
Puncte auf dem Umfange desselben Kreises liegen, so thun ihre zugeord- 
neten Pole ein Gleiches. Wir sehen ferner, dafs wenn überhaupt irgend 
eine Construction vorliegt, die sich auf Kreise bezieht und von Grünzen- 
Bestimmungen unabhängig ist, wir sogleich eine entsprechende Construction 
in der Polar-Figur erhalten. Die nähere Discussion dieser Bemerkung 
giebt das in Rede stehende Princip. 


3. Wenn y— 0 ist, so geht der Kreis (2.) durch den Anfangspunet 
der Coordinaten, uud die Gleichung (3.) verwandelt sich alsdann in folgende: 
28y--2«x = À, 
und stellt folglich eine gerade Linie dar, nemlich die gemeinsehaftliche 
Chorde der beiden Kreise (1.) und (2.). 

Zu einem Kreise, der durch den Anfangspunet der Coordinaten, 
den Mittelpunct des Hülfs- Kreises, geht, gehört also als zugeordneter Ort 
eine gerade Linie, und umgekehrt, zu irgend einer gegebenen geraden Li- 
nie gehört als zugeordneter Ort em solcher Kreis, der durch einen festen 
Punet, den Mittelpunet des Hülfs- Kreises, geht. Wenn die gegebene ge- 
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rade Linie eia Durchmesser des letztgenannten Kreises ist, so ist sie ihr 
eigner zugeordneter Ort. 

Wir seben hieraus sogleich, dafs jedem Satze über gerade Linien, 
der blofs Situations-Beziehungen enthält, ein zweiter entspricht, der sich 
unmittelbar aus dem ersten ergiebt, wenn man statt der geraden Linien 
solche Kreise nimmt, die durch irgend einen festen Punct gehen. Es ist 
zugleich ersichtlich, dafs der erste Satz sich zugleich auf gerade Linien 
und beliebige Kreise bezieben kann. Alsdaun bezieht sich der zweite ent- 
sprechende Satz auf solche Kreise, welche alle durch einen festen Punct 
gehen und auf beliebige Kreise. Ich begnüge mich hier mit ein paar 
Beispielen. | 
I. Wenn irgend drei Kreise gegeben sind, so gehen 
die drei gemeinschaftlichen Chorden je zweier dieser drei 
Kreise durch einen und denselben Punct. 

Il. Wenn irgend drei Kreise gegeben sind, so schnei- 
den sich diejenigen drei neuen Kreise, welche durch die 
beiden (reellen oder imaginären) Durchschnittspuncte je 
zweier der drei gegebenen, und überdiels noch durch irgend 
einen gegebenen Punct gehen, aufserdem noch in einem 
zweiten festen Punete. 

I, Wenn man um einen gegebenen Kreis ein beliebi- 
ges Sechseck beschreibt, so schneiden sich die drei Diago- 
nalen dieses Sechsecks in demselben Punct. 

Il. Wenn man dureh einer festen Punct seehs solche 
Kreise legt, die einen gegebenen Kreis berühren, so kann 
man aus den Bogen derselben versehiedene Sechsecke bil- 
den. Legt man durch jenen festen Punct und die dreimal 
zwei gegenüberliegenden Wiukelpuncte eines solchen Sechs- 
ecks drei neue Kreise, so sehneiden sich dieselben in einem 
und demselben zweiten festen Puncte. 

Auf ähnliche Weise könnten wir den Satz vom eingeschriebenen 
Sechseck, Monge’s Satz über die Durchschnittspunete der gemeinschaft- 
lichen Tangenten je zweier von drei gegebenen Kreisen, und unzählig viele 
andere Sätze verdoppeln. 

4. Diejenigen beiden Kreise, welche zu irgend zwei gegebenen 
geraden Linien, als Polar- Kreise gehören und also durch den Mittelpunet 
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des Hülfs- Kreises gehen, berühren in diesem Puncte offenbar zwei solche 
gerade Linien, welebe den beiden gegebenen parallel sind. Es schneiden 
sich die beiden Kreise also unter denselben Winkeln als die beiden gege- 
benen geraden Linien. Zwei Parallellinien entsprechen zwei sich im Mit- 
telpuncte des Hülfs- Kreises berührende gerade Linien. Wir ziehen hier- 
aus den Schlufs, dafs auch alle diejenigen Sätze, die auf Kreise und ge- 
rade Linien Bezug haben und Winkel-Beziehungen enthalten, sich über= 
tragen lassen. 

I. Die Summe der Innen-Winkel jedes geradlinigen 
Dreiecks betrügt zwei Rechte. 

Il. Wenn ein Dreieck aus den Bogen solcher drei 
Kreise, welche in demselben Puncte sich schneiden, gebildet 
wird, so beträgt die Summe der drei Winkel dieses Dreiecks 
zwei Rechte. 

Wenn dieser zweite Satz zum unmittelbaren Beweise vorgelegt 
wäre, so würde man sogleich zum Ziele kommen, wenn man sich des 
geometrischen Beweises des ersten Satzes erinnerte. Dieser letzte Beweis 
beruht gewöhnlich darauf, dafs man durch einen Winkelpunct des gegebe- 
nen Dreiecks eine gerade Linie, der gegenüberliegenden Seite parallel zieht, 
und dann die Sütze über Wechsei- und Gegen- Winkel anwendet. Dort 
erhält man den Beweis ganz ähnlich, wenn man durch den aus den Bo- 
gen zweier Kreise gebildeten Winkelpunct einen neuen Kreis legt, der 
den dritten Kreis in dem festen Puncte berührt. 

I. Alle Peripherie-Winkel, die auf demselben Bogen 
stehen, sind einander gleich. 

Il. Wenn ein fester Punct und ein Kreis gegeben sind, 
und man ninimt auf dem Umfange des Kreises zwei neue feste 
Puncte beliebig an, und beschreibt daun zwei neue Kreise, 
die sich in irgend einem dritten Puncte des Umfanges des ge- 
gebenen Kreises schneiden, und von denen jeder durch den 
gegebenen festen Punct und durch einen der beiden andern 
festen Puncte gebt, so ist der Durchschnitts- Winkel solcher 
zweiKreise ein constanter, wo auch der dritte Punct desUm- 
fauges des gegebeneu Kreises angenommen werden mag. 

Ich könnte diese Beispiele noch beliebig vervielfältigen, begnüge 
mich aber, beiliufip aur uoch zu erwähnen, wie das in Rede stehende 


19, Plücker, anmalytisch - geometrische Aphorismen. 223 


Übertragungs-Princip unmittelbar die Lösung der Aufgaben liefert: ., In 
und um einen gegebenen Kreis ein solches z Eck zu beschreiben, dessen 
Seiten Bogen von Kreisen sind, die alle durch einen gegebenen Punct se- 
hen und dessen Winkel einander gleich sind,” wenn sich sonst nur in und 
um einen gegebenen Kreis ein regelmüfsiges Polygen von 7 Seiten be. 
schreiben läfst. 


5. Wenn wir irgend zwei concentrische Kreise durch die beiden 
Gleichungen: 


(y — By + (x —8Y = e, 
(x — By --x— «y = 0% 
darstellen, so erhalten wir, indem wir der Kürze halber 
+R = y, o^ + g* — 2” = y 
nennen, für ihre Polar-Kreise folgende Gleichungen: 
R? BY? Riot? oft 5 
(r— E 3 + (x——* Se Ge 
apy? DR ON Fi Rs = 
( y ) dis os yes 3 
und für die gemeinschaftliche Chorde dieser Kreise, indem wir abziehen 
und reduciren: 








4. 2By+?ax = Lh’, 

Aus der Form dieser Gleichung, in der weder ¢ noch e° vorkommt, 
ist ersichtlich, dals, wenn beliebige concentrische Kreise gegeben sind, alle 
ihnen zugeordnete Kreise eine gemeinschaftliche Chorde haben, und dafs 
diese Chorde auch die gemeinschaftliche Chorde des Hülis- Kreises und 
desjenigen jener concentrischen Kreise ist, der durch den Mittelpunct des- 
selben geht. Alle Polar-Kreise haben also dieselben beiden festen Puncte 
zu zugeordneten Polen. Der eine dieser Puncte ist, was unmittelbar er- 
hellet, derjenige welcher, in Beziehung auf den Hülfs- Kreis, zum Mittel- 
puncte der concentrischen Kreise als zugeordneter Punct gehört. Er liegt 
auf der geraden Linie: 

By Fax = R’, 
und steht also von jener gemeinschaftlichen Chorde (4.) so weit ab, als 
der Anfangspunct der Coordinaten, der Mittelpunct des Hülfs-Kreises. Die- 
ser Mittelpunet ist also der zweite jener beiden festen zugeordneten Puncte- 

Alle Sätze, welche sich auf concentrische Kreise beziehen und 
bloise Situations- uud Winkei-Beziehunges enthalten, lassen sich also auf 
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solche Kreise unmittelbar übertragen, welche eine gemeinschäftliche (ideale) 
Chorde haben. Ich begnüge mich mit einem einzigen Beispiele, 

I. Ein solcher Winkel, dessen Scheitel auf dem Umfange eines 
von zwei gegebenen concentrischen Kreisen fortrückt, während seine bei- 
den Schenkei den andern derselben berühren, bleibt constant. 

H.  Derjenige Winkel, welcher von zwei Kreisen gebildet wird, 
die sich in irgend einem Puncte eines von irgend zwei gegebenen, keinen 
Puuct gemein habenden Kreisen schneiden, den andern dieser Kreise be- 
rühren und überdiels durch einen derjenigen beiden Puncte gehen, die in 
Beziehung auf die beiden gegebenen Kreise zugeordnete Pole sind, ist 
von constanter Grofse. 

6. Es seien 

Qr — BY T G-—-ay = 
Qr —]) + (x—ay- e ^ 
die Gleichungen irgend zweier gegebener Kreise, und hiernach, indem wir 
a + p — e = A a” zz p^ — g^ m 


setzen, die Gleichungen der ogee Betas, 


(rS Deben y = ae, 
Gaia es 


Wir wollen untersuchen, welche Lage der Hülfs-Kreis in Beziehung auf 
die beiden gegebenen Kreise haben mufs, damit die Radien der beiden 
Polar - Kreise einander gleich seien. Diese Bedingung wird erfüllt. wenn 
» nt 

a + lj 


e m fad 


exse inar ARE EE 


das heilst, wenn 


Der Mittelpunet des Hülfs - o ist hierbei Ki me der Coor- 
dinatex. Verlegen wir die Axen so, dafs die Coordinafen jenes Mittelpunc- 
tes y uud x werden, so kommt: 


hate a) — 6" 


o 
Diese Gleichung stellt also, wenn wir y und z als M Pee betraehten, 
den Ort derjenigen Puncte der, in welchen der Mittelpunct des Hülis-Kreises 
angenommen werden muís, damit die Radiea der beiden Polar-Kreise 
gleich werden. Im zweiten Paragraphen dieser Aphorismen haben wir 





see rg 


19. Plücker, analytisch-geometrische Aphorismen. 225 


gesehen, dafs die letzte Gleichung denjenigen Kreis darstellt, welcher aus 
einem der beiden homologen Puncte der beiden gegebenen Kreise , als 
Mittelpuncte beschrieben wird, und mit diesen Kreisen dieselbe gemein- 
schaftliche Chorde hat. 

Da ferner, weun irgend drei Kreise gegeben sind, diejenigen drei 
neuen Kreise, welche aus solchen drei homologen Puncten je zweier der 
drei gegebenen Kreise, die in gerader Linie liegen, als Mittelpuncten, be- 
schrieben werden, und mit den bezüglichen gegebenen Kreisen dieselben 
gemeinschaftlichen Chorden haben, in denselben beiden Puncten sich schnei- 
den (Aphorismen Il.), so können wir einen solchen Durchschnittspunot zum 
Mittelpuncte des Hülfs- Kreises nehmen, und erhalten alsdann solche drei 
den gegebenen zugeordnete Kreise, deren Hadien einander gleich sind. 

Alle Sätze also über zwei und drei beliebige Kreise von gleichen 
Radien, welche nur Lagen und Winkel-Beziehungen enthalten, lassen 
sich unmittelbar übertragen auf beliebige Kreise mit beliebigen Radien. 
Und überhaupt alle müglichen Constructionen, welche sich auf drei gleiche 
gegebene Kreise beziehen, in welchen, was das End-Resultat betrifft, nur 
Kreise und gerade Linien in Betracht kommen, lassen sich auch dann 
ausführen, wenn statt der drei gleichen Kreise irgend drei beliebige gege- 
ben sind. 

Es isí zum Beispiel leicht, einen Kreis, zu beschreiben der drei 
gegebene gleiche Kreise gleichartig berührt. Diese Bemerkung liefert 
uns eine neue Construction des Apollonischen Problems der 
Tactionen, wenn irgend drei beliebige Kreise gegeben sind, die von 
einem vierten berührt werden sollen. Man bestimme auf die eben er- 
wähnte Art den Mittelpunct eines Hülfs- Kreises, so dafs die, den gcgebe- 
neu zugeordnetem Kreise einander pleich werden, und construire dann die- 
jenigen beiden Kreise, welche diese drei gleichen zugeordneten Kreise 
gleichartig berühren. Die Polar-Kreise der beiden so bestimmten Kreise 
sind alsdauu zwei verlangte. 

Ich gehe in kein Detail dieser Construction hier ein, weil in dem 
folgenden Paragraphen, dem der gegenwärtige hier seine Stelle verdankt, 
noch ein anderes Beispiel der letzten Übertragungsweise vorkommen wird. 

Bonn, Ende October, 1831. 
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20. 


Analytisch-combinatorische Sätze. 
(Vom Herrn Prof. H. F. Scherk in Halle.) 


I. (Vergl. gegenw. Journ. HI. Bd. pag. 97.) Diet man alle Combina- 
tions-Formen ohne Wiederholungen aus den natürliehen Zahlen 1, 2,3... 
.. 2 zur míen Classe, zieht von jeder in der ersten Stelle jeder Form 
stehenden Zahi O, von jeder Zahl in der zweiten Stelle 1, in der dritten 
2, ....,in der letzten 77 —1 ab, so erhält man alle Combinations- Formen 
mit gestatteter Wiederholung der Elemente aus den Zahlen 1, 2, 3, ... 
eOLn-rnd-1 zur mien Classe. | | 

_ Beispiel. Es sei m — 3, n= 3, so sind alle Combinationen ohne 
Wiederholung aus den Grüisen 1, 2, 3, 4, 5, zur 3ten Classe, auf sewühn- 
liche Weise geordnet: 

1.2.3, 1.2.4, 1.2.5, 1.3.4, 1.3.5, 14.5, 2.9.4, 235,25, 83.25 

Hiervon ab: 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 

bleibt: 1.1.1, 11,2, £1.3,1.22, 193, 1391.90 2223 DI 
weiches alle Combinationen mit gestatteter Wiederholung aus den Grófsen 
1, 2, 3 zur 3ten Classe sind. 

Beweis. Denken wir uns die Combinations- Formen auf die ge- 
wöhnliche Weise geordnet, so wird es, wie man leicht bemerken kann, 
zunächst darauf ankommen, zu bestimmen, die wievielste Stelle in der 
Reihe aller Formen eine aus gegebenen Grófsen gebildete Form ein 
nimmt. Es ist aber eben so leicht, sogleich die allgemeinere Frage auf- 
zulösen, wie viele Combinations - Formen vor denen vorhergehen, welche 
eine beliebige Anzahl gegebener Anfangs- Elemente £,.£;. F, .... £j haben. 

a) Es seien demnach zuerst alle Combinations- Formen ohne Wie- 
derholungen aus den Grófsen 1,2, 3, .... n zur mten Classe gebildet. Kehrt 
man die Folge aller derselben um, so dafs diejenige Form, weiche in der 
gewöhnlichen Anordnung die letzte Stelle einnahm, jetzt die erste, die 
vorletzte die zweite wird, u. s. f., — in dem obigen Beispiele 3.4,5; 2.4.5; 
2.3.5 etc., — so kommen gegenwärtig zuerst alle Combinations - Formen 
vor, in denen das erste Element grölser als #, ist, folglich alle Combina- 
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tionen aus den n— £L, Größen &, +1, E, 2-2, .... n zur mten Classe, de- 
ren Auzahl = ach het VLL mt ist, welcher Binomialcoef. 


ficient durch P7 ;, bezeichnet werde, 


Hierauf folgen alle Formen, deren erstes Element k,, deren zwei- 
tes aber grófser als #, ist, folglich alle Combinationen aus den n—- £t, Grö- 


ßen +1, 44-2, .... 2 zur (m—1jten Classe, deren Anzahl = 


—k,.n-~k, —1....2—k, — 
LÁ ICI VE 1 ub. 71; ist, und denen allen £, als Anfangs- 


Element vorgesetzt wurde. Dann kommen alle Formen, deren beide erste 
Elemente 4,./, sind, deren drittes aber grófser als 4, ist, folglich alle Com- 
binationen aus den —k, Grófsen 4, +1, %,-+?,....z2 zur (7 — ten 
Classe, deren Anzahl = PL ist, und denen allen £,.£, als Anfangs-Elemente 
vorgesetzt wurden. | 


So geht es offenbar fort. Endlich kömmt man auf die Formen, 
deren 2 —1 erste Elemente k,. k,....k,_, sind, deren /tes Element aber grófser 
als &, ist, folglich auf alle CAL e aus den 2n— £,; Grófsen #; + 1, 
Ej24-2,.... n zur (m -—i--1)ten Classe, deren Anzahl = ne ist, und 
denen allen £,.£,.... 5; , als Anfangs-Elemente vorgesetzt wurden. 


Nunmehr folgen die Formen, welehe die verlangten / Anfangs-Ele- 
mente f,.#,....4; haben, welche man n wenn man allen Combina- 
tionen aus den ect Grófsen 4, +1, £; e. zur (7-—1)ten Classe, 
deren Anzahl P7 nr ist, die Zahlen RE 375 als Anfangs- Elemente vor- 
setzt. Folglich gehen den P ml Formen, ee die genannten / Anfangs- 
Elemente haben, bei der gegenwärtigen Anordnung: 

M = Phat PO, + Pi test PU 
Formen voran. Da nun die Anzahl aller Combinationen aus den 7 Grü- 
fsen 1, 2, 3,..., n zur mten Classe = Py ist, so werden, wenn die ge- 
genwürtige Folge wieder umgekehrt, also die gewóhnliche wiederhergestellt 
wird, den cos D Re Formen, welche die / gegebenen Anfangs-Ele- 
mente £5, £; «e+; haben, 
| PMP. 

Formen vorhergehen, welche diese Anfangs-Elemente noch nicht haben. 

' Setzt man /== 772, so werden vor der einzigen Form £,.£,.... E, 

PY —N—1 
Formen vorhergehen, wobei 
30 * 
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" sn CS À Me my i 
JY == qu + Pass - PRES + ware À. P 


nk 
ist, so dafs /,.5,. 5, .. . . E,, in der Reihe aller Formen die (P7 — JV)te ist. 
b) Bildet man auf gleiche Weise die Combinationen mit gestatteter 
Wiederholung aus den Elementen 1.2.3 .... y zur uien Classe, und un- 
tersucht, wieviele Combinations- Formen vor denen vorhergehen, welche 
eine bestimmte Anzahl gegebener Anfangs - Elemente Vis Xj Xx co % ha- 
ben, von denen angenommen wird, dafs x, nicht kleiner ist als x,, x, nicht 
kleiner als x, u.s. f., so findet man auf demselben Wege, wie vorher, die 
Anzahl der Formen, welche die genannten Anfangs-Elemente haben, = 
Poy sua) und die Anzahl der ihnen vorhergehenden Formen = 
PA ua — M'— PL 


3 vor; tum 


LoS di ut u—2 —4--1 
wo MM" — DOT + DE + P + CUIR + DIM 
angenommen ist. 


Setzt mau A —g&, so werden der einzigen Form %,.%,..,,% 
(71 
Er reg Lv! nn 1 E 
Formen vorhergehen, wobei: 
JC LE ul ti—2 1 
N Dar Bard + PF, Re + DoD OUR E p 


ist, so dafs x,.x,. x, .... x, in der Reihe aller Formen die (P7,, ,-—V^te ist, 


4 


c) Setzt man nunmehr p =m und v=n—m-+i, so ist P,,, 
== Pr, d.h. die Anzahl der Combinations-Formen mit Wiederholung aus 
den Grölsen i1,2,3, .... n— m + 1 zur mten Classe ist eben so groß als 
die Anzahl der Combinatious- Formen ohne Wiederholung aus den Grö- 


Ísen 1,2, 3, .... 2 zu derselben Classe. Setzt man ferner 

Xi Hi = TH T ES UD RE ME x, =k, =k, — mn +1, 
so sieht man augenblicklich, dafs JV/— N wird; da nun auch P7,, , = 
P? ist, so nimmt folglich die Combinations - Form 4.4; —1.4,—2... 
oS Im +41 in der Reihe der Combinationen mit Wiederholung dieselbe 
Stelle ein, als die Form k,.4,.4,.,.. 4, in der Reihe der Combinationen 
ohne Wiederholung; wenn folglich die einzelnen Elemente der gleichstel- 


ligen Formen von einander abgezogen werden, so ist die Differenz 0.1.2... 
ee M—1À constant für alle Formen w. z. b. we 


Hi. So innig der so eben angegebene Zusammenhang zwischen 
Combinationen ohne und mit Wiederholung aus deu natürlichen Zahlen 
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auch genannt werden muls, so giebt es doch einen andern noch innige- 
ren. Gegenwärtig haben wir nemlich dio Formen der einen Art aus 
denen der andern Art hergeleitet, die Elemente aber sind verschieden, 
vnd auf gleiche Weise die Summen welche man erhält, wenn mau jede 
Korm als ein Product der dieseibe bildenden Elemente betrachtet, ond 
alle diese Summen addirt (auf welche Weise die Combinationen hekannt- 
lich bei alien analytischen Anwendungen vorkommen) ungleich. Es ist 
aber eine Möglichkeit, mit beiderlei Combinationen solche eiofórmige 
Veründerungen vorzunehmen, dafs Elemente und Endresultate eivander 
gleich werden, und zwar wird das erreicht, wenu man Operationen 
vornimmt, die den vorigen entgegengesetzt sind, also addirt, 
wo man vorher subírahirte, und umgekehrt. Der zu beweisende Satz ist 
hiernach folgender: 


Bildet man alle Combinations-Formen ohne Wiederholungen aus den 
Zahlen 1, 2, 3, .... n zur mten Classe, addirt zu jeder in der ersten 
Stelle jeder Form stehenden Zahl 0, zu jeder in der zweiten Stelle 
stehenden Zahl 1, zu jeder Zahl in der dritten Stelle 2,.... in der 
letzten 71 —i, betrachtet die einzelnen Formen als Producte und 
sucht die Summe derselben; und verführt man auf gleiche Weise 
mit allen Combinationen mit Wiederholungen aus denselben Grö- 
fsen und zu derselben Classe, nur mit dem Unterschiede, dafs man 
gegenwärtig subtrabirt, statt zu addiren, und sucht man auch gegen- 
wärtig die Summe aller Producte, so sind beide Summen eine 
ander gleieb, nemlich =1.3.5.... (272m — Pin: 


Beispiel. Es sei 7: — 3, n==4, so sind alle Combinationen ohne 


Wiederholungen aus den Zahlen 1, 2, 3, 4 zur 3ten Classe: 


1.2.3 + 1.2.4 + 1.3.4 + 2.3.4 
Hierzu addirt: 0.1.2 041.2 0.1.2 0.1.2 


D nenne nn — MÀ mn — ÀÀÀ —— 


giebt 1.3.5 + 1.3.6 + 1.4.6 + 2.4.6 
se 15 + 18 + A d- 48 pense 103 = [o oT. 





Behält man ferner von den Combinationen mii Wiederholungen blofs die- 
jenigen bei, in deren zweiter Stelle nicht 1, oder in deren dritter Stelle 
nicht 2 steht, da die anderen von selbst verschwinden, so hat mau: 
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1.2.3 1.2.14 1.3.3 1.3.4 1.4.4 + 2.2.34 2.2.4 4 2.3.3 + 2.3.4 
Hiervon ab: 0.1.2 0.1.2 0.1.2 0.1.2 0.1.2 0.1.2 0.1.2 0.1.2 0.1.2 
bleibt: 1.1.14 1.1.2 1.2.1 1.2.2 1.3.2 4- 2.1.1 42.1.24 2.2.4 42.2.2 
zs 0 14 2T 2T -4L OTT TP SLM 
T92.4.4 3 3.3.3 43.3.4 4 3.4.4 +4,44 
9b: 5077 0,1.235D07122 10, 220752 
2.3.24 3.2.1 4 3.2.2 3.3.2 4.3.2 
+ 12+ 6+ 124 184+ 24 = 105, wie vorher. 
Der Beweis dieses merkwürdigen Satzes auf rein combinatorischem 
Wege scheint mit Schwierigkeiten verbunden zu sein, die sich nicht leicht 
beseitigen lassen. Ich werde daher hier einen aus analytischen Betrach- 
tungen entnommenen mittheilen, und wenn diese Quelle auch eine ziemlich 
entfernte genannt werden mufs, so gewährt sie doch von der andern Seite 
den Vortheil, den eigentlichen Grund der Gattung von Veründerungen, 
die wir hier mit den Combinationen vornehmen, vollständig aufzudecken. 


0) Aufgabe. Es sei X eine beliebige Function der veründerli- 
chen Größe x, und x7? dx == dy, wo p eine beliebige positive oder negative 
Zahl ist. Den ten Differentialquotienten von X in Beziehung auf y aus 
den successiven Differentialquotienten von X in Beziehung auf x zu finden. 

Auflösung. Es ist 














OX _ pox pl, Se 
yam Qa SET DX 
ox 
ax we) 2p- xL £2, 
Q* X 
X xr a(S) í xOX 9X 
DR da 74 z^ pp-A— + (pt 2p) ss + t 
Q3 XN 
px MO 2 p-1,3p-2 DELL 2p-1+p.3p-1+2 Spt) 
m SERE 2p-1.3p-2. PAPE er pneum quss ap 
OX o^ X 
Hort 2p--3p) 42 2X 4 Xt 
u. S. f. 


Hieraus läfst sich bereits sehr leicht übersehen, dafs der nte Differential- 
quotient folgende Form haben wird: 


X une oX 207X EX | 7X4 
a tema az PCR bet Ont te + 00) =f, 








20. Scherk, analylisch - combinatorische Sätze. 231 


so, dafs es gegenwärtig nur darauf ankömmt, das allgemeine Bildungsge- 
setz der von 7 und p abbängigen Coefficienten Q(1,7), @(2,n), .... 
Q (n, n) zu bestimmen. 

Differentiirt mau nun die letzte Gleichung noch einmal, so hat man: 





ort X Rs 
ar = 
i d 
T pe SE put E Dg. plane a 
a UbDp-n-i " Ox 
(pt) o(, nr À + (np- n+2) (2, nx? f + (np-n+k) wk) ach en ( 
CRE : 
verwandelt man hingegen in a Gleichung n in 2-1, so ergiebt sich: 
oux o X ER 


a0) "fact, nia 1g(2,n-- 1)? e. + e(knt 1) est +qp(in+int1) ant 





gti a ut 
und demnach aus der Vergleichung dieser beiden Entwickelungen: 
On) = (np—A 4-1)0(1.2), 
Q(k,n-EF1) = Q(k—41,2) + (np—n+h) 6(&,n) 
Q(n--1 n4-1) = €(n,n). 
Aus der letzten Gieichung sieht man, dafs ®(n,z) eine Constante, folg- 
lich = Q(1.1) —1 ist. Die Gleichung 
(A, 14-1) = (np—n4-1) 9 (1,2) oder Q(1,2) = ((n—1) p—n4-2) 9 (1,n—1) 
führt auf 
Q(1,2) = (n—0)p—n-42)(n—2)p—n 4-3)... 2p —1.p. 
Man hat also noch die Gleichung 
Q (kn) — Q(k —1,n—1)4- (nh —1)p—n-- k-E1) 9 (k,n —1) 
aufzulösen. Zu dem Ende bemerke mau Folgendes: Die Summe der 
Combinationen mit Wiederholungen aus den natürlichen Zahlen 1, 2, 3, . .. . X 
zur Aten Classe lälst sich bekanntlich in zwei Theile zerfällen, deren er- 
ster das grölste Element k noch nicht enthält, und folglich aus den Com- 
binationen mit Wiederholungen aus den Zahlen 1, 2, 3, . .. . A —1 zur 
hten Classe besteht, und deren zweiter das gröfste Element / in jeder 
einzelnen Form zum Factor hat, so dafs dieser zweite Theil erhalteu wird, 
wenn man alle Combinationen mit Wiederholungen aus den Zahlen 1, 2, 
3, «ee. k zur (^ —1)ten Classe in k multiplicirt, welche Zahl hierbei 
überall die Stelle des Aten Elements einnimmt. Nunmehr nehme man mit 
allen genanuteu Formen folgende Veränderungen vor. Statt des ersten 
Elements 2, jeder Form setze man f, p; statt des zweiten Elements 2, jeder 
Form setze man (/, --1;p —1; statt des dritten /, werde (1,42)p —2, ....: 
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statt des Aten ¢, werde (4,4 4—1)p— A 41 gesetzt, so dafs, wenn 
PA N BE TER 
irgend eine beliebige Combinations - Form vorstellt, daraus eine andere 
t pe (ea +) P—1]. [5 +9 p —2]. -:- [+ 41) p — 4 1] 
gebildet werde. Hierdurch wird, was vorher die Summe der Combinatio= 
nen mit Wiederholungen zur Aten Classe aus den Grófsen 1, 2, 3, a... & 
war, in eine andere von A und k abhängige Function übergehen, die durch 
«bh, k) angedeutet werde, Auf gleiche Weise geht der erste der beiden 
oben genannten Theile in (4, k—1) über. Von dem zweiten Theile 
wird der eine Factor, der vorher die Summe der Combinationen aus 
k Größen zur (A—1)ten Classe gewesen war, gegenwärtig durch Y(—1,k) 
ausgedrückt sein, und statt des andern Factors k, der überall die Ate 
Stelle einnahm, muls nunmebr (& -]-2—1)p — À 4-1 gesetzt werden. Da nun 
mit den unzerfällten, und den in die beiden Theile zerfällten Combinatio- 
nen dieselben Veründerungen vorgenommen worden, so besteht die vo- 
rige Gleichheit noch, so dafs ; 
E) = ps3) EVA A, Ak LAN) p — À 4-1] 
ist. Setzt man nun bierin 5 — 2 —k, und vergleicht das Resultat 
Vn kk) = xk, k —1) + (n—Ek—4, Re) [Cr 9) p— n + k 4-1] 
mit der allzemeinen Gleichung für die Function @: 
Q (n) = QU: —1,2—1) + O(k, n—1) [(n —1)p — n-- k 41], 
so erkennt man leicht aus ihrer Identität, dafs wenn für Einen Werth 
von k und einen beliebigen von 7 
Q (Kk, n) = V (n— kk) 
ist, dieselbe Gleichheit auch für den nächst größeren Werth von k, und 
folglich allgemein gilt. Nun ist aber (2 —1i, 1) so zu bilden, dafs statt 
der Combinationen zur (7-—1)ten Classe aus der Zahl 1, d. h. statt des 
Products aus 7 —1 Factoren, deren jeder — 1 ist, gesetzt werden muls: 
Lp. [( + Dp —1]- E 4-2) p— 2] ce - Dp —2 4-2] 
——[n—im-—n-42].[(n—2)p—2n-4-3].... (2p—1)p. 
Dieselbe Quantität ist aber oben == @(1,n) gefunden worden; und dem- 
nach ist Q (/e, 2) zz 4p (n — k, k) für k — 1, und folglich auch für jeden Werth 
von k. Hieraus folgt also folgende allgemeine Auflösung unserer Aufgabe : 
Man bilde die Summe der Combinationen mit Wiederholungen aus 
deu Grülsen 1, 2, 3, ..,. A zur (n — k)ten Classe, bezeichne irgend 
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eine beliebige der in ihr enthaltenen Formen durch ¢,.¢,.f,....¢ 
die Summe aller Formen durch Z^7,.7,./,....7, ;, und setze 

PO n)= Z tp. (t)p—1].[6:*2) p—2]... (5, tn kN) p—ntkt1], 
80 ist 


mk 


Foe SOO TE pea me t + OILS Lone RN 


b) Aufgabe. Wenn Alles wie vorher bleibt, so soll der zte Dif- 
ferentialquotient von X in Beziehung auf x aus den successiven Differen- 
tialquotienten von X in Beziehung auf y gefunden werden. 

Auflósung. Der hier einzuschlagende Weg ist vollstindig der- 
selbe, ms in der vorigen Aufgabe. Man findet nemlich sehr leicht, wenn man 


Mn k, o X 
=) pe Jat GP — ater posee CH Ad ER. 


»af(nnm OX 
»eco7]- (—1) ; ap "oy" 


setzt, dals 
fA, 2) = pMa—2f(1, n—1), 
(an) = SEA,» 1) -- (ep 4- n — k —1) fk, n 4), 
f(n, m) = f(n—4, n —1) 


sein müsse. Da aber ox _. t : ES und folglich f(1,1)=1 ist, so ist 


die Auflösung der ersten doe 3 Gleichungen 

f(A, 2) = (p4-n—2)(p-n—3)... (o 4-0, 
und der letzten 

fina) = 1. 
Zum Behufe der Auflösung der zweiten zerlege man die Summe der Com- - 
binationen ohne Wiederholungen aus den Zahlen 1, 2, 3, .... 2—1 zur 
Aten Classe in zwei Theile, deren erster das grölste Element 2 —1 noch 
nicht enthält, und folglich aus der Summe aller Combinationen ohne Wie- 
derholung aus den Zahlen 1, 2, 3, ..., 2—2 zur “Aten Classe besteht, 
und deren zweiter ein Product aus der Summe aller Combinationen ohne 
Wiederholung aus den Zahlen 1, 2, 3, .... n —2 zur (^ —1)ten Classe 
in z—1 ist. Mit allen Formen nehme man nun die Veränderung vor, 


dafs wenn Ue Une Uzecce Ur 


irgend eine beliebige unter ihnen vorstellt, statt derselben 
u, p (ua —1)p 4-1] [us —2) p + 00 [us — ^ +1) p + ^ —1] 
gesetzt werde. Hierdurch wird die Quantitüt, die vorher die Summe der 
Crelle's Jonrnal d. M. Bd. XI. IR. 3. 31 
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Combinationen ohne Wiederholung aus 1, 2, 3, .... 2--1 zur Aten Classe 
war, in eine andere Function übergehen, die durch 7(^, 7) ausgedrückt 
werde, und für welche man hiernach die Gleichung 
F(h,n) = F(h, n—4) J-F(h —1,n —1) [n — A) p+ À—1] 
haben wird. Wird hierin / — 7— À gesetzt, und die resultirende Gleichung 
F(n-—k,n) = F(n—k, n—1) --F(n—k —1,n —1) [kp 4- n — k —1] 
mit der allgemeinen Gleichung für f: 
kn) = f(k—1, n —1) + JG, 2—D [kp FE n —& —1] 
vergliehen, so erhellt, dafs wenn Einmal, nemlich für Einen Werth vou 
k und einen beliebigen Werth von 7 
Jk, n) = F (n — k, n) 
gewesen ist, derselbe auch für den nächst grófseren, und folglich für je- 
. den Werth von & Statt findet, Nun war aber F(n—-1,n) so zu bilden, 
dafs man an die Stelle jeder Combination aus den Zahlen 1, 2, 3,.... 2 —1 
zur (7 —1)ten Classe, d.h. an die Stelle der einzigen Form 
1.2.3.... n—1 
setzen sollte: 
1p. (Q—1)p 4-U [3 —2)p 4-2] eee [p 3-0 —1] 
—(pdn—i(p-pn-—2....(p-FÜp, 
welchen Ausdruck wir oben auch —/(1.2) gefunden hatten. Demnach 
ist /(k, n) == l'(n—- k, n) für k = 1, und daher auch für jeden Werth von #. 
Wir haben also von dieser Aufgabe eine der vorigen durchaus ana- 
loge Auflósung erhalten; nemlich: 
Man bilde die Summe der Combinationen ohne Wiederholungen aus 
den Zahlen 1, 2, 3,.... n-—1 zur (n— k)ten Classe, bezeichne irgend 
eine beliebige der in ihr enthaltenen Formen durch z,.u;.17,.... 4,5, 
die Summe aller Formen durch 2/7!4u,.u,.u,.... Uu, ,, und setze 


f(k, n) = E"u,p.[(45—41)pt1][u;--2) pt 2] coos [Up —n t 1) pt n—k—1], 





SO ist 
OX o fn) OX f(n—i,n) OX ice fm) ux 
ox" = DT D “oy Zapf‘ Ayre +... + oxHqpTa—k = Tess 
cp. FO n) ex 
D De À "éy" 


c) Von allen Werthen, die man dem p in den vorigen beideu 
Sätzen beilegen kann, hat für uns gegenwärtig nur der Werth p = —1 
Interesse. In diesem Falle ist also Oy = x O v, ferner 


Q(n,n) = 1, 
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Q1, n) = (1) 11.3.5. (2n—3), 

Q(k,n) = (—1)y-*E'& (te 4-2) (64-4)... (6.1 T32—2k—2), 
oder wenn hierin 2—m-+ 1, n + 1 resp. für k, n gesetzt wird: 
Q(n—m-Fi, 24-1) = (— 1)" SF &(6--2)6543-4)....(6,--2m—2). 
Statt, wie hier vorgeschrieben wird, jede einzelne Combinationsform 
aus den Combinationen mit Wiederholungen so zu verändern, dafs zu je- 
der ersten Zahl 0, zu jeder zweiten 2, zu jeder dritten 4 u. s. f. addirt 
werde, kann man natürlich in jeder einzelnen Form zuerst zu jeder er- 
sten Zahl 0, zu jeder zweiten Zahl 1, zu jeder dritten 2, ..., zu jeder 
letzten 71 —1 addiren, und sodann mit dem Resultate abermais diesel- 
ben Veründerungen vornehmen, wodurch ein zweites Resultat erhaiten 
wird. Aber eben jenes erste Resultat ist nach dem iv I. bewiesenen Satze 
nichts Anderes, als die Summe aller Combinatious - Formen ohne Wieder- 
holungen aus den Zahlen 1, 2, 3, .... 2 zur mten Classe. Bezeichnen wir 
also diese Summe, wie wir es schon gethan haben, durch X"u, u, u... u,, 


so ist: 
Q(n—m4-1, n+ i) zz (—1)" Z"u,(4,-pF1)(u 4-2)... (us tm—1). 
Ferner ist in unserm Falle, wo p = — | gesetzt wurde: 
f(n,n) = 1; 
HOME NUE 
wenn n>2; hingegen f(1,1)— 1, /(1, D —1. Endlich wird: 


f(k, n) = (—1y77 7 u(u— 2) (gs — 4) ne (ua —2n + 2447. 
Da man aber auch bier, statt sogleich jede einzelne Combinations- Form 
so zu verändern, dafs man 2 von jeder zweiten, 4 von Jeder dritien Zahl 
u. s, f. abzieht, zuerst 1 von jeder zweiten, ? von jeder dritten, .... m —1 
von jeder letzten Zahl abziehen, und sodann dieselbe Operation wieder- 
holen kann, vor dieser letzten Wiederholung aber, wie aus dem in 1. be- 
wiesenen Satze hervorgeht, das Resultat nichts Anderes ist, als die Summe 
der Combinationen mit Wiederholung aus den Zahlen 1, 2, 5, .... 7 
zur mten Ciasse, welche wir durch %” /, 4, f;....¢, bezeichner haben, 
so ist: 

fn, ne m) 17 ^t (5 — 1)(5 2)... (nm). 
Diese Gleiehung zeigt, dafs nicht blofs f(1, 7) =O ist, wena “> 2, son- 
dern dafs allgemein f (2, n + 72) =0 ist, wenn 7 >n ist. Denn da jede 
Form ¢,(f:—1)(t;— 2) eee (^, — m+ 1) verschwindet, wenn nicht min- 
destens ¢,= 2, f£, — 3, .... f, == ist, so würde die erste nicht ver- 
4 5 
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schwindende Combinations- Form sein 1, 2 3,.... 772. Diese kómmt aber 
unter den Combinationen aus den Zahlen 1, 2, 3, .... n, wo n«Cm ist, 
offenbar nicht vor. Dasselbe Resultat wird aber sogleich noch auf einem 
andern Wege erhellen. 

Die allgemeinen Gleichungen für Q und f gestatten nemlich in dem 
vorliegenden Falle noch eine andere, ber weitem leichtere Auflösung. 
Setzt man nemlieh in die Gleichung: 

Q(k, n) = Q(k—1, n—1) + (n—10p—n4- k4-1)9(&, n—1) 
p — — 1, so hat man: 
Q(k, n) = Q(k—1,n—1) — 2n—k—2)0(k, n—1). 
Dieser Gleichung wird aber Genüge geleistet, wenn man 
QUGn) e (hy team NCA LED 
setzt. Denn setzt man diesen Wertb in die obige Gleichung, so erhült 
man, dafs 
(2n —2k —1) Pi, = (2n—2k —1) Pry + (2n kB 
für jeden Werth von & und z sein müsse, was sich in der That so ver- 
hält, und folglich ist (—1y-7*1.3. eon ke iy et à der richtige 
Werth vou Q(k,7), wenn man nur zeigen kann, dafs er es für Einen 
Werth von k und einen beliebigen Werth von z ist. Für k=1 erhält 
man aber hieraus 
O(1,n) = (—1)11.3.5....(2n —3), 
was mit dem oben gefundenen Werth von P(1,r) vollständig überein- 
stimmt. Demnach gilt die gefundene Auflösung für jeden Werth von X. 
Auf gleiehe Weise geht die allgemeine Gleichung für f: 
Sn) = flk—1, 2—1) + (kp-+a—k—1) (i n —1), 
wenn p — —1 gesetzt wird, in die: 
fn) = f(k—1,n—14) + (n —2k—1) f( n—1) 
über, welcher Genüge geleistet wird, wenn man 
fü, n) = (—1)51.3.5... (2n — 2 k —1) P^ 
setzt. Wird nemlich dieser Werth in die obige Gleichung gesetzt, so er- 
giebt sich, dafs erstlich für jeden Werth von Æ und n, 
(QAR A) PES exin LAN mee OK nu 
sein müsse, welche Gleichung in der That immer richtig ist, uud dals zwei- 
tens, für k= 1, 
f (1,2). = (71) 7 123.4 (2n—3) PA (= Diele. Ca 31e 
sein müsse, was sich gleichfalls so verhält, da wir oben gesehen haben, 
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dals f(l,2)= +1, —1, oder O ist, je nachdem 7 — 1, 9 oder >? an- 
genommen wird, und der Ausdruck (—1)'71.3....27 —3 P^ ganz die- 
selben Eigenschaften hat. 


d) Nunmehr ist es sehr leicht, den Hauptsatz, um dessenwil!en 
wir zunächst diese Untersuchungen angestellt haben, zu beweisen. Setzt 
man nemlich 2—72-F-1 und 2-+1 resp. statt 4, ? in den Ausdruck für 
Q(k,n), und n, n-|-zn resp. statt 4,7 in den Ausdruck für //À, 7), so 
erhält man 
Q(n-m1, nt1) = (-1)" 1.3.3... (2n-1) P7 5, 

f(a, nt my = (4) 4.3.5... (m1) = (-1)"71,3.5,... (27:1) Bin, 


Dr G(n—m 4-1, n1) = fn n + my. 
Für den ersten Theil dieser Gleichung haben wir aber (in II, c) den Ausdruck 
(—1)" Z" u,(u 4-1) (u5 4-2) ... . (un + 7n —1), 
und für den zweiten Theil derselben den Ausdruck 
(—1)" 2" f, (£& —1) (£6 —2).... (£,— m +1) 
gefunden. Folglich ist 
^ u (0,1) (u-2) (um) Z^ t (554) (6—2)... (5, m+1) 
E1235. 81, VD se os 
welches der Satz ist, den zu beweisen wir uns vorgesetzt hatten. 


e) Die in diesem Abschnitte entwickelten Formeln enthalten die 
Mittel, den vorgelegten Satz noch auf einem andern Wege zu beweisen, 
und obgleich dieser Beweis mit dem oben gegebenen grofse Aehnlichkeit 
hat, so sei es doch erlaubt, ihn in Kurzem anzugeben. Setzt mau nemlich 
p=4, so gehen die allgemeinen Gleichungen für die Functionen © und 
f, die wir gegenwärtig zum Unterschiede von den Werthen, die wir durch 
die Annahme »— —1 erhalten, durch $Q'/ und f' bezeichnen wollen, in 
folgende über: 


Q'( n) = O/ (k—1,n—1) — (ET —2) Ok, 21), 
fi(k, a) == f'(k —1,n —1) --(n —1—3 1) GC (k, n —1). 


Die Auflósungen dieser Gleichungen aber sind: 








1.3.5....(2n —2k —1) „an—k ( —ty'-* f (k, n) 

RU E m I 
£.3.5....(2n—2k —1Y y (—1Y77 op (k,n 

S (ka) = — DR Pag = me, 
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wie man sehr leicht aus der Zusammenstellung der Gleichung fur ©’ mit 
der für f, und der Gleichung für // mit der für ® erkennt. Setzt man 
nun 2, 7 -|-7n resp. statt 4, n in D’(k,n), und n — m +1, n +1 resp. statt 
k, n in f'(k, n), so bat man: 


© (ay map) ae ese Com DEAR TEE 


Nr 
=F n—-n ™ p(y» — 
f'(n—m--1, 2 4-1) = en ee UNES Es Ren raton ,n +1) 


Da nun die mittelsten Glieder dieser beiden Gleiehungen identisch sind, 
so folgt hieraus: 
O'(n,n+m) = f'(n—m 4-1, a1) = Me pes 
fin,n+m) = On—m+1,n41) = (—1)"1.3.5....2m—1) Ph. 
Setzt man aber in die allgemeinen oben (EL, a. und 5.) gefundenen 
Werthe von Q(E, n) und f(k, n), p — 4, so ergiebt sich: 
Q' (n, n + m) LI r SE t (u —1Y( t —2) eeee ( bn — m+ 1), 


fn— mil, na +) = as E^ us (us +1) dose (Um Ám—1), 


und da diese beiden Orne gleich sind, so hat man: 

Z"t(t,—1)(t,—2)....(t,— m4-1; 2 Z" u,(u + 1) (us + 2)... (Up m —1) 
10 9 0 m per 

welches abermals der in II. aufgestellte Hauptsatz ist, der nun auf eine 

von der vorigen verschiedene Art bewiesen ist, da wir zu seiner Herleitung 

gegenwärtig des in I. bewiesenen Satzes nicht bedurften. 


(2m —1) 


}) Es ist nicht ohne Interesse, zu bemerken, wie wir hier auf 
Functionen gekommen sind, aus denen die Combinationen ohne und mit 
Wiederholungen aus den natürlichen Zahlen, und die Binomialcoefficienten 
zugleich abzuleiten sind, jene, wenn man p= 1, diese, wenn man p = —1 
oder — i setzt. Es ist nicht unsere Absicht, hier auf eine fernere Unter- 
suchung der Kigenschaften dieser Functionen einzugehen; nur dies bleibe 
nicht unerwühnt, dafs es leicht ist, die Function f aus mehreren Funotio- 
nen Q, und umgekehrt, © aus mehreren f herzuleiten. 


Wir haben aemlich oben (IL, «. und 2.) = aus den successiven 


Differentialquotienten 
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ee EE 
Ox? Orr? °°°" dar’ 
und umgekehrt 
o^X ox DAX. gr X 
oa" aus Di ay? AP dy 
ausgedrückt erhalten. Bezeichnen wir kurz das erste Resultat so: 
An ENS 
= == — =O tk, n) a pee Tz 
und das zweite, in welchem n a k resp. mit k und / vacet werde, 
auf ähnliche Weise durch: 


ON k oUX 
Pet at^ (eon k £ L . TR ERS : 
jak = ECC atm 





Wird nun dieser zweite Ausdruck in den ersten gesetzt, so erhält man: 


Q"X dion M ^ BL Ur TM IX 
gy = Hl OU n) (LR) nr. 


Die beiden Summenzeichen zeigen an, dafs dem k die Werthe 1,2,3,.... 
und dem / die Werthe 1,2,.... k gegeben werden sollen. Offenbar kann 
man diese Bedingungen durch die andern ersetzen, dafs dem / die Werthe 
1, 2, 3, ....n, und dem # die Werthe 7, 7 --1, 7 4-2, .... 2, beigelegt wer- 
den sollen. Hiernach bat man: 

PA = ECT 00s n) f, K) a ne 
Wenn nun erstlich / — 7 ist, so ist auch £ — 7», und der Coefficient von 


O^X . 


3 im zweiten Theile dieser Gleichung wird 
wt 


(DE An Een) asco 
Der erste Theil der Gleichung wird also durch den einzigen Werth 7 = xz 
bereits vollstándig dargestellt; demnach müssen alle diejenigen Glieder des 
zweiten Theils, die durch die Annahmen / — 1, 2, 3, .... ? — 1 erhalten 
werden, sich gegenseitig zerstóren, und daher, da die Function .X eine 





[s + 


beliebige ist, der Coeflicient von = für jeden Werth von 7 besonders 
= 0 sein. Folglich ist: 

2, (—1y 7 DOE, n) fl, E) —0, 
für jeden beliebigen Werth von 2 und jeden Werth von 7, der <7 ist. 


Ganz auf demselben Wege erhält man, wenn man nicht den Aus- 
druck des Differentialquotienten von X in Beziehung auf x iu den nten 
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Differentialquotienten von X in Beziehung auf y, sondern umgekehrt den 
Differentialquotienten von X in Beziehung auf y in den nten Differential- 
quotienten von y in Beziehung auf x substituirt, dafs: 


z,(—1 hy 7) OK) = 0, 


für jeden beliebigen Werth von 7, und jeden Werth von /, der <7 ist. 
Giebt man nun diesen beiden Gleichungen die Form: 

f (1) 2 q (n-1,n) f (M,n-1) —9(n-2,n) FU, n2) 49(n-3,n) f (I, n-3) + (C1)! g(1 n), 
q (Ln) = f (n-1,n) pl, n-1) —f(n-2,n) y (I, n-2) + f(n-3,n) pli,n-3)....+ (-1y-7^" f (1,2), 
so zeigt die erste, wie f recurrirend aus ®, und die zweite, dafs ® auf 
dieselbe Weise receurrirend aus f zu bestimmen ist. — Dafs einige der 
hier entwickelten Resultate auch einer rein analytischen Anwendung nicht 
entbehren, werden wir bei einer anderen Gelegenheit zu zeigen versuchen. 
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21 
Analysis aequationum aliquot, functiones duplicis 
argumenti (x,y) determinantium, videlicet 
Y. (x, (vs 2) = ((x, y) 2), 
IH. (x, O2) = (9, (% zx) 
HL — (»c«y = (x, (y, 2), 
(Auct. Carolo Joh. Ds. Hill Load. Goth.) 


I, Analysis aequationis (ad functiones F, f determinan- 
das idoneae) 


F*(frz)m FU», seu etiam F(z, (y, z)) = F(a, y), 2). 


Ponatur f'y-p, atque f!z= 7; eritque F*¢= F?«, Quae aequatio 
differentietur secundum y et z, quo obtineatur 
ice 0 Gea TP zip, 
4 di 


Beuel noy = IP z (positis scilicet 9 P^z e Fez, JB d RE etc). 
Erit igitur exhinc 99. P? 27 99.09. F9 = 99. Pa. 9p, ideoque 

0g, FPz—09.0p. F'?z, fine t itidem ex EN I poutis Oper, 
89 = fYz AS 87 = f!z; quibus suffectis aequatio enda erit 


7 

f"z.FPg-f'*z.f;y.FP?z. Jam vero y quantitas est arbitraria, quae 
ey a 

constans haberi seu = c poni potest; quo facto ra seu E aperte funo- 

tio erit ipsius z, quae — (Q,z ponatur. At etiam tum fc ipsius p est 

functio, quaudoquidem /*c-—-p, ideoque tum x tum f; c huiusmodi est. 


Ponatur igitur f; y = from et ifa nostra aequatio erit 


pp Fes @z. Fx, seu d4p.O0 P — Q,z.0F. 
Quae igitur ex regulis notissimis integrata suppeditat j 
Feg=F=O'(Pz+Wp), seu etam qO(PF?2)-9z--wp, 
Hine vero elucet, functionem quaesitam (F*y) separabilem esse, i, e. 
ejusmodi ut simplici cuidam functioni (©) subjecta quantitates ipsius arbi- 
trariae separatim exhibeantur (sub forma nempe O(F*y) = dr + y). 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XL Hft. 3. 32 
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Patet vero, propositam functionum formam, ejusmodi functionem sepa- 
rantem (©) locum baberi, semper testaturam. 

Ouod vero ad functiones substituendas (p et 9) (seu f*y et P^ z) 
attinet, et hae ejusdem indolis invenientur. Quoniam enim F4 = Fs, erit 
DF*g= OF’ s, su pr-d-09-vp4-0:. 

Hac igitur aequatione secundum x, y et z dilferentiata, obtinebimus 
]. dix = 0p.dip, 
2. HART, FT SA Ps 
tque 
iz 3. ag. Pig = Pis 
Functionibus igitur Q,p et D^ ex aequat, (1.) et 3.) elicitis atquo in 


(2.) substitutis, habebimus 


Oq.q, z Op. x fU. 
Y = == 1. —, seu A 
óq ep 





quae aequatio, cum x et z arbitraria sint, men aliter subsistere 

potest, quam ut utraque ipsius pars eidem ipsius y functioni (ex. gr. 

—x,y) aequivaleat. Habemus igitur i 
Us de = og. xy et ae Me 9p. Mi 5 


indeque Kern g— os xy) HO Du p. aUa -d- xy) exsistenti- 
bus P et Q fanctionum arbitrariarum signis. 
Functiones igitur p et 9 ideoque et f ejusdem sunt formae ac F. 
Ut vero hae accuratius definientur, valores jam obtenti in aequationem 
primariam. Fg == F"z (seu (fz) = FU?) substituendi sunt; quae 
operation’ D subjecta in bauc migrat 
La + = uvpd$s, 
seu substitutione simplici effecta 
xd eQ0Q(zMxy)m PPobe+xy) +O 
Positis vero Lr=X, Qz—Z, yy = Y, X4-7V= 0, Z4+Y= PV 
Q(QP) — HY et (PU) — GU, erit ita X4+ HY = GU+Z, ideo- 
que differentiando secundum X et Z, 1=-G,U, et H,7 — 1, iterum- 
que in dU et d / ducendo et integrando GU = E 4- a, et H7 — 7 --b 
(seu s PU = U--a et POV =/ --5), ideoque 
X+ + = U+a+Z, 
bet Oetuy+o = pretuyt Geta; 


seu 
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quae aequatio bene sibi constat, si 5 — sumitur *). Quoniam igitar 
VjPu zz u-d-a, et PQv=v-+e, erunt Put (u-Fa) et Qu— Q7 (v4-a), 
seu funetiones P et © inversae ipsarum « et Q, si const. a == 6 accipitur. 
Erit igitue P» -- x y) = Qi x d-x y + a) seu p m Gp r4-xy-- a), 
atque similiter 9 z—- Q^ (Oz--xy--2). Qui valores universim aequationi 
F*o= FP? z seu bx+Og=Lp+Q< satisfociunt. 

Sin vero praeterea jubetur, ut p=f*y et g=f!z i.e. p eadem 
ipsorum x et y, ac 9 ipsorum y et z, sit functio; facile demonstratur, 
functiones Ox et xx non nisi constante a se invicem differre posse, Quo- 
niam enim 

J'y=p=d(drt+xy+e) et fÜ'z—9—0'(0:Mxyc9o, 

ideoque, si in ultima y et z cum x et y commutantur, itidem 

fy =O" (by J-xx 4- a), erit 47 (Ux - x y 4-0) =O" (Dy E xx 4-9), 
qualiacunque x et y fuerint. Jam vero, functionibus «P, x, et © vel di- 
versissimis exsistentibus, y obiter ita ia = exprimi poterit, ui uulversini 
sit Vr+dy—=@Py+xx, et tamen utraque bujus aequationis pars ar- 
bitraria et ex. gr. — u—2a. Quo facto erit Luz ^u, quod =v 
ponatur, unde et invertendo v —- u — Qv. Patet igitur, universim fore 
functiones ® et -L easdem, sicuti et ipsarum inversas / et Q^. Sin 
vero fuuctio Q^'z ejus fuerit indolis, ut Q^ (u --c) 2 Q^ u sit, exsistente 
c constante determinato; tum sahne erit 47 u == Q7 (u--«) seu etiam 
Pius @*(utne), exsistente 2 numero integro; ideoque, si hoc =» 
ponatur, erif invertendo v —:L v -——Qr—nc, ideoque functio x, tantum 
constante a Q differet. — Ejusmodi vero functionis @~ indole posita, uni- 
versim ex aequatione Q^» = (Q7z conoluditur zzz u + ie, exsistente 7: 
numero integro, Erit vero ex aequationibus paulo ante positis 


"(xar Qy-0) = QI Ox d xy a) 





*) Hanc enalyseos partem aliquanto simplicius absolreremus, si proposuissemus 
hoc Lemma, ex Calculo funetionum hauriendum: 


ASI X of YZ) =Z4+F(¥4-X) fuerit. erit 
ig Er, 
Z c£ Cy, 
X= X40 
€; 


c C 5 à 
et fuz cud eco cut — tud às) atque. Fu mis u--c,;" id quod facile de- 


monstratur. 
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ideoque 
xxd-Qvyda-3bpr-Fxy-d-4dgme,seu xe—Ppr=yy—Oy+ mec; 

haecque aequatio jam pro valoribus quibusvis ipsorum x et y valet, id 
quod fieri nequit, nisi utrumque membrum constans fuerit, ex. gr. = 6, 
Erit igitur xy = Py J-6— mc, atque xx =5 dx tb, seu xx = Qa 4-5 — ne, 
cum Ye=Px—ne sit  Ponendo vero x loco ipsius y, erit etiam 
xz-Qzr--b—:71nc; quare numeri integri 2 et m aequales sint necesse 
est, Erit igitur demum 

yao Qx—-nc, 

yr-Qxr--nc-4-b seu 


xac-dre--b, et Dr=drtane 


atque 

FY =O OY Fx — net ab) 
a f*y m px y A ar D) 
atque 


F*»y = D (D y + Da — ne) 

Quae quidem aequationes genuinam problematis nostrae 
F*(frz)m FU NE sou Fx,/(y,2)) = Flle y), 9) 

solutionem exhibent. 

Hoe vero tantum addimus, si itidem requireretur, ut functiones F 
ei f eaedem forent, a+b=0 et P= ponendum esse, vel saltem 
Q7 u == bu +e --5), quo facto F*y = D? (Py + Ox —nc-.ka HH) = f/* y 
erit, atque f(x, f(y, 2) — f/Cf/ Ge, y), 2), ut requiritur. Hic vero casus jam 
a cel. Abel in hujas Diari T, 1. p. 11. ita pertractatus est, ut simu! 
f (2, / (y, =) symmetrica foret functio; id, quod haud opus est, ut similis 
solutio obtineatur, sicuti ex praeeedenti analysi patet, Haec altera condi- 
tio occurrit in problemate sequente, 





Il Analysis aequationis 
B(x, ty, 2) = F(y,/r,2)} sen (a, (y 2) = (yy @, =) 
functiones #, f, F, f seu solummodo functionem dupli- 
cem (x, v) determinantis. 


Ponatur f(y, ) = (y, x) =p, atque f(x, x)= (a, t) — 9 seu =y*z, 
ei difierentietur aequatio data (2, p) = (y, 7) secundum y et z; quo facto, 


S 
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erit p'.(æ, p)= (5, g)*), atque pr. S P) -— 9, N), ideoque 

Oe EY sed (Gr p) e (ÿ, =. 2). 
Jam vero hibeatae z constans, Els x -—(,z)!9**) ideoque et 9, (— 91z), 
functio solius 9, quam posteriorem per 1: 30 designemus; nec non erit 
pip pzip"z)functie solius y, scilicet-= 1:07, Quare et substitu- 


tione rite effecta 
9 Q.(y,9g) 0 F.(y,0), seu AES Pes CELUM 
q 


ideoque integrando (y, 7) = f(¥+Q). Similiter obtinetur (x, p) = /(X+ P), 
existente X functio solius x, atque P solius p, indeque aequatio proposita 
suppeditat f(Y+Q) == /( X - P), ideoque, si fu — flu est, et functio f tol- 
litur, P 4- Q — FX -F P), seu in signis separatis 

Oy +¥(a,2) = FOx-- V, 2). 


.p’ L 
Ponebamus vero z constans, et LPS; patet vero hanc aequationem 


pro z variabile etiam locum habituram, dummodo aequatio 9 = (x, £) in 
subsidium vocatur. Haee vero conditio functiones p et 9 determinat; me- 
lius tamen aequatio praecedens hoc adjuvat. Istam enim secundum x et 
z differentiemus, eritque 
OY (zx, z)z Dir et 0Y(x,z)z- 9d (y,z).F,; 
x z z 


oP 
3 29,2 
posito seilicet F, loco ipsius 7,4 seu s u, ideoque = u a Ty CASE At 


QW 
Y(= Ÿ (x, =)) ipso y caret, ideoque et oy (utu == en) careat ne- 
x 
x 


cesse est. Sit igitur oY — 07 (=x,s= functioni solius +}, eritque in- 
X 
1 oe (p.c 

tegrando Y= Z + /;;, praetereaque, cum jam = sit, erit simul 


= 


Y= ¥(Z+O0x), ideoque nostra aequatio modo exhibita in hane migrat 





seu in hes 
Dy + ¥9’ - P +7), posito 2^2 Ox -4- Z. 
er ; : 3 A d 1 
*) Ponimus Q(x, z) 2 (z, z), et e ar, EIERN 
x 
S#) Si fuerit q = (x, z) seu = ys erit nobis retro (reversim; z = (x,) 19 sen 


Mi fe g) alque æ=(,1)- À Je 
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Haec vero aequatio secundum Lemma subjunetum *) suppeditat seorsim tum 
Y o! m 6.9! +s, atque Dy = AT €,, , tum Zu zz €u-l-c,—c,,, qua aequa- 
tione functio F omnino determinata est, sicut Ÿ et ® antecedentibus. 


2 
Jam vero resfituamus © y-te,, in locum ipsius cl, et ponamus Z = x=, 
eritque nostra aequatio 


dy pebo@etxs) = (etext PE) peo, 
omnino identica; quare nostra analysis bene sibi oonstat. 

Ut vero omuibus numeris absolvatur, vestigia Jam pervagata ilerum 
et quidem paulo accuratius premiamus, — Habvimus igitur (y, 7) = f(14- Q), 
(x, p) = J{X4P) atque (Z-4-Q) = F(X4-P), posuimusque tum +9 = 
Qy-OY (x22), tum -X4-P — Qx-pE(y,z), nempe separatim = y, 
Qz—'Y(x,z), quae et = Q(9) = functio ipsius 9 est, itemque X — Ox, 
et P—a(y,z)- P(p) At invenimus 

Yes) = Y(Z- 02) = Y ocs4- Q2 = cat 02) o, 


atque 
== sua 
Wy) zm Ly Xt4--——:, nec non Fuzzcu--0-—c,. 


Quoniam vero (y, 7) — (x, p), erit r+ O\’=: f(X4P), et £F(X+P)=f(X+P), 
ideoque {Fu fu, seu f(cu-+-c,—c,,)==fu, quare functiones f et f non 
nisi constantibus argumentorum differunt. Erit praeterea 


P(p) = (y, 2) =) xs LES, et (ob ¥(x,2) =O) 
QO) = cz+Ox)+e, 


ideoque invertendo p seu 


(7,5) = P^ (x 4- 


3 


en 
c 





— 


s Lemma. Si fuerit Y+X=F(Y+X), nempe Y= Y, et BET = Xx) 
G. e. Y et Y functiones solius y, atque X et X solius x), erit Y= ore 
X=cX+e,, atque Fu =m cu+-e--e,,. 

Differeotieinus enim secundum a et y; habebimusque F, Y= OY, F, aXe eX, 


e Y 
ideoque — = "E ; id quod absurdum est, nisi utraque pare eidem constanti (c) 
ay x 


aequetur. Erit igitur 2X=ceY, RZ cOX, ideoque integrando, YızcX +, 
atque X -—cX Cy. Posito vero X+Y=u, hisque valoribus in aequationem da- 
tam introductis, erit Pure Y--c, oc X fo, 2 cu b cjl. Q. E. D. cor. Si fuerit 
{( YLX) = f(Y--X) , erit Y=cY+c,, X=cXHoy, atque fuz F (en c cz) 
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posito scilicet P7 P(u) zu, et similiter 
= (nz) = Oz + 02). 6); 
simulque, substitutione eflecta, 

(9) e (Dy +e0z + Ox) H- c), atque (x, p)=f(de+y2+ HE), 
seu (x, p) = f(e(Dx-Fxz)--Oy--c,) Erit igitur, his valoribus intro- 
ductis, ipsa aequatio ab initio proposita rite resoluta haec: 

J(e (ac xx) d- Oy 46) = f(Py M ez 02x) 4 6), 
quae aperte bene sibi constat. 
Ponamus vero Dy -- c,, 2 c.8y, e, ce, Qg —— e, 4-c/Q 9, entque 
f(y,z) = pez = Pxztey), et 
f(a, 2) = 9 = (mz) =O" Prt+xs), 


F(x, p) = (sp) = f@Or+xs+say) = f(OrtP,,), et 
F(y,g) = (y9) = JOx+rster) = fer +009). 
Omnes igitur hae funetiones eadem forma gaudent, ac p (= P(xz-Ley\); 
quare et eidem aequationi differentiali satisfaciant, necesse est. Quam ut 
inveniamus, differentiamus aequationem Rn = P-(yz--sy) secundum = 
et y, habebimusque p' = 8, y. P, p,=xı3-P7', ideoque p':p, — SW ixie 
seu Lp--Lp -Lsy-—Lx,z. Brit igitur, nova differentiatione insti- 


atque 


: dt 
tuta, 90 Lp/—900Lp, —0, seu 0 D = ER tandemque 
yx yz 


pn c pap proue er dd ere p/. 
(p^ (pi) 4 
quae quidem universalis est conditiouis forma modo expetita, cui omnes 
istae functiones p, 9, 7 (= (x, p)), et $(==(y,7)) aeque satisfaciunt. Haec 
de resolutione universali jam sufficiant. 

Sin vero in aequatione ab initio proposita unam eandemque ubi- 
que volumus functionem, ex. gr. (x, p) = f (C oc + Wp) = F(x, p), et simi- 
liter (y,9)== F (y, 9) ete. 5. erit (Ys g) 27 f(C y A- 9), p oy) =SOv+ty s), 
aique g = (x, z) = ^ (Qa +=); ideoque hoc casu aequatio data 

f (Dx A fy A3) = Pr + Lf br pz) 
Jam vero in hac eum ipsius = ponamus valorem, qui cz = 0 efficiat, eritque 
fOxtWey =FOy-+W/dn, 
ideoque ex cor. Lemmatis modo descripti tum 
Fu a= f(cu-e,+¢,,), tum V/Pr=cPr+¢,,, [Oy == (Dye) 


seu (ponendo scilicet modo Oa —w et modo Py =u) 
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pfu = cute, = Ite); 
id quod non convenit nisi fuerit ^^ —1 et c,, 2 -——c,:c, ideoque aut 
fu = f{a+De,), aut fu — f(2e,—u). 
Jam igitur, si ¢==1 fuerit, fu. omnino arbitraria manet; sin vero c = 
—1,c, ex indole functionis f determinetur necesse est, aut haec ipsa cor- 
tae sit indolis. Posito vero fu — v, erit invertendo 
aa flv, et pus uu = aut cf^ v -c,,; 
ve=e,— "x aut pxmcyBfx, 
i.e. Vx non nisi constante ab inversa ipsius fx differt, ideoque erit 
(x, 9) = f(Dx +f ze); 
aut (constante scilicet c in functione © comprehenso) 
Fe, x) = f(x +f 2), 
functio duplicis argumenti ubique eadem (F), aequationi datae 
(x, (y=) = Cy, (z,2)) seu F(x, F(y, z)) = F(y, (a, z)) 
satisfaciens. | 
Ipsa vero aperte symmetrica evadit, ponendo 
Cr=f'x, seu (x,2)— QI (Dx 4-02 4-0); 
qui est casus jam ab cel. Abel periractatus. Generatim vero si dantur 
functiones (algebraicae vel transcendentes), (x, p), (y,9), (2,2) = 9, 
(y,s)==p, aequationi datae (x,p)--(y,g) vel etiam speciatim differen- 
SUNG Tos Qr. EJ Ky) = EU, (F, . RS 174) 
satisfacientes (ubi F unius cujusque locum tenet), tum dantur funetiones 
(Q,4), quae harum argumenta separant, nempe ejusmodi ut universim 
Ur, y)) = Ox -- Py sit. Haeque ex forma speciali functionis F facile 
determinautur. Est scilicet @, 2:4, y — 9 F:0F, haecque pars dextra in 
d ERE: 


ideoque 


factores separatos X: Y necessario resolubilis, ideoque Qux = cf/X dz, 
atque Vy=e/Ydy. Res igitur maximi est momenti, ut perquirantur 
functioues algebraicae vel transcendentes notae F(p,«etc.) isti aequationi 
differeutiali satisfacientes, seu huic 
FFE EME, Fr) = F/(F/.F'—F"F,), 

cum ita indoles novarum forte functionum integralium pernoscatur. Non- 
nullae algebraicae jam notissimae sunt. 

Praeterea vero monemus, ipsam formam propositam ad functiones 


iteratas pertinere. Si enim fuerit data functio fa =(0, x) (Ex. gr. = ai 
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fr r 
ejusque iterata "= (a. x), proveniente seilicet (a) functione ipsorum a 
et r in locum constantis datae «, erit ex indole harum functionum 


SEES" a), seu (4, (a, x)) = (a, (a, x)); 
quae quidem aequatio istius ab initio propositae formam omnino refert, 
Quoniam vero ubique eadem sit, haee ex modo traditis ita resolvitur: 


: r 
(2, x) = f(Da-- f^». 
Nec infitias ibimus, nobis praesens problema ex ipsa iterationis theoria oc- 
currisse; in qua (mox edenda) ostendimus, quam affines functiones itera- 
fae eis, quae secundum hujusmodi formulam QF(x,y) — Ox--Qy ad- 
duntur, sint, et quomodo utraeque quasi unam eandemque familiam con- 
stituant. Ex problemate functiones duplicis argumenti iterandi simile pro- 
blema functionale elieuimus, nempe hoc (si f est functionis cujusdam sig- 
num, sicuti (z, x, y), etc.): 
(v, (5.2, y) (JG) y» 00) = Gs (x, 7), CF, y, 2), 

cujus analysin perquirendi potestatem et gaudium Lectori doctissimo re- 
linquimus. Quomodo ex hujus solutione Theoremata maximi momenti, 
tum functionum duplicium et triplicium indolem illustrantia, tum aequa- 
tionum differentialium inseparabilium integrationem subministrantia, elician- 
tur, olim docebimus. Interim functionum, secundum unum argumentum 
iteratarum, analysin breviter jam subjungimus in Problemate III. 





Wi, Analysis aequationis functionalis 
fis = ff (2), seu (x+ 7, 2) = (a, (y, 2) 
quae indolem functionis f”z, ex iteratione ipsius fz or- 
tae, universim exprimit. 
Ponatur p= f’z= (y, z), eritque aequatio data (x + y, z) — (x, p), 
quae, secundum x et y separatim differentiata, praebet 
4 3 A " = (, p) E 
(x y) = (a; p) et = (m, p)-(y,z), ideoque. = (y, 3. 
(a, p) 
Jam vero s pro constante babito, erit, ob p — (y, =), (y, x) functio quae- 
HE pee? ; COR 1 
dam ipsius p, quam per gp lsignmiamus ; habebimusque ICH OP? 
p 


TD 





ideoque, ex regulis notissimis integrando, (x,p)-— ®(x + P)  Posuimus 
Crelle's Journal d. M. Bd. XL Hft. 3. 201 
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vero CPAS 62 z) = <p ideoque ped, indeque xp 


dy, et TATE P — y 4-Z, exsistente Z = 2. Z5 e. hate ths Ze 
Erit igitur (x + y, z) = (x, p) = O(a +P) seu (x + y, z) = G(x - y + Zi 
sicut (x, p)= Q(x-F- P,,). Ut vero jam hae functiones eaedem sint, nihil 
ulterius requiritur, quam ut Z eadem ipsius z sit funetio (ij) ac P ipsius p, et ita 
(x, p) = Da bp) atque (r4-y, 2) m Din y 3-3) = Dirt VC 2)- 
Jam vero, si C(u --c) — Cu fuerit, erit (y, )=erc+y+ iz, et in- 
vertendo (y, z) — j^'(re-EFy-F-z), exsistente 7 numero integro. Prae- 
terea si ubique unam eandemque velis functionem (sicut et aequatio 
f* (^ s) zm f***(2) jubet), sit necesse est D(= i. e.) ipsius | inversa, ideoque 
frac re ya) et fpe qo re ed-bp) mi! Qre aed y- bz) 
atque. fs = d*(re4-x-4-y-- ix); hisque formulis, quae aequationi 
f z-—|f*pabiuitio propositae satisfaciunt, si vel c —O fuerit vel V (ud re) 
= Ju, problema nostrum solutum est. Hoc et ita nobis adgredi licet, ut 
x et y jam ab initio permutemus; quo facto in problema II. incidimus, 


quod solutum praebet f*p = f (Da --f^' p), unde solutiones utrasque com- 


parando, Qa z—rc-x obtinetur. Utrasque formas junctim in usum vocando 
analysin aliquanto simplicius absolveris. Quacunque vero via ingressus fueris, 
semper ad eandem formam resolutam pervenies, nempe f*y = d! (x + by); 
quae docet, partim functionemiteratem f*y per simpliciorem x ejüsque in- 
versam ij! x, easque unius argumenti variabilis sicuti functio iterata simplex 
F'y seu fy, semper exprimi, — partim, dari functionem ij, quae argumenta 
iteratae separet, scilicet praebeat :j/"*y — x-]-:ipy, quae res in toto calculi 
analytici ambitu maximi estf momenti. 

Ponendo xr — Vu, et f*y = fy = gy = =, habebimus 
jg" y) = bu -F wy, indeque videmus, functiones Lu et Py invicem sibi addi 
posse seu in unicam ejusdem generis functionem Wz colligi, sicut trigonometri- 
cae et ellipticae. Kt vice versa demonstrari potest, has, jam ob insignem hanc 
proprietatem civitate analytica donatas funciiones, revera ad iteratas pertinere. 
Haec res multaeque aliae in causa fuerunt, cur jam per multos anuos singula- 
rem funetionibus iteratis dedimus curam, doetrinamque, quam de ipsis com- 
posuimus, olim publici juris faciemus. Praecedens analysis ostendit, et alias 
funetionum formas huc pertinere. 


—————üió i Q— 
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29. 
De factoribus numerorum compositorum dignoscendis. 
( Auct. Carolo Joh. Ds, Hill Lond. Goth.) 








I. elementis Arithmeticis modus, quo factores 2, 3, 5 (interdum et 11) 
ipsorumque potestates eliciantur, satis expeditus edocetur. Factor vero 7, 
quamquam simplicissimus, plerumque, defectu regulae commodioris, omit- 
titur, Hanc igitur elementorum lacunam expleturi, modum G. W. Krafti; 
(Comm, Petrop. T. VIL) elaborantes, alium, ad factores quosvis eruendos 
aeque proficium, cujus alter casus quasi hujus inversus est modi, jam duo- 
bus abhinc annis invenimus, quem breviter demonstratienibus omissis (quo- 
niam doctores has facillime inveniunt, et nobis otium rem tam fuse ex- 
plicandi, ut discentibus elucescat, desit) proponere liceat. Quamquam vero 
noster modus unico superstruatur fundamento, tamen ob commodiorem 
usum tridivisum exhibere licet, In unoquoque vero casu numerorum auxi- 
larium indigemus, quorum inveniendorum modura postmodum trademus. 


I. Primus operandi modus hoc signo (a.) vel a) dex 
finimus, ubi a et y numeri suut auxiliares a supposito factore (p) de. 
terminati ; quorum y indicat, quales in classes distribuendus est numerus 
datus (/V), qui, num ex (p) componatur, perquirendus est; seu potius, y 
docet, num JV scribendus sit vulgari modo decadico seu in systemate arith- 
metico numerando, cujus basis est decem (quo casu v — 1), an in illo, 
cui est basis centum (quo casu v — 2 — I1), an in millesimali (si y = 3 
vel potius — Ilf, quoniam numeris romanis ipsum y insignimus) et s. p. 

Alter vero auxiliaris (a) constans est factor in primam siuistrarum 
classem ducendus; quo facto, prout signum + vel — super (4) posito ju- 
bet, productum ad classem sequentem addeudum vel ab hac subtrahen- 
dum est, Jam si ipsum (a) satis parvum electum est, ita exoritur nume- 
rus ipso JV minor; hacque operatione saepius repetita, habebitur nu- 
merus (2) vel ipso p minor vel tam parvus, ac hac via haberi possit, quo 
facto facile aliquo modo dijudicabitur, num bic numerus (7) per p divida- 
tur nec ne, indeque idem de numero IV arguetur, Omnes enim huc spec- 


tantes regulae eo redeunt, ut loco numeri majoris deti /Y proveniat minor 
SRI. 
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(7, qui cum dato (/V) secundum divisorem (modulum) (p) congruum sit. 
Hic modus haud melius explicatur, quam ipsum ad exemplum applicando, 
casu y — 1, quo quidem divisioni vulgari simillima nostra haeo est opera- 


ra 


tio (a.) v, in eoque hac tanto facilior, quod quoti ziphrae non quaerene 
dae sunt sed jam in prima quaque classe dividendi (IV vel N’) exstant. 
Sit Ex. E. gr. a — 3, y — 1, et /V — 277, qui numerus operationi 3 : &ub- 
mittendus est, quam in schemate a latere apposito 


jam absolvimus. — Sinistra sc. ziphra 2 abscinditur, ser A 
ipsaque pro prima in quoto habetur, exsistente 3 di- SCOR d e 
visore et 77 (residuo ipsius /V) dividendo; quare RO 
7--3.2= 1; deinde idem cum novo residuo 17 per- ste 
Er LR 


ficimus (7—3.1=4), et habemus factum (vel hoc , _s4ax — 
(p=13)*) 4 
casu residuum) ultimum = 4, quod si per 13 (quem 


factorem per 3. recognoscimus, ut mox videbis) dividere liceret, et V(= 277) 
per 13 divideretur; sin minus, idem residuum (4) subministrat. 
. ze 1 e * +t 4 e 
Similis omnino est operatio (a.), praeterquam quod addendum sit 
productum, quod modo subtrababamus. 
Sit Ex. gr. Numeri JV, v, & Ex. 2 Ex. 3. a. Ex. 3. 5. . 





m eu T . 9 © —Ó* +1 » +r a Par Tai 
idem, ac in Ex. pr. eritque 2.. 05 3.) 2177 2.) 3|7 7 33) 99 
/-p-6* 22155. 311—535 9-925555 * 68 1 6 D 7 
3.6=18,18+7=25; 3.2-4-5 —11, 113 113 (p=7) 316 
1-4-3.1-—4, =’. Patet vero ope- LAS 2 9 
a : | | 7 9| 7 E 
rationem 3. repeti posse, donec : In : P 13 
faetum ultimum < 10 sit; Ex. gr. 9125 17 ^8 
cum /V== 99. (Hoc vero casu justo E ur 49 
laborosior est, quia numerus (3) | 1 N‘=79 
+: ar 
cum exponente ( 1) in forma (3 oF Nias 
quae ad factorem 7 pertinet, optime 
haud sit electus.) 
ENT Ae | ce : 
Casu iterum y= 2, operationes a. et a. eundem in modum ac «. et 5 - 


instituuntur, praeterquam, quod ziphra sinistrarum prima vel duae priores 


*) Ad ipsum schema complendum factorem (p), qui isto calculo eliciatur, ex 
tabula ad finem explicate et subjuncta excerptum apponimus, 
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obsciudantur ef ia (a) ducantur, factumque cum duabus proximis per + 
jungatur. Ex gr. y= 2, a zz 5, N = 99231. 


Ex. 4. Ex. 5. 
An i 
3.) 9|92|34 3.) 992131 
77] | 
6| — 6153 11,93 
18 ~ 33 
3/51 12,61 
(p==103), = © 79 (p=97) 4° 36 
Jy == 4 42 N= 97 
(Computus Ex. 4. 92—3.9=65, 53—3.6=35, 51—3.3= 42.) 


Iu Ot 90709. 





Ex. 6. ES TE EXC. 

: EU II j 
2.) : 567169 21g ) 3167 is 4.) 5167189 

-20| 

E es fi 

T (=D Ma 16 
(p=17) ^12 (p=49) 18 —24 
77 47 5 


inr 
Inde vero facile inielligitur, quomodo computandae sint formulae (2. ) v, 


(a) ete. ; quare nonnulla exempla apposuisse sufficiat : 
HN) 02, N— 20641462357. Kt, N = 1821634, 





Ex. 8. Ex. 9. Ex. 10, 
Mu 
2.) 206] 41462357 2.) 206| 414162357 my 18/2 16136 
nl ONT 4412 -36 
7 26[235 821662 181036 
= 52 + 164 (p 7167) = -36 
(p=167) 11537 821635 aie 
se er > 
835 (p=499) 71997 It. a —5. 
D EE Ex: 12 
It. »—4, ei. ij EE 3.) 18l216/36 
Ex. 11. gr + 54] 
1.) 1598] 1817 (= IY) cub 161236 
j 1598 ve (p==17, 59) ^7 -48 


(p=73,137) 219 ie 
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—7 

Not. Ad operationem (a ^) observandum est, prima classe in (2) 

ducía secundam superante, vel mutuandum esse p vel hujus multiplum, 
vel a prima classe, quantum sufficit, detrahendum, ipsumque (a) tan- 


tum in residuum ducendum. Sic pro (3.) 41, exoritur, loco 1— 3,4, 
104-1—3. (4 —1) = 2 ud 3.) à] j| vel etiam (cum p= 13 sit) 
—9 


2 
1+13—3.4=2, — Cum vero y 7 1 fuerit, huic incommodo etiam eo 
medetur, quod prima classis non y ziphris, sed tantum v —1 vel y —2 etc., 
donatur, nt in Ex, 4, 5, 6, 7, 8, 9 , 10, 12 jam effectum est, Ex hac 
observatione Ex. 10. ita computaretur : 
182]163|6 i.e = 181 4-|11636 


Obs. Patet, ipsum (72) me 3017181) 
p vel multiplum 7p, quoties 81016 
exstat, omitti posse. -" - 10 


IL Alter operandi modus primo simillimus est, prae- 


Mos y 
terquam quod a dextra origo ducatur, isque per (.a) vel Ca) 
insignitur. 

Nempe y ziphrae a dextra abseinduntur, abscissaeque in (2) ductae, 


im 
vel a reliquis subducuntur, seilicet pro forma N(.o), vel ad has addun- 


vr 
tur, pro N(. Qj. 
Ex. gr. Sit 7V — 4391633, y — 1, 2 — 5, quare valor minimus for- 


mulae 4391633 ( 3) sy (hoc enim schema (.a) postponitur ) » desideratur, 


Ex. 13. Ex. 14, 
Not. Nemo ‘non videt, 43916313 (3) ele (2) 

operationem C a) divisioni in- n Ee did 
versae, seu ei, quae a dextra (pal Er ese 0 ds 6 
exordium facit, simillimam 30/3 ms 
esse, in eoque faciliorem, quod pe i 
ziphra unaquaeque quoti jam TN 3n 
datur: est scilicet dexterrima „si a 
residui, quae abscinditur, 4315 i= 


; Le ems. 4 1 
nempe prima 3 (uti divisio sit 38 — N 
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-9— 3.3 


residuum 53 


quasi 3) 63 (3 | altera — 4 (quo casu divisio est 3) 15 (4), et sic 
2 12 
? 
in reliquis. 


1 + y 
Operatio (.2) eundem in modum instituitur ac (.a), praeterquam, 
quod addatur, quod ibi subtrahabatur. Ex. 15. sen contracte: 


Ex. 15. HR TS. * 
1+ 4 1+ 
439163/3.(.3) 43916313. (3) 
ch Nie 
(pzz29) 2 439213 
mb 44614 
39213 48 
gl ES 
mr i 
Ak mi 
"ue 
ol 
513 
9i 
14 


Doct 


Operationes (a) eodem modo instituuntur, at duae ziphrae a dex- 
tra semper abscinduntur et loco quoti vel alterius factoris (in « scilicet 
ducendi) habentur. 

(«=3) Ex. 16. Ex. 17. 


n — a+ 
W = 13101(23.(.3) — it. *132101|23.(.3) 
69) 77 re 
130]32 321170 
-96 177 210: "rs 
N= 34 41515 
931 
1108 
Mie 
2: 


Obs. Exereitatus calculator producta aon subscribit, sed mente 


addit (in a) vel subtrabit, eoque computum contrahit, sieuti in Ex. 15.* 


Simile quid de reliquis (e DM (Ca) P ( by etc. tenendum est. 
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Ex. 18. Ex. 19. 
78590476. (. 2) Te (73) 
-952| 7 (476.2=) +952 
#) 7538 Te 
19761 10841 
—1199 seu sd IB 
*) ih ee 37 = NV 
— TAE 


Not. *) Numerum datum vel jam obtentum (uf in hoc exemplo 
77638) nihili signo (0) praevie augere aliquando prodest. Ita enim et va- 
lores negativi evitentur et interdum factum minus obtinebitur. 


Not. Casus (v — 1) cum casu primi modi 2 —1, omuino conve- 


Le + Y — V w 4 
nit. Est scilicet (i = Sn (ai), atque Cis) = +(.1); quae quidem signa, 
cum unitas non multiplicet, indicant, numerum, cui praelguntur vel af- 
figuntur, in classes v ziphrarum esse distribuendum, hasque classes vel 


| +1 : 
sibi invicem addendas vel alterne subtrahendas, Signa vero (1 :) seu (1), 


(1 B seu (4), et (1 Mj seu & 1), regulas, quae in elementis passim tra- 
duntur, pro factoribus 9, 11 et 101 recognescendis, breviter et concinne 
exprimunt. Si elementa scriberemus, hune casum primo sane loco pone- 
remus, utut qui simplicissima operatione aliquot factores statim prodit, 


Ui. Tertius demum et quidem ultimus noster operandi 


modus per (g. o) et (8.«) insignitur; et ille Jubet, ut a dextra ziphrae 
numero (v) abscindantur atque in (x) ducantur, reliquaeque sinistrae in (2), 
productaque sibi invicem addantur aut a se subtrahantur, sicut Signum 
+ indicat. 


Sit Ex. gr. numerus datus 13735 operationi hujusmodi per (3.8) 
insignitae (quo casu & =8, P=3.et y= HT) subiiciendus: 
quem in finem 1) duas zifras a dextra abseindo, . . . . , 137 | 85 
2) deinde in Tactores jam datos 2 ee ee 3et 8 
partes modo abscissas duco, obtineoque producta . . . . . 411 + 680; 
quae 3) tim ob signum -+ in summam colligo 1091, quae numerum dato 
gninorem, jam hujus loco ulterius eodem vel alio modo perquirendum, con- 
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stituit; eodem ita: 3+ 8 et tertia vice: 3-- 8 


10 | 91 7 | 58 
728 FR 
+ 30 464 
758  obtinetur 485 a priori parum diver- 


sus; et si jam quarta vice eandem operationem institueres, majorem ob- 
tineres numerum; quare jam ab hac operatione ulterius instituenda desi- 
stas. Monemus vero universim, et hanc et priores operationes toties ite- 
randas esse, dum numeros parum diversos (ideoque hoo modo minimos) 
obtinueris ; hocque facto numeros jam obtentos invicem subtrahendos 
esse, ut numerum quam minimum obtineas. Sic in hoo Ex. obtinemus 
758—485 2273. Sin vero jam aliqua operatio minores numeros ulte. 
rius haud subministrat, tum alia, ad eundem divisorem pertinens, eligenda 
est, et quidem ea, quae minori exponente gaudet. 


Quocunque vero modo duobus numeris (dato secundum divisorem 
aequivalentibus) inventis, minor numerus semper invenietur, si rationem, 
in numeris parvis expressam, rationi inventorum prope accedentem pere 
quisiveris, harumque rationum inaequalitatem vulgari modo ( multiplicando 
terminos alternos et subtrabendo), perquisiveris. Ex. gr. 485:758 fere 
== 2:3 aut proprius — 16:25, quare differentia produetorum alternorum 
parva sit, nempe, 2.758— 3.485 =61 et 16.758— 25.485 —3. Loco 
numeri dati 13785 igitur alteruter horum, 61, 3, considerari potest — et si hic 


numero, cujus operandi schema est (3.8) , minor est, aut non divisibilis, tum 
datus per eundem haud est divisibilis. 


At exemplum negativae operationis exhibeamus, nempe ex regula 


ut! 


(8.3) jam instituendae cum numero dato 3754, = 37 | 54, 

quo facto obtinetur novus numerus 44 aut —44 = 06-1959: 

quod idem valet, nam promiscue minorem a majori vel vice versa sub- 
trahi licet. 


Patet vero, duas operationes antea descriptas in hac contineri. Est 


iod a «| ce Hi o » . 
scilicet ka 5) = (ai) et (a .) E (a.1), si zyfrae a dextra prima vice in cal- 


culum vocatae interim tolluntur; itemque 


(a) == (ic atque (a) cu (La ° 
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His jam operationibus universim descriptis, brevibusque siguis indi- 
catis, numeros auxiliares ad divisores primos minores attinentes calculavi- 
mus inque tabulam subjunctam collocavimus. 


Ut vero res melius elucescat, quae elementa magis tangunt, fusius 
explicemus. Quoniam vero factores 2 et 5 ipsorumque potestates partim 
ex regulis vulgo traditis facile dignoscuntur, et partim ad modum praesen- 
tem haud pertinent; de eis nulla exempla nobis afferenda sunt. Neque 


schema 1. vel .1 pro factoribus 3 et 9 valens aliquam moram nectit, cum 
regulam vulgo traditam suppeditet. Altiorum vero ipsius 3 potentiarum 


mn TE 


+ tn IT 
eubus (3 — 27) schemate 1. et (8.1 seu (8.) facile agnoscitur. Sit Ex. 


gr. numerus datus V = 13 743 459, de quo, num per 27 dividatur, quaeri- 
+ırı 
tur. Primum ex signo III in schemate Lu) occurrente in classes terna- 


rum ziphrarum seu millesimales distribuendus est numerus, nempe ita: 
1317451459 Tum (ex signo +), quandoquidem 1 multiplicator nihil mu- 
tat, hae classes addendae sunt 13 47434459 — 1215. Quoniam vero 


1215 >> 1000, seu plus quam tres ziphras habet, regula 1. iterum adhi- 
benda est, quo facto, obtinetur 14-215 = 216. Jam igitur si numerus 
216 per 27 dividitur, idem numero JV contingit. Numerus vero 216 vel 
divisione (vulgari aut aliquo modo contracta, Ex. gr. cel, Fourrier) vel 


ex repula schematis (8.1) seu (8.) comprobatur, Hunc in finem ita di- 
* 
stribuatur: 2|16, et pars sinistra 2 in 8 ducatur, factumque (2.8 = 16) a 
* * 
dextra (16) subtrahatur. Jam, quoniam residuum nihilo aequatur, 216 
3% 


ideoque et 13743459 per 27 exacte dividitur. Pro altioribus quibusdam 
numerorum primorum potentis in tabula schematum regulas exhibuimus, 
Quae vero, si desiderantur, numeri auxiliaris vel separatim exquirendae 
sunt, vel tenenda est haec regula universalis: cum potentia numeri primi 
quaedam factores instar agnita est, tum per hanc dividendum esse, quo- 
tamque iterum comprobandum, donee iste numerus ulterius haud adsit. 


Quoniam vero ea, quae posthac in elementis Arithmeticis comme- 
moranda credimus, aliquanto fusius explicanda sunt, regulas praesertim pro 
numeris primis vulgo neglectis 7, (11) et 13 minoribus et schematibus et 
verbis exprimamus ; quo et horum mutuus seusus bene constet. 
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Hae sunt partim communes, partim speciales, Numeris 7, 11 
et 15 communia sunt schemata 
a) (1) et à) ds 
seu regalae inde facile eruendae: 

a) 1. Numerus datus (W), secundum hos factores perquirendus, primum 
millionesime (seu in classes vx ziphrarum) distribuatur, sicuti 
vulgo docetur in Numeratione, cum numerus signatus verbis ex- 
primendus est. Ex, gr. N = 375 868 963' 864 365, 

2. Classes ita obtentae hexaziphricae (seu ziphrarum complexus, 
quae unitates, milliones, billiones, trilliones etc. enumerant) invi- 
cem addendae sunt. 2) 864365 


3. Si summa jam obtenta millione major fuerit, + 375 
regulae a) momenta 1, et 2, iterum adhibenda E o 
: { 
sunt. 3) + 
Facit 733704, 


b) Numero jam shillione minori facto (vel dato), a dextra tres ziphrae 
abseindautum Ee Men More Mr ai s aie 704 
atque a sinistris subducantur, yel vice yersa . . . . . . 733 

293 
(i.e. Numerus complexus, qui millia exprimit, ab isto, qui unitates 
enumerat, subducendus est, vel hoc ab illo.) Residuum ita obtentum 
ad factores 7, 11 et 13 aeque se habebit, ac numerus datus JV; si 
per horum aliquem dividitur, et /V dividetur; sin minus, ut in hoc 


exemplo (29), nec JV ex istis componetur. It. Ex. 56|759 
-56 


DÀ 


Specialia sunt : Zoe 
rr 1 
I. pro divisore 7, schemata a) (22), et p) (5), quae regulas sup- 
peditant: 

a) Dato vel jam facto numero < 1000, ut tres tantum teneat zi- 
phras, duplum sinistrae dextris addatur; quod iteretur donec <_ 100 
factus sit. Jam si — 70 fuerit, 70 subducatur, supereritque uu- 
merus «7, quem ex tabula multiplicationis, quam jam a pueris 
memoria tenes, ut multiplum vel non ERES ipsius 7 facile 


agnoveris, Ex. gr. 7/— 259—259. Res. 2. 224 duy cpm 


2050:7 = i i 
ergo 259:7 = integro xs 


260 
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Ex. N = 958 = 9/58; Res. 2.9 4- 58 = 76 = 70 -]- 6 = non mul- 
tiplo septenarii, ideoque neque 953, sed residuum 6 ex divisione 
relinquitur, 
B) Duplum ziphrae dexterrimae a complexu reliquorum subtreha- 
tur (vel dexterrima bis a reliquis subducatur). 
Ex. gr. N=259=25|9; res. 25—2.9 —7 
(vel 25-—9=16, 16—9:—7). 
Ex. 9582-95|5; eo 905—2.8 2: 70 2270 -]- 9— non multipl. sept. 
Obs. Hae regulae etiam majores numeros afficiunt, quanquam 
aliquanto laboriosius (vide Ex. 7. et 14.). Praeterea promiscue ad- 
hibentur, sicut commodius occurrit, Si ziphra duplicanda >> 6 fue- 
rit, praevie cum 7 minuatur, si prodest. 


Ex. 958 00 9158 0 2158 6 2.2 + 58 = 62 = 56+6(7 6), 


IL Pro divisore 11 schemate o) (1. ») et p) (1. .) sufficiunt, et valent: 


a) Si numerus datus «100, aut tantummodo «710000, complexus 
duarum dexterrimarum ziphrarum complexui sinistrarum addatur, 
Ex. V==8129= 81/29; N'= 81-+ 29 = 110 = 11.10. 
2) Numero jam (per «) <100 facto, zyphris duabus eisdem scriptus 
erit, si datus ipsius 11 multiplus fuerit; ipsarum differentia enim 
aliter nihilo haud aequatur. Nam 


(1) 77 7— 720; at (1.) 577—522, 


Obs. Schema (1.) regulam continuae subtractionis, in 
nonuullis übris praescriptam, suppeditat, Si numeri subducti simul 
annotantur, quotum praebebunt. Ex. gr. 

Divisor 11) 135 2" 76' 4.... dividendus = iV 
12 2 9 7*8.... quotus 


—# # 
ak 


6 residuum 


Exempli eomputus: 3—122, 5—1—2-5'—2-2 
3k * x 


(exsistente 5° = + , unitate scilicef i ipsi 2' subsequenti mutuo data), 
Lu -2 = 12— 2 = 10 = jusfo major, ergo, uaitate mutuata 


^ 


as 


2'—7= 11-79 = 9; similiter '7' —9 = 7*, et 6° 7*a= 15-7 = 8, 
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tandemque '4.— 8 = 14.—8 — 6 = residuo; quod et ex nostris re- 
gulis prodit. Nam 1. V=352 7652 N’, et 1. N= 765—352 —413, 


+415 — X 
et 1. (413) = 4+ 13 = 17, tandemque (1 .) 17 => 7-~- 1 = 6. 
ill Pro divisore 13 (si numero «21000 data) aptissima sunt sche- 


mata «) G.) et £) (4) seu regulae: 
a) Sinistrae (ternarum zyphrarum) quadruplum a complexu duarum 
dextrarum subducatur. 
Kx. D 33 — 7133, et 33—4.7 — 5 (confer Ex, 7. a). 
Ex. 403 =403 83 — 4.4 = — 13. 

B) Quadruplum dexterrimae reliquis addatur. 

Fx. 733— 73|3; 73-4-1.4—8528[5; et 8-45 28=2.13-42, 
ergo non divisibilis. 
Ex. 403 = 4013840 +4.3 = 52 = 4.13, aut 

92 2 5|2e 5-] 4.22213; quare 403 per 13 exacte di- 
viditur. 

Ex eis, quae jam attulimus, facile quisvis intelliget, quomode sche» 
mata nostra verbis exprimenda sint, ut regulae ad factores primos quose 
vis, tribus centenis (<{300) minores, agnoscendos idoneae ex tabula sche» 
matum adjuncta eliciantur; quin imo, si schematum jam ab initio descripe 
tam explicationem memoria tenes, ipsa schemata idem ac regulae tibi 
valebunt. 

In Exemplis jam antea allatis aliquando subjunximus unum aite- 
rumve factorum primorum (p), ad quem schema ibi illustratum pertinet, 
ut in Ex. 13. (p—31). De qua re in universim tenendum est, schema 


+ 7 
(£ a) ad numerum «.10”—ß vel ipsius factores a 2 et 5 diversos, et schema 
— V + 1 
(£ a) ad numerum «.10’-+- vei ipsius factores pertinere, Ex. gr. (5.2) 


ad 200— 5 = 195 = 13.3.5, i, e. ad 13 vel ad 3 (non vero ad 5); (3.4) 
ad 403 = 13.31, vel ad 13 vel 31, ete. Hujus observationis ope, si tabula 
factorum numerorum compositorum (ex. gr. Chernacii) ad manus tibi fuerit, 
facile numeros primos, quibus schema datum attinet, invenies. Ut vero in 
verso ordine schemata datum numerum attingentia reperiantur, eaque usui 


accommodata, fusius res est pertractanda, 
(Gont. seq. prox. J 
er u A er EEE 
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23. 


De radice cubica celeriter extrahenda. 
(Auct. Carolo Joh. Ds. Hill Lond. Goth.) 


——— ee — 


Formulae, quas olim in hoc Diario ad aequationem cubicam y? —3«y + 28 
resolvendam proposui, quamquam in universum convergentissimae, tamen 
casu æ == Ü minus convergunt. Ex nostro vero modo aequationes nume- 
ricas operationum convergentium ope resolvendi, quem olim tractatu ver- 
naculo fusius explicuimus, consequitur et modus ad hune casum applican- 
dus, jam breviter indieandus, 

Sit « numerus datus, ex quo radix cubica est extrahenda, hujusque 
valor aliquatenus approximatus (eo saltem, ut prima ipsius ziphra valens 


° £? 
rite clecta sit) == 2; ponaturque u = 7 (1 — =) : 


Jam vero calculentur hi valores uniformes: 


z 
em eu TIL ee = (2—~ ALMA tr 
u, = (3$ Heu)? Us ($ ul TD? 


similesque 4;, u, etc.; seu posita functione 
($—u) uoce fu, aut fu = x mi 
3 SQL ZA Lor — (uc-—2)? 
capiantur 
u,—fu, „wefu=fu, „=fu,=fu, u, 2 fu, — f*u, etc. 
Deinde calculentur 


i—u er eux Loss. im lu, Ferch i—u, t 
PT San NT Le se ER ne et a Diss 


. ® — U * 
seu, posita functione 13,7 8% capiantur 
Vor Gl, = gu, gfu, Vo FU, = gu, etc. 
Nempe universum y, = £ Moran 
Quibus ad limitem praecisionis desideratum effectis, erit 


Va = MoYoYisYoves «Yr> 


Va-—x.gu.gfu.gPu.gf'u....gf'u, 
idque co accuratius, quo plures facteres admittantur, 
Sit Ex. gr. a 222, et x —1; eritque 


= + (1 +)=2 u or de uf U, = 2 =) 1 ES 
Dc) 2/77 76-1 tuent ENS cro Ana 


seu 
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1 ) 1 253 


os G— 138) * (126) — 768 144 384? 


i (2 253 E 253° — 512 096 003 253: 
3 7 NS 7 3.128.1207/ "(8.128.120 — 2.263) ^ 768 144 384 * 768 144 380° " 
etc. 
x 3 : 1 ; à 
Quoniam vero jam 4, era = = 3. i sit, erit 


u, fere = = ee ae 
3 . 1063 ” 81 °000000'000000°000000 





1 
aut u, propre = 1-708» 


: 2 LA Yn En P, 1 SE ; 
ideoque u, fere = ny eg gr: quare cum radicis huic va- 
lori ipsius u, competentis correctio relativa sit y,—1= 7—+— seu fere 


= 4,, si vel v, omittitur, habebitur radix cubica (Vv 2) accurata ad locum 


DUE decimalem, Ex valoribus modo calculatis obtinentur 
pen cw _ 197 Ae) 768 144 131 
dE eo ud rui 7,196? (= 198 —2/? Je 7698143 878 
5 127 768 144131 d 2 
ideoque 1.y.y.y, seu V2 1. . ps jg 143358 ^d locum XX™ deci- 


malem accurato. Si vero ex valore ipsius u, modo exhibito praeterea 


computatur y; — =, habebitur Y 2zm1.y.y,.y;.y3, ad locum LVI 


etc. 





accurata. 
Ex. 2. Sit a—4, x=1, eritque u — 1, u,=; seu fere = 


T EXT : 94 
0,05, ideoque 4, — circiter $.(0,05)' = 10°? unde jam operationis conver- 


2 


gentia elucet; et obtinetur 74 RSR sig vt ; 
: : —! — 13 
Ex. 3. Sit a=5, x —2; eritque U— ——, U,— i45 (fere = 
à INEO TERES 
— 0,0025) ideoque —v,— (5 gi * $1715 
Y SE a ... ultra VE locos decimales accurata habetur, quam- 


1 4 
seu fere — 5, quare jam 


quam dads tantum factores corrigentes (y et y.) calcnlati sunt et numerus 
datus a = 5 difficillimo a — 4,5 satis accedit. Si enim factoris ope 10°” 
numerum 4 inter 1 et 1000 includeris et cubum proximum integrum ele- 
geris, in unoquoque alio casu u jam ab initio minor erit, indeque operatio 
tanto convergentior. 

Vides igitur hoc modo et simplicissime ef celerrime ad radicem 
eubicam appropiuquari posse. Simile quid ad radices omnis generis obti- 


neri potest. A 
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24. 
Einige geometrische Sätze. 


(Von dem Kônigl. Pr. Lieutenant Herrn Gerwien zu Berlin. ) 





I. Umkehrung des Ptolomäischen Lehrsatzes. 


1. Lenhrsatz. Nimmt man in einer Kreislinie um O (Taf. IV. 
Fig. 1.) drei Puncte 4, B, C an, und construirt die drei Kreis- 
órter um H, I und X, welche sich mittelst des Verhältnisses 
der Entfernungen je zwei der Puncte 4, B und € von einem 
vierten in der Kreislinie um © angenommenen Punct D be- 
stimmen, so berühren sich alle drei Kreisórter in diesem 
vierten Punct D, und ihre Centrale HiX bildet eine gleich- 
falls zu diesem Punct D gehórende Tangente für den Kreis 
um 0. 

Construction. Halbire die von D mit 4, B und C gebildeten 
Winkel ADB, BDC und ADC, verlängere die Halbirungslinien bis zu den 
Seiten des A ABC, und zeichne Winkel HDE — DEH, IDF— DFI, 
KDG = DGX, so bilden die um H, J und X mit HD, ID und XD be- 
schriebenen Kreislinien die in dem Lehrsatz näher bezeichneten Orter. 

Beweis. Zunächst ist darzuthun, dafs jede von den drei gezeich- 
neten Kreislinien die in dem Lehrsatz vorausgesetzten Eigenschaften hat, 
dafs also bei der Kreislinie um J z.B. für jeden beliebig in derselben an 
genommenen Punct X, XB:XC=DB:DC ist. Winkel ZFD oder FBD 
J- PDF ist = FDC-- CDI, und Winkel BDF = FDC construirt, folglich 
ergiebt sich durch Subtraction 25D = CDI, weshalb A BID ähnlich 
A ICD, also BI: ID = ID : IC, oder BI: IX — IX : IC sein muls. Daher 
ist auch A BIX ähnlich A CIX (Winkel CIX=BIX), und deshalb 
Winkel (XC = ZBX, Nun hat man aber zugleich ZFX, oder IBÄ+FXB 
== LXC--CXF; demnach ergiebt sich durch Subtraction BXF = FXC, also 
Xb:XC=FB:FC, und da Winkel BDF=FDC gezeichnet ist, auch 
DB:DC= FB:FC, woraus endlich XB:XC = DB: DC hervorgeht. 
Oerselbe Beweis palst für die Kreise um H und X, da beide in gleicher 
Art wie der Kreis um Z construirt sind; folglich haben die drei um Z, 
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H und X beschriebenen Kreise wirklich die in dem Lehrsatze vorausge- 
setzten Eigenschaften. Aus diesen ergiebt sich nun die eigentliche Be- 
hauptung folgendergestalt. 

Aus der Construction des Orts um 1 folgt, wie vorher gezeigt wurde, 
die Gleichheit der Winkel JDC und DBC; DC ist aber eine Sehne des 
Kreises um O, also bildet DZ für den Punct D eine zu demselben Kreise 
gehörende Tangente. Dasselbe ergiobt sich auch für die Orter um H und 
X aus der Gleiehheit von HD A mit BD, und von KDC mit DAC; folg- 
lich bilden die drei Linien HD, 4D und AD eine einzige, den Kreis um 
O iu D tangirende Linie, und es müssen sich auch, wie es in dem Lehr- 
satze behauptet wurde, alle drei Kreise um 7, H und K in demselben 
Puncte D berühren, da in diesem ihre Begegnung statt findet, und die alle 
dre: Mittelpuncte verbindende Linie HZK zugleich denselben Punct D 
durchläuft, 


Anmerkung. Ist zur Bestimmung des im Vorhergehenden wiederholt construir- 
ten Orts, z. B. um 1, kein Punct desselben gegeben, sondern kennt man nur 
das Verhältnifs DB: DC, und die Lage der zu den Linien desselben gehóren- 
den Endpuncte B und C, so kann inan sich einen solchen Punct D leicht ver- 
schaflen, iadem man über BC, mittelst der beiden gegebenen Verhalinifslinien, 
ein /A beschreibt, u. s. w. 


.2. Lehrsaiz. Wenn in einem Viereck das Rechteck 
aus den Diagonalen eben so grofs ist, als dieSumme der bei- 
den Rechtecke, von denen jedes durch ein Paar Gegensei- 
ten gebildet wird, so lüfst sich um das Viereck ein Kreis be- 
schreiben. 


Beweis. a, 5, c, d sollen die Seiten, p und 4 die Diogonalen 
des gegebenen Vierecks, und zwar so bezeichnen, dafs p.die Enden von 
a und 4, und 9 die von & und d verbindet. Zeichnet man aus den Li- 
nien 2, ), p des gegebenen Vierecks ein A ABC (Fig. 1.), und bestimmt 
L so iu p, daß bd==97X LC wird, so ergiebt sich, da ac 6d — p. 9 
oder = 9x AL + 9X LC vorausgesetzt ist, durch Subtraction, auch ac = 
9xAL. Es mufs also zugleich c:9 — 4L:a, und d:y=LC:b sein. 
Wird jetzt um das A ABC ein Kreis (um ©) beschrieben, und (uach der 
Anmerkung des Lehrsatzes 1.) ein Kreisort (um I) mit der Eigenschaft 
bestimmt, dafs sich die Entfernungen jedes Punctes desselben von C und 
B, z.B. DC: DB = AL:a, oder c:g verhalten; so ergiebt sich, wenn 
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man deu Schneidungspunet D beider Kreislinien mit 4, B und C verbindet, 
nach dem Ptolomüischen Lebrsatz ax CD--5 xi 4D= BD X AL+BD Xx LC. 
Nach der Construction des Orts um J ist aber DC: DB = AL: a, oder 
axDU=BD X AL; alse erhält man durch Subtraction 6X AD== BD x LC, 
eder 4D:BDe LC:5. Es war aber früber d:92=21C:à bestimmt; 
folglich ist zugleich DC: DB zze:9, und DA: DB = d:g. Construrt 
man daher einen zweiten Kreisort (um FJ) mit der Eigenschaft, dafs sich 
die Eutfernungen jedes Punctes desselben von 4 und B wie d:yg verhal- 
ten, so ergiebt sich die Lage des Punctes D zugleich in dem Ort um Z 
und ic dem Ort um EH. Hieraus folgt, wenn man das gegebene Viereck 
so auf das construirte ABCD legt, dafs das von den Seiten c, b, p be- 
stimmte Dreieck mit dem congruent gezeichneten A ABC zusammenfällt, 
der vierte Punct des gegebenen Vierecks sowohl in der Kreislinie um 7 
als in der Kreislinie um /7 zu liegen kommen mufs, da sich die Entfer- 
nungen dieses Puncts von C und B wie c:g und von 4 und B wie d:9 
verhalten. Beide Kreislinien haben aber nach dem in 1. bewiesenen Lehr- 
satze nur den Punct D gemein; folglich ist das gezeichnete Viereck 4BCD 
dem gegebenen congruent, und es mufs deshalb dieses wie jenes einem 
Kreise eingeschrieben sein. 


Il, Beweis eines von Herrn Steiner verallgemeinerten 
Lehrsatzes des Archimedes. Siehe Band III. S. 210. d. J. 


Lehrsatz. Es seien M,, M, (Fig. 2.) irgend zwei Kreise 
(deren Durchmesser 4B, CD), EF sei ihre Linie der gleichen 
Potenzen (siehe Bd. I. S. 165. d. J.), und M sei die Mitte ihrer 
grölsten Entfernung 4D von einander. Beschreibt man ir- 
gend einen Kreis M, d. h. GHI, und hierauf zwei andere 
Kreise 75, 7, so, dafs beide zugleich innerhalb oder aufser- 
halb des Kreises M liegen und ihn berühren, und dafs sie 
überdies die Gerade EF und respective die gegebenen Kreise 
M,, M, berühren, so sind die zwei Kreise m,, m, allemal ein- 
ander gleich. 

Beweis, 1. (S. Bd. I. S. 173. und 174. d. J.) " 
5 bildet den äufseren Ähnlichkeitspunct für die Linie M, 


G( EF und den Kreis um . . . DAP TN, v 
I M 


Der Panct 
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a, B. KL teifk 4: denn m,Ä und AE sind beide senkrecht FE, Bilden 
also die gleichen Winkel Xm, M, und AM, m, , weshalb auch K Lon; e M, L, 4 
ist, und folglich KL durch 4 läuft. 

2. (S. Bd. I, S. 175. 4. J.) 
EX AB à; (7 
DE X DC{ bildet die gemeinsehaftliche Potenz der YA, 


GIXGE{ Linie EF und des Kreises um . . . MW 
IG x IE M 


z. B. AEX 4B it = 4KX AL = (Tangente) 40°, da ABAL ähnlich 
A AEK ist. (BLA= KEA=R.) 

Da ferner EF die Linie der gleichen Potenzen für die Kreise um 
M, und M, ist (s. Bd. I. S. 165. d. Journ.), so mufs EM? — M,D' = 
EM, —M, A’ sein. Hieraus folgt, dafs auch 

(EM,-AM, D) (EM, —M, D) = (EM,+M, 4) (EM,—M, A), d.h 
3. EDXEC = EAXEB ist. 
Aus 2. folgt, wenn 77,0 mit r,, und m, N mit 7, bezeichnet wird, dafs 
rj == dm?—-AEXAB, und 


Das Rechteck 


Dm?—DEX DC ry, also auch 
Din~—DEX DC--r? = dmj— AEX BEB-i-r? sein mufs. Nun ist nach 5. 
DEX EC = AEXEB, folglich erhält man durch Subtr. 
Dm?—DE ria Am -AE# prj, oder, dar, und r, die Projec- 
tionen yon Em, und Em, auf 
DA sind, 


m, E’—2r, DE+-/=mE—2Ir, AE +r”, 
Zugleich folgt aus 2., daß 
ry = Im?—GIxIE, und 
Gm,—GIXxGE zy, also aueh 
Gm; —GIx GE +r? = Im?—GIxIE+r} sein mufs. Addirt man hiezu. 
EIXGE = GEXIE, so erhält man 
Gmj—GE! -br? = 1m; IE dr, oder, da r, und r, die Projectio- 
Mn ^ sl iux Dorn nen em Em, und Em, auf DA sind, 
m,E’— ?2r, EG+r?=m,E’—Wr,IE+r?. Nach 4. ist aber 
m,E'—2r,D E +-r? = m, E'—9r,4E--rj, demnach ergiebt sich durch Subtr. 
ww r, DE—2r, EG —2r, 4E —2r, IE, oder 
Rechteck r,(DE—EG) = r,( AE— 7E). 
DE—EG ist aber = AE—JE, denn ED--IE oder MD + MI muls 
= AE + EG oder 4M4+-MG sein, da M nach der Voraussetzung AD 
35 « 
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halbirt; folglich sind auch die Grundlinien r, und r, der zuletzt genannten 
Rechtecke einander gleich, was zu beweisen war. 





iIL Beweise der im III. Bande S. 209. und 210. d. J. Nr. 17. 
and 18. von Herrn Steiner aufgestellten Lehrsütze. 


Lehrsatz 17. Sind 4, B, C diejenigen drei Kre’se, von 
denen jeder eine Seite eines gegebenen Dreiecks, und die 
Verlüngerung der beiden übrigen (Seiten) berührt, uud man 
beschreibt drei andere Kreise a, b, c 80, dafs jeder zwei der 
drei ersten üufserlich und den dritten innerlich (einschlie- 
fsend) berührt, so schneiden die drei letzteren einander in 
einem bestimmten Puncte, und die Geraden, welche diesen 
Punct mit den Mittelpuncten der Kreise a, 5, c verbinden, 
sind respective zu den Seiten des Dreiecks senkrecht. 

Beweis. Fällt man aus dem Puncte P der gleichen Potenzen der 
Kreise 4, B, C (siehe Bd. I. S. 166. d. J.) Perpendikel p, p/, p auf die _ 
Seiten /, //, 2” des gegebenen Dreiecks, verlängert dieselben so um die 
Stücke v, v', v", dafs sich die Rechtecke p(p+v), p’(p’+v‘), p'"(p"--v") 
eben so grofs als die zu P gehórende Potenz ergeben, und beschreibt um 
die Mitten von p 4- v, p'-- v', p^-4- v" Kreise a, 5, c mit den Hälften der 
zuletzt genannten Linien, so bildet P zugleich den Ähnlichkeitspunet so- 
wohl für / und e, als für // und 4, und für /" und c. (Siehe Band I. 
S.170. d. J.) Da nun die gemeinschaftliche Potenz für / und a in Be- 
zug auf P nach der Construction eben so grofs ist, als die Potenzen von 
A, B und C in Bezug auf P, zwei dieser Kreise aber / auf der einen 
und der dritte auf der andern Seite berühren, so folgt daraus, daís a die 
Kreise 4, D, C ungleichartig berührt. Dasselbe ergiebt sich auf gleichem 
Wege für die Kreise 6 und c; demnach zeigt sich, wenn man noch die 
Construction der Kreise a, 5 und c berücksichtigt, dafs wirklich. sämmt- 
liche Behauptungen des aufgestellten Lehrsatzes Statt finden. 


Zum Beweise des Lehrsatzes 18. S. 210. d. J. sind die folgenden 
Vörbereitungen erforderlich. 

i, Die Potenz einer Kugel in Bezug auf einen Punct, 
und umgekehrt, soll (im Folgenden) das unveränderliche Rechteck hei- 
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fsen, welches jede aus diesem Puncte nach der Kugel führende Secante 
mit ihrem äußeren Abschnitte bildet. 

2. Die Potenz einer Kugel in Bezug auf einen Punct ist dem Qua- 
drate jeder aus dem Puncte nach der Kugel führenden Tangente gleich. 

3. Verbreitet man die Central-Ebene MM,M,, dreier Kugeln, de- 
ren Radien r, r‘, r sind, so bestimmen sich in jeder Ebene 3 Kreise. 
Der in dem Puncte P der gleichen Potenzen dieser Kreise auf die Ebene 
MU M' M" errichtete Perpendikel PX bildet einen Ort für alle Puncte, de- 
ren Potenzen in Bezug auf die 3 Kugeln gleiche Gröfse haben. Dieser 
Ort soll die Linie der gleichen Potenzen für die 3 Kugeln um 
M, M,, M,, heilsen. 

: Beweis. Nach der Construction ist 


PM’—r’ = PM ’—r/ = PM ?—r,,”, also auch 
PM+-PX’—r = PM}’+PX’—r?= PM, ?+-PX’—r,?, oder 
MX—r = M, Xr) = M,,X°—7r,), 


welche Differenzen mit den Quadraten der aus X nach den 3 Kugeln füh- 
renden Tangenten gleiche Grilse haben. 

4. Die vier Linien der gleichen Potenzen, welche durch vier Ku- 
geln nach 3. bestimmt werden, schneiden sich in einem Punct. Im Fol- 
genden soll derselbe der zu vier Kugeln gehórende Punct der 
gleichen Potenzen genannt werden. 

Beweis. Zieht man die zur Construction der 4 Puncte der glei- 
chen Kreis-Potenzen in den 4 Central- Ebenen erforderlichen Linien der 
gleichen Potenzen, so bilden je zwei die Schenkel des Neigungswinkels 
von 2 der genannten Ebenen, da sie, von denselben 2 Kreisen bestimmt, 
anch von demselben Puncte der beiden Ebenen gemeinschaftlichen Centrale 
winkelrecht auslaufen. Nun liegen aber je zwei Linien der Kugelpoten- 
zen mit einem solchen Neigungswinkel in derselben Ebene, da beide auf 
den Centrai- Ebenen senkrecht stehen etc.; folglich müssen sich wirklich 
alle 4 Linien der Kugel-Potenzen in demselben Puncte durchschneiden. 

5. Liegt eine Kugel A und eine Ebene E im Raume fest, so las- 
sen sich stets in X zwei Puncte 4 und 4 von der Eigenschaft bestim- 
men, dafs jedes Rechteck, welches eine Linie zwischen .4 und einem be- 
liebig in £ gewählten Puncte X mit der in diese Linie fallenden Sehne 4Y 
bildet, dieselbe Grifse hat. Ein solcher Punct soil im Folgenden der 
Ähnlichkeitspunet der Ebene und der Kugel, und das zugehö- 
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rise Rechteck die gemeinschaftliche Potenz der Ebene und 
der Kugel heilsen. 

Construction und Beweis. Wegen des Folgenden wollen wir 
setzen, dafs E and & sich schneiden. Construirt man einen den Mittel- 
punct M vou X dureklaufenden Perpendikel auf £, so ergeben sich in X 
zwei Durchschnittspunete 4 und 4’. Dies sind die beiden Ahalichkeits- 
puucte, und ihre Entfernungen von E mit dem Kugel-Durchmesser bilden 
die gemeinschaftliche Poteuz für E und K: denn AX bildet mit dem auf 
E gefüllten Perpendikel ein rechtwiukliges Dreieck, die Sehne 4Y erzeugt 
mit dem Kugeldurchmesser gleichfalls ein rechtwinkliges Dreieck, und 
beide Dreiecke haben einen Winkel gemein; folglich muís die Behauptung 
Statt finden. 7 

6. Wenn die gemeinschaftliche Potenz einer Ebene E und einer 
Kugel X eben so grols ist, als die Potenz einer zweiten Kugel k in Be- 
zug auf den Ähnlichkeitspunet für E und X, k aber E berührt, so mufs 
k auch Á berühren. 

Beweis. Construirt man nach 5. den Ähnlichkeitspunet 4 für E 
und A, und verlängert die Verbindungslinie zwiechea 4 und dem zu E 
uud 4 gehörenden Beruhrungspuncte X, bis eine von beiden Kugeln in Y 
geschnitten wird, so muls dieser Punct nach 1. und 5. zugleich in X und 
E liegen, da nach der Voraussetzung die Potenz von k in Bezug auf A 
eben so grofs ist, als die gemeiaschaftliche Potenz für £ und K. Hieraus 
folgt, wenn man Y mit dem Endpuacto 4’ des 4 durchlaufenden Diame- 
ters von X, und X mit dem Schneidungspuncte € jenes Durchmessers in E 
verbindet, dafs À 4Y 4‘ ähnlich À AXC ist, also Winkel 4 Y.4' == Winkel 
AUX sein muls, folglich Y4' den Endpunct des X treffenden Diameters 
der Kugel k durchläuft. Die Durchmesser beider Kugeln sind aber parallel, 
nach der Voraussetzung; demnach wird die Y und den Mittelpunct von K 
durchlaufende Linie auch den Mittelpunct von X treffem, woraus hervor- 
geht, dais sich beide Kugeln in Y berühren. 

Mittelst dieser 6 Sütze ergiebt sich der Beweis des Lehrsatzes 18, 
Bd. UI. S. 210. d. J., analog mit dem bereits entwickelten Beweise des _ 
Lehrsatzes 17., folgendergestalt. | 

Lehrsatz 18. Sind 4, 2, C, D diejenigen vier Kugeln, 
von denen jede eine Seitenflüche einer gegebenen dreisei- 
tigen Pyramide und die Verlüngerungen der drei übrigen 
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berührt, und man beschreibt vier andere Kugeln a, 5, c, d so, 
dafs jede drei der vier ersten äufserlich und dic vierte in- 
nerlich berührt: so schneiden die vier letzteren einander 
in einem bestimmten Punct, und die Geraden, welche die- 
sen Punct mit den Mittelpuneten der vier Kugeln o, 4, c d 
verbinden, sind respective zu den Seitenflächen der Pyra- 
mide senkrechi. 

Beweis. Fällt man aus dem Punote P der gleichen lotenzen der 
Kugeln 4, B, C, D (siehe 4.) Perpendikel p, p', p', p' auf die Seiten- 
flächen E, E', E", E' der gegebenen Pyramide, und verlängert dieselben 
so um die Stücke v, v', v", v'", dafs sich die Rechteche p(p-+ v), 
p! (p! v^, p"(p v^), pp + vw”) eben so groís als die zu P ge- 
hörende Kugel- Potenz ergeben, und beschreibt um die Mitten von p--v, 
p! A v, p" A- v", p" + v" Kugeln a, b, c, d mit den Hälften der zuletzt 
genannten Linien: so bildet P (siehe 5.) zugleich den Ähnlichkeitspunet 
sowohl für E und a, ais auch für £’ und 5, ferner für FE” und c, und 
endlich für E’’ und d. Da nun die gemeinschaftliche Potenz für E und 
a in Bezug auf P (siehe 5.), nach der Construction, eben so grois ist, als 
die Potenzen von 4, D, C und D in Bezug auf P, drei dieser Kugeln 
aber E auf der einen und die vierte auf der anderen Seite berühren; so 
folgt daraus (siehe 6.), dafs a die Kugeln 4, B, C, D ungleichartig be- 
rührt. Dasselbe ergiebt sich auf gleichem Wege für die Kugeln 4, ¢ und 
d; demnach zeigt sich, wenn man noch die Construction der Kugeln 
a, b, c und d berücksichtigt, dafs wirklich sümmtliche Behauptungen des 

aufgestellten Lehrsatzes statt finden. 


Schliefslich ist noch anzuführen, dafs sich die vorher abgehandel- 
ten Haupt- Lehrsätze (17. und 18.) bei Dreiecken und Pyramiden wieder- 
holt ergeben, wenn man nicht allein die Kreise am Dreieck und die Ku- 
. geln an der Pyramide, sondern auch den Kreis im Dreieck und die Ku- 
gel in der Pyramide mit unter die Voraussetzungen aufnimmt. 





t 
an 


272 


S,..,, sur la valeur de 0°. 


23. 


Sur la valeur de 0°. 





Das un memoire sur les fonctions discontinues, que Mr. Libri a fait 
insérer dans ce journal (T. X. cah. 4.), il fait usage de l'expression 0”, 
dont il considère la valeur comme étant fonjours égale à l'unité. C'est 
aussi l'opinion presque unanime de tous les géomètres, dont les ouvrages 
sont à ma portée. Pourtant il me semble que les divers raisonnemens 
quon a employés pour démontrer cette égalité reposent sur la générali- 
sation non permise d'un cas particulier, et que, s'ils étoient bien fondés, 
on devoit aussi soutenir, que la valeur de 2 est toujours égale à l'unité. 
Par exemple, Euler dans son Traité d’aigebre SE 1. $. 175.) argu- 
mente comme i! suit: parcequ'on a 
e: 0 


— zm oq i 


a 
id suit que o^ est toujours égal à l'unité, soit que le nombre « soit grand 
ou petit, et même si @ est égal à zéro, de manière que la valeur de 0° 
est certainement égale à l'unité. 


Mais pourquoi ne pas dire encore: parce- 
qu'on a toujours 


a 
— == À 
a 


sans que cette égalité dépende de la valeur du nombre «, elle subsistera 
encore si l'on a 


mac 0, 
c'est-à-dire qu'on aura toujours 
0 
7 1 


Il en est de méme avec la démonstration de Mascheroni que Mr. Libri 
a citée. Car n'en suit-il pas également que, parcequ'on a 
(a -—« Mg 
2 1, 
(a — a)" 
on à aussi 
a = 1? 
0 


La démonstration de Mr. Libri me parait encore sujette aux 


mêmes objections. En eilet, personne ne contestera que la valeur de 
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x = a . , , Saf 
l'expression — est toujours égale à l'unité, au cas même qu'on suppose 


a — 0, alors la valeur de 0° comme celle de 2 est égale à l'unité. Mais 
comme il n'en suit pas que Ja valeur de 2 seit toujours égale à l'unité, 
de méme on n'en doit pas conclure qu'on a toujours 
ip SS | 

Pour prouver cette égalité il faudroit démontrer que la valeur de [f(e)}"? 
est toujours égale à l'unité, si l'on a deux fonctions f(x), F(y) qui se 
changent en zéro, pour les valeurs =a, y — b, ce qu'on n’a pas fait 
jusqu'à présent. 

Selon mon avis l'expression O^ n'est autre chose que lexpression 
0'.0-!, et comme cette dernière expression qui est égale à 0.oo — 2, 
peut avoir toutes les valeurs comprises entre — co et oc, de même l'ex- 
pression 0° peut avoir toutes ces valeurs. Mr. Cauchy est le seul auteur 
où j'ai trouvé la même opinion. Dans le Résumé des leçons données à 
l'école polyt. sur le calc, infinit. pag. 25. il dit: ,,H arrive souvent que 


. oo 
cette forme (2) se tronve remplacée par l'une des suivantes = oo, 0° etc.” 


Dans un ouvrage antérieur du même auteur (Cours d'Analyse 1" part, 
pag. 69.) on trouve la formule 

Heo c (Ov co), | 
c'est-à-dire que O° peut seulement avoir toutes les valeurs comprises 
entre O et oo, mais cela nous parait être moins exact. Peut-être Mr. Libri 
aura-t-il la bonté de nous donner quelques éclaircissemens sur cet objet 
par la voie de ce journal. 


Le 20. Juillet 1833. S 


Crelles Journal d. M. Bd. XI. Hft.3. 36 
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26. 


Über die Taylorsche Reihe; nebst einer Anwendung 
auf die Zerlegung der algebraischen Brüche. 


(Von Herm Dr. Schellbach zu Berlin. ) 


Hs sei 
Lo wy 


wo y und + Funetionen von x sind, so ist, wenn man nach z differenziirt, 





er 8 
te = 4 
9 OY ated z 
"ett - ~~ Qu? 


2. y AE: 
33-3 +052 = Ox? 


ont O"z 
net ood TM p 
Die successive Substitution der Werthe von y, 2 : Lr see. BUS 
diesen Gleichungen in (1.) giebt 
rd: x æ3  Q*z 
PR ED or UE = iau 1050: es 
P. +1 n 
+ (— D Gt +1)” pi = + (— ger PT, 
wo wir uns der Bezeichnung des Herausgebers d. J. bedient haben, welcher 
4. u(u-d-a)yu-4-2aj(u-4-3a)....(2 -- (a —1)o) = (u, tay 
setzt. (S. Band VII. Heft 3. dieses Journals.) Hiernach ist also 
(1,41) == 1.2.3.4. 000% 
Als Anwendung der Reihe (3.) nehmen wir an 
5. f(z4-4) —f(a 4-4) = (z—e)y, 
wo f(r--AÀ) kein a enthalten soll, y eine Function von x, c, A ist, und 
auch den Factor (z—-0) in irgend einer positiven Potenz enthalten kann. 
Vergleicht man diese Ausdrücke mit (1.), indem man y dem y, x—a 
dem x und /(x--4)— f(a--4) dem = gleichstellt, und differenzürt nach 
a, so verwandelt sich (3.) in 
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(ea) Of(ath) , (w—a)’ 2’ f(a«-F) (za)? orf cue 
6. f(x) — f(ath) =‘ (1,4 +1) Sa Topp +1) Es TL +1)? +. 
(æ—a) O"f(ath) , (aa)! O^ (£ (eh) —f(ath) 
CT D 4i» a an (40 dar À x a my, 
Dies ist die Taylorsche Reihe in ihrer anwendbarsten Form, Um nur 
ein Beispiel davon zu geben, so setzen wir 4==0, schreiben n——1 statt 
n und a die ganze Reihe durch (x — re)”; dann entsteht 
fx. i ofa i 9" fa i O' fa 
7 Gra = fataciyaaya 3a DID dat paar dot 
1 La PE asia fi ou (REY, 
FH Ga) gai TG, HIT da! aa 








Soll jetzt der Bruch X T in welchem (x und Fx algebraische ra- 


tionale Functionen von x sind, in Partialbrüche zerlegt werden, und man 
hat lx(x—a) ax, so kann man setzen: 
PE desee PT en ho se tn ds ES 
& Fr (æ—aÿ wo trete fees TE "RETE 
Die Vergleichung dieser Reihe mit (7.) ergiebt auf der As. dah 
irgend ein Zähler 4, dieser Partialbriiche ausgedrückt wird durch 


| es 
9 fr = rip de ee). 

E : 2x-— 
s sei z. B * GE = FES 


2x —3 
ci kg cupere 2 Re DS 


Für »--—1 erhält man hieraus nach (9.) sogleich die 3 Zähler 
5 1 1 
À DEN RE 07 
welche zu den 3 entsprechenden Nennern 
+1), (+1), (+i) 
- gebüren. Der vierte, zum Nenner.v —2 gehörige Zähler findet sich eben 
so gleich 45, daher ist 
ECT E FE pen ie Ma deer c hs 
(x4-1)(x—2)  3(x4-1)  O(rJ-)  27(x4-1) ' 27(x—2) 
In solchen und ähnlichen Fällen möchte vielleicht kein anderes Ver- 
fahren so schnell zum Ziele führen, 
Die höhern Differenziale eines zweiseitigen Products lassen sich be- 
kauntlich binomisch entwickeln; es ist nemlich 


zu zerlegen. Wir setzen 





DU ne 
— (»x—2y* 


10 
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10. à". ya? 5) ara y+ (Bo 5) ety + (FS 1) man Ye Oo Ly. 


Lii 
Setzt man hier =), und y — Ya, so kommt: 


Ur) em oet rp) nn nee rt mm 
Diese Reihe geht mit Rücksicht auf (9.) über in 

12. 0,92 = A, 0" wat (n,-1)4, 077! wat (n,-1)* 4, 0 wa + (n,-1)4, 0 3a 4... - (n; - 1 Ista. 
Durch diese Formel lassen sich die spätern Zähler aus den schon berech- 
neten frübern finden. Sie liefert die bekannten Gleichungen: 








11. Cpa — F 





Qa = A, da, 
0Qa = Ayÿ0da+ Ava, 
Cha = Adya+rr2A dfa+24, da, 
Pha = 4,0:a--3.,0ba--6.4,94a-4- 6 4, a, 


deren allgemeines Gesetz aber gewöhnlich nicht dargelegt wird. 
Berlin, im Juli 1833. 
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21. 


Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung. 


(Fortsetzung des Aufsatzes No. 1. im ersten, No. 10. im zweiten, No. 18. im dritten, No. 30. im 
vierten Hefte X. Bandes, No. 4. im ersten und No, 12. im zweiten Hefte dieses Bandes.) 


(Von dem Herrn Dr, Stern, zu Göttingen.) 


95. 


La grange hat ein Mittel angegeben, die Theilnenner &,, 7.,, u. S. w. 
von einer gewissen Grenze an zu finden, ohne dafs man die #urzeln der 
entsprechenden Gleichungen 
Q(x,)—0, x(x,4)-720 u.s. We 

zu suchen braucht. Hin soiches Mittel war bei seiner Methode um so 
nothwendiger, weil das Aufsuchen der Wurzeln gerade der schwierigste 
Theil derselben ist. Bei unserer Methode ist das Bedürfnifs desselben 
freilich weniger fühlbar, aber es kann doch mit grofsem Nutzen angewandt 
werden, weil man durch dasselbe, je weiter man in der Rechnung fort- 
geht, auch desto mehr Theilnenner durch eine einzige Operation erhält, 
ohne die Wurzeln der diesen Theilnennern entsprecherden Gleichungen 
suchen zu müssen. 


Diese Verbesserung Lagrange's besteht, genau beirachtet, in nichts 
Anderem, als in der Verbindung der Neutonschen Anniiherungsmethode 
mit dem Gebrauche der Kettenbrüche, und leidet an derselben Unvoll- 
kommenheit, wie diese. Bekanntlich besteht das Wesentliche der Nenton- 
scben Methode in Folgendem. Kennt man schon einen Näberuagswerth p 
der Wurzel einer Gleichung f(x) — 0, so setzt man x = p-]- w, wodurch 
man nach dem Taylorschen Lehrsatze die Gleichung 


Of (p) 8" f (p) 
f Ds. die t E à C AN NE UAR 2 : 
fo Jp to + et 
erhält, und wenn man die Glieder, in welchen höhere Potenzen von w 
vorkommen, vernachlässigt, so hat man 
AND ae ee A d ki 

f(p) + an w=0, oder 9 = — FIN 

woraus man den neuen Nüherungswerth 
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erhält. Auf ähnliche Weise kann man verfahren, wenn man m itHülfe 
der Kettenbrüche schon einen Näherungswerth gefunden hat, um einen 
oder mehrere der folgenden zu finden. Man nehme an, es sei die Glei- 
chung f(x)= 4a” + Aa +. 4, — 0 gegeben, und man habe 
den Näherungswerth 

s=F(le+i:, +1: 2 +) = | 
gefunden, der wahre Werth sei x 

x = F(a +1: +1: +....+1: a, 1-1: 2), 
so sind die Größen 

Midas nbus Br 


€, , En--ı J] "17 0,, On q 
zwei auf einander folgende Näherungswerthe von », und Er wahre Werth ist 


= ITS Tune) ee 


QB ee — 
Ze d, , Ans 5 Gi Ze eye 


oder 
1, = C4 (py sog (x en $ 

M —m 

g 
Nach der Neutonschen Methode findet man aber, wenn man « = Fr + 
setzt, den Näherungswerih | | 
| (P\.a(P 
M nous 710. 

of (2) 


Substituirt man nun diesen Werth statt = in (1.), so hat man 


P3 








*» 


grt Geto "Up 


CLO) 


Dieser Werth von + kann noch auf andere Weise en werden. 
Substituirt man nemlich in der Gleichung f(x) == 0, statt x den Werth 
"pp 


RATE so erhält man, nach gehdriger Reduction, eine neue Gleichung 
Bz” + B, .....B, = 0, 


deren Coeifictenten mit denen der Gleichung x (x,,,) — 0 nothwendig 
identisch sind. Man findet aber 


(5$ Be Apr Ay pg Ae pr oe tp Ang 
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4, Bi=m. A. pi p + (m-—41).4, p^. qe p 0m —2) App. 9. poe. 7 
eme d po7 +2 dy. gn 9 PH App pt. A 
Hieraus folgt 


mBq —B,. g e (py — p° 9) [mAp™*-+-(m-—-1).A, 0". 94-0122) 45. pP" Pt]; 
es ist aber 
p 
ar?) — MA PT He (an À) LP". Abuse pr 
P),PY 4, p" 6g 
(25) E ARS 
u eno Jar e m$ 7. 0).9 

folglich RE 


E cau e m 
SEE n 07 Zz 


Dies ist die Lagrangesche (Legendresche) Formel. Verwandelt man 
den Werth von z in einen Kettenbruch, so findet man hierdurch einen 
oder mehrere der auf c, folgenden Theilnenner. 

Das Neutonsche und das darauf gegründete Lagrangesche Ver- 
fahren haben die Unvollkommenheit, dafs man Glieder vernachlässigt, 
deren Werth und Einfluß auf das Resultat man uicht kennt, und dieser 
Umstand ist bekanntlich gerade die Ursache, weswegen Lagrange die Neu- 
tonsche Methode als unbrauchbar verworfen hat *). Freilich hot Lagrange 
Mittel angegeben, wodurch man eine Grenze der vernachlissigsten Grófse 
bestimmen kann. Immer aber bleibt man darüber in Ungewifsheit, wie 
. viel Theilnenner des Kettenbruchs, der den Werth von z angiebt, auch 
dem wahren Werth angehóren, Das Lagrangesche Verfahren ist aber, 
eben so wie das Neutonsche, einer weiteren Ausbildung fähig. Hier- 
zu braucht man nur zwei Grenzen zu finden, zwischen welchen jedes- 
mal z eingeschlossen ist; entwickelt man die Werthe dieser Grenzen in 
Kettenbrüche, so gehören die ersten Theilnenner, die beiden gemeinchaft- 
lich sind, nothwendig dem wahren Werthe von z an Zur Auffindung 
dieser Grenzen fübreu folgende Betrachtungen. 

| 54. 

Die Untersuchungen über dic Realität der Wurzeln der Gleichung 
fix)=0 müssen uns, nach den früheren Erörterungen, wenn wirklich 
. reelle Wurzeln vorhanden sind, jedesmal zu einer Gleichung P(a,) = 0 


*) Resol. des équat. num. Note V. 
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führen, die so beschaffen ist, dafs innerhalb der Grenzen a, und o,--1 
nur Eine reelle Wurzel derselben liegt, wenn die Wurzeln nicht schon 
in der Gleichung f(x) =0 selbst getrennt sind. Entwickelt man dann 


er 4 Li 
die neue Gleichung x (x,,,) = 0, indem man x, = 48, + eu: setzt, so muls 


diese letztere Gleichung eine und nur eine reelle Wurzel haben, die >t 
ist; ist diese Wurzel zwischen den Grenzen 2,,, uud c,,,-]-1 enthalten, 
so mufs die Zeichenreihe [2,,,-1- 1] nur positive Zeichen enthalten, weil 
zwischen @,4,-+ i und oo keine Wurzel liegt: dagegen muß in der Zei- 
chenreihe [e,,.] ein und nur ein Zeichenwechsel vorkommen. Eben so 
wird die Nera Gleichung (xs) — 0, die durch die Substitution 2,4, = 


Qaa + z- entsteht, eine und nur eine reelle Wurzel haben, die 71 ist, 


und wenn diese zwischen den Grenzen o,,, und 2,141 eingeschlossen 
ist, so mufs wieder [c,,.--1] nur positive Zeichen, [c,,.] einen Zeichen- 
wechsel enthalten, u. s. w. fort. Man wird aber nothwendig an 
eine Gleichung PCS di 


kommen, deren einzige reelle Wurzel zwischen den Grenzen Gr und 
0,4, +1 eingeschlossen ist, und die so beschaffen ist, dafs die Zei- 
chenreihen nur in Hinsicht auf das letzte Zeichen verschie- 
den sind, so dafs man 


[aus] =... tr+— 

[c pe Lt 
hat. Die Gleichung x (&,.,)=0 ist nemlich, wie gesagt, so beschaffen, 
dafs sich in der Zeichenreibe [4,,,] nur ein negatives Zeichen befindet, 
dem ein positives Zeichen folgt oder vorausgeht; entspricht nun dieses nega- 


. ) id 0’ 7-1 . e. 
tive Zeichen z. B. der Function o ee) » 80 folgt hieraus, dafs die aus 
nn 


den dieser Function vorhergehenden Functionen gebildeten Gleichungen 
On y (neta) py OEY o 
“Fart nts ae) Ea? = 0 usw. 
zwischen den Grenzen 2,4, und @,,, +1 keine Wurzel Mr weil beide 


Zeichenreihen, wenn man sie nur bis zu diesen Functionen entwickelt, 
nur positive Zeichen enthalten. Dagepen werden die Gleichungen 


Sy ” ( cr p > y (ac 1 
CA Den) u) = 0; (Pat) ZI ce oe Ox (ents) — 0, 


zu m Zi j 
CX 9: z C Xii 
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eben so wie x(x,u) = 0 zwischen den Grenzen e,,, und a, ++1 eiue 
Wurzel haben. Es könnte nun sein, dafs die Gleichung x(x,,,) — 0 mit 
einer oder mehreren der übrigen Gleichungen eine gemeinschaftliche Wur- 


2 LM O"Y (a) La + > anti =. 
zel hätte, so dafs z.B. x (a) — 0, A = O und Bf wäre; 


abstrahiren aber von diesem Falle, weil eine solche Wurzel bekanntlich 
leicht entdeckt werden kann, indem man den gemeinschaftlichen Factor 


O" y (x : , 
n sucht. Setzen wir daher voraus, dals der Werth 





wir 


von x(x) und 


der Wurzel der Gleichung %(x,4;) = 0 von den Werthen der Wur- 
zeln der übrigen Gleichungen verschieden ist, so ist klar, dafs man 
diesen Werth zwischen Grenzen o, D einschliefsen kann, zwischen wel- 
chen keine der Wurzeln der übrigen Gleichungen liegt. Substituirt man 
daher statt @,,, und a,,, +1 die engeren Grenzen & und Q, so müssen 
diese so beschaffen sein, dafs die Zeichenreihen [o] und [2] nur in Hin- 
sicht auf das letzte Zeichen verschieden sind. Die Entwickelung der 
Wurzeln durch Kettenbrüche besteht aber gerade darin, dafs man statt 
der gefundenen Grenzen a,,, und @,,, + 1 nicht unmittelbar engere Gren- 
zen a, ß setzt, sondern allmählig die Substitutionen x,,, = @,4, + = 
Bian = 0,45 + = u.s. w. macht. Ist man nun in der Entwickelung so 


weit gekommen, dals man 
& = Fay + Li Orgs Hosse + Lt us) 
pour rs LE DE ue AE à 
hat, so muls die Gleichung F(x,:,) — 0, deren reelle Wurzeln zwischen 
den Grenzen «@,;. und a,ı, +1 liegen, so beschaffen sein, dafs die Zeichen- 
reihen [e,;,] und [e,,- +1] nur in Hinsicht auf das letzte Zeichen ver- 
schieden sind, so dals dieses in [a,,,] negativ, in [@.+, +1] positiv ist, 
d. b., dafs die Gleichungen 
Lee m en) =O u.s. W. 
zwischen den Grenzen a,,, und a,,,--1 keine Wurzel haben. Denn 
hätte z.B. die Gleichung 
zwischen diesen Grenzen eine Wurzel, so mülste auch die Gleichung, die 
dieser vorausgeht, 
Creile’s Journal d. M. Bd. XI. Hit. 2. 37 
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OF lan) — 0 
CE : 
zwischen den Grenzen ETC LM -- A und Dre + ST eine Wurzel ha- 
ben, da ja 24,1 = On gesetzt worden ist. Aus demselben 
Grunde mülste die Wurzel der are i ee = == 0 zwischen 
Up em : Ten und @,4,_. ds — liegen, und würde man 
an + tng + 9 


diese Pres fortsetzen, so fünde man zuletzt, dafs die Wurzel der 


Gleichung — dapi. 


nt I 


Fan Ut Grae fee ee d- 1:04) & und 
Fa. + 1: Gas Fosse + mom. 
enthalten wäre, gegen die Voraussetzung. 
Sobald man aber an eine solche Gleichung F(r,,,) = 0 gekommen 
ist, bei der die Zeichenreihen nur in Absicht auf das letzte Zeichen ver- 
schieden sind, kann man die Rechnung ohne Aufsuchung der Wurzeln 


= 0 zwischen 


fortsetzen. 
95. 


Substituirt man nemlich statt »,,, die Werthe 
l. Fa +1: tes. +1:0,4) 
2. F(a,u-d- Ui ery, d... dius +O, 
zwischen welchen der wahre Werth von x,:; liegt, so werden, nach dem 
Vorbergehenden, die diesen Werthen entsprechenden Zeichenreihen nur in 
Hinsicht auf das letzte Zeichen verschieden sein, weil die Gleichungen 


Eu 0° Y (En) 
Ox! Ed EACH O u. s. w. 
Hera 


Cx X 5-1 
zwischen diesen Grenzen keine Wurzeln haben kónnen, da die Gleichungen 


OF (xa o? F(a 
oF mr} —— 9, OE en 
ea nt € Kur 
keine Wurzeln zwischen den Grenzen c,,. und @,,,+1 haben. Man be- 


zeichne denjenigen der Werthe (1.) und (2.), der grófser als «,,, ist, durch 


dy denjenigen, der kleiner ist, durch rt (und zwar wird der Werth (1.) 





grülser oder kleiner als x,., sein, je nachdem die Anzahl der Theilnenner 
gerade oder ungerade ist). Ferner setze man 
© 


Fa. 1s nya feces + 1:04, 1) — "E 
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und es sei der wahre Werth von 2,4, 

Lupe = Flo, + 1:0, ++... +1: 0, +1:2)}, 

% = Fan 41:645 +... +1:(a,, 4-1) — 1:2). 
Nimmt man nun an, dafs der Werth (1.) kleiner als x,,,, also = a ist, 
so hat man 


Cp og ay dia wd 
teak Dae pes a 
und ferner 
ek, Po ps 
4. ux egi zg) — q° 


Man kann aber, vermöge eines bekannten Theorems, den Werth 
von x,,, noch auf andere Weise andeuten, Hat man nemlich eine Func- 
tion x; (x-]-y), so kann diese auf folgende Weise entwickelt werden: 


, ; Oy (u 
x (x doy) = x(a) $y. 20, 


82%) , 5? (0 
x (x + y) = x (x) + y 24, SAR»), 


. Ld e . * . . e * . e e * « e 


wo u eine Grölse bedeutet, die zwischen x und x-+y liegt, die aber in 











jeder Gleichung einen anderen Werth hat. Setzt man daher x,,, = = + w, 
so hat man 

x (Lng) = X ME ar ws) = 0, 
oder 





P) oy(u) _ 
ai ar Cu 7 
P 


wo u eine zwischen en und = + und daher auch zwischen P und e 


liegende Zahl bedeutet, also 
TE 
«C) 





: 1 
éz(4) er 


Da aber sowohl — 17 als auch pid 
e(£) e(E) 
q q 


j . . . 7 . ) 
auch d eine solche sein, da ja nach der Voraussetzung zwischen 5 
u à 


positive Grófsen sind, so mufs 


*) Lagrange Traité des fonct. anal, art. 53. 


37 * 
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und P. "n - keine Wurzel der Gleichung Be) == 0 liegt, und zwar mufs 





Lu 
} ; \ ] » y* . . yip 7:471 : 
d grófser 2n 1- und kleiner als —-2.— sein, weil Zielen. ZWE 
: 8 (2) n (2) O Lids 
q q 


1 
schen den Grenzen = und = immer wachsen mufs, indem nach der Vor- 
rR d 
Guy (nti . LJ *. LET * . P 
aussetzung —27; — innerhalb dieser Grenzen immer positiv ist: X D da- 


n-+$1 


gegen ist nach der Voraussetzung negativ. Setzt man daher 


B 

ni 
ex ia 
2) 

so ist dieser Werth kleiner als der wahre Werth von 9, und man hat daher 


(CE) 


9. Lys > ms 


p'\ 
16) 
Setzt man Dr = m w, so findet man 
TER, (DI ix) een 
Yn xi) P: X C I w,) — Ar ee Wy, a ü — 0; 


+ 1 
wo u wieder eine zwischen A — tU, und 2 m oder eine zwischen P und P 
4 
4 Fi 
liegende Zahl bedeutet, und es ist er = am 
"du 


Bruches sind positive Grölsen. Setzt man daher 


90) 
ale) 


so ist dieser Werth kleiner als der wahre Werth von w,, und daher 
le). 
nel ig . 


e). 


Zübler und Nenner dieses 


Aus den Formeln (3.) und (5.) folgt 
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. 2 . « 
und hieraus findet man, da 20) negativ ist, 
Gs 





q? pua Sas » q° / 
T icu x ce = qd uut cR At 


CU SEI 


Aus den Formeln (4.) und (6.) folgt 


Y x 1 
P \ > um 
Ag Sca en 
SPP LP e) / 


_— — mn nn — = 








BREITER, 1 1 P] 
UNE PER ox (B) 
q'7 
also 
t 
i o 9; P. 
& «ho EL SA 
q' gU (Er) 
\q' q^ 
{ D 1 
da aber a 4- 1 — — — a dU ist, so hat man z — Eo und daher 
z, IE 
X 


1 
9. 3 => TERR 
Ie u ne ae ee 
Laat ba E A | 
q i 


q' (E). (E) 


Die Gleichungen (7.) und (9.) geben also zwei Grenzen, zwischeu weichen 
z jedesmal eingeschlossen ist, und wenn man die beiden Werthe in Ketten- 
brüche (deren Theilzähler sämmtlich = 1 sind) verwandelt, so gehören 
die ersten Theilnenner, die beiden gemeinschaftlich sind, nothwendig dem 
wahren Werthe von + an. Hierdurch findet man zwei neue Näherungs- 
werthe, zwischen welchen x, enthalten ist, und mit welchen man wie 


k ; y » LA] 
mit den früheren ©, Fe verfabren kann, um wieder andere Näherungs- 
j 


werthe zu finden. 
Es wurde bisher angenommen, dafs 


Fa, tt 1s Ogg +... +i:a,= v 


t 
ist, ist aber dieser Näherungswerth grófser, ala æ,,,, also — —, so mufs 
q 
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man statt der Formeln (7.) und (9.) zwei andere Formeln nehmen, denn 
man hat alsdann 


I Epp 
10. Xni — z q—g°? 


o 





zp'—q°" 


Verbindet man Formel (10.) und (5.) und Formel (11.) mit (6.), so 


1 
iran is 
11. Lin = =P 
































findet man 
Paz Bac p z({2)a(E) 
z'q—g° 7 ez E.) j 
pres HR) 
20) 
also 
o s : ex (5) 
12. z «1-4 M. 1 
oder ^ à : Es x So 
ERK foe 1 : 
1 — " 
MEE DS s 
dy pq—pg er) 
und 





96. 
Es ist aber nicht nóthig, zur Bestimmung des Werthes von = die 


1 
07 (BS 
y 


Grófsen FE UE 5) "T =) besonders zu berechnen, vielmehr lassen 
ra) t 

sich die vorhergehenden Formeln so umformen, dafs alle in denselben 
vorkommenden Grófsen schon berechnet sind. Betrachten wir zuerst die 
Formeln (7.), (8.), (9.), so sieht man sogleich, dafs der zweite Theil der 
Gleichung (8.) mit dem zweiten Theile der Gleichung (2.) in $. 93. über- 
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einstimmt, wenn man dort p', g' bezüglich statt p, 7, und ul — 9 


statt »°, 9° setzt, und man hat daher 


45) 

CES IC Reel CR Ar 
ee (nr) 

wo B, B, die Coefficienten sind, die bezüglich den Potenzen 27, ="! am. 
gehören, in der Gleichung, die man nach gehöriger Reduction erhält, wenn 
man in x(x,,,)-—-O statt x,,, den Werth Mar ie oder wenn man in 


gi 


pi 
pm 





m 





der Gleichung F(x,4,) = 0 statt x,,, den Werth o,,, + 1 + —- - substituiet. 


Diese Seas ist 
F nr 1 „Mm 
F( Cae + 1) sy e (a BERNER + 1) ) 1 -- Fan == 0 (§. 88.), 





ati) * 
folglich Ó 
ER ^ ce 27 F(asp. + 1) 
HE F(a,4.-- 1), B, xd r^ (arr + 1) d 
und 


as rm La 
16. ay N Hs DITE (angr) +1)F (apr + 1) ; 


Die Formel (9.) geht also in teste über : 
d Ben ERN Spice prs E 54) 
E es = ia n mil n ) 
SO Flantr +1) 
6! el i) 


o 
Da nach der Voraussetzung ^ = kleiner als x,,,, und daher "d grifser als 

















[(m— 1) 9° + g*3F (arr + 1) 


zx,,, ist, so hat man 
p'y— po! = +1 ($. 16.) 


dagegen i |. p* 
P 7 p 9 1 3 da q' e q+ q* 


Hiernach folgt aus ass 





— z p / Ds bs À 
TIC D 


i 1 1 Y ad F( mr 1 
Ferner ist aus Formel (3.) des §. 93, ersichtlich, dafs x (2) — i a F(a 2: N) 
1 Mi q 


ist, und nennt man C den numerischen Werth des Coefficienten der Po- 
tenz z" in der Gleichung, die aus F(x,,,) = O entspringt, wenn man 


1 . TR ] (t F u} 
Cnr T Statt wi, substituirt, so hat man x) = mi u, da 


Ho 
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X (5) negativ ist. Substituirt man, mit Berücksichtigung dieser Bemerkun- 
gen, den Werth (18.) in der Formel (7.), so findet man: 


Fi Any 1 5] 0 WE 
(ED gt— qo Fara 40) gb p Plant)’ 
19. sel ra EURE Wy E DRE 











Fang.) 4.97 
Die Formel (14.) stimmt mit der Formel (2.) des 6. 93. zusammen, wenn 
man dort überall p', $' statt p, 9 setzt. Man hat daher 

(m — 1) 9° C, 


SE min 
F n4-r 
wo C= F(e,,,), €, = een ist, also 
(m —1)4* F(angr) — Zar) q' 
06, x Te O(anr) 7. 
FP antr)q’ 


Da, wenn diese Formel SRE hat, P(a,,,--....--1:4,,) grófser wie 
Lng. und = ist, so mufs P 7 kleiner wie x,,, sein, und daher 
pig? —pg' = +1 
: Ei : ist, so hat man 
g +9 
PP—Po=+1, 





und da P. = 
q 


Hiernach ist 








ees) = Y (E) (m 9 — Ur 7) qut F(an+r) (m ^ g — eH Bim ‘) 
: (5) q' C : T Ó Starr) (asas) 7 9, 
Avr 
Daher verwandelt sich Formel (12.) i in folgende: 
Flange) qn 8 P(as.) 
2173 de Eee 1 
a: F(ax4r 1) q uem m4 — Flan) F (asi)! ^ 
und aus Formel (13.) wird 
D Re tus i. m-—lJf he OF Aer , 
PF  F(a43-1)—9"^ Plan.) {mg — Sele!) à 7) 


DD 2 ren 


2 OF (angr) N 
(#4) 7 CUM (aus 1) 97 (and) (n? TSG ERS 7) 


Fafst man das Vorhergehende zusammen, so findet man folgende practische 
Regel. Ist eine Gleichung f{x) = 0 gegeben, die eine reelle, zwischen a 
und 2-i-1 liegende Wurzel hat, so leitet man aus dieser Gleichung, nach 
früher gegebenen Regeln, andere Gleichungen ab zur Bestimmung der 
Theilnenner @,, 4, u.s. w., bis man an eine Gleichung »x(x,4,) = 0 kommt, 





— — — 
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deren einzige reelle Wurzel zwischen den ganzen Zahlen a,., vnd o, itd 
liegt. Diese Gieichung betrachte man alsdann als die ursprünglich gegee 
bene, und leite aus ihr andere ab, bis man an eine Gleichung E rye 
kommt, deren einzige reelle Wurzel zwischen «,,, und 41 liegt, 
und die so beschaffen ist, dafs [2,,,] und [a,,,+1] nur in Hinsicht auf 
das letzte Zeichen verschieden sind. Man berechne alsdann die Größe 
F (0,425 ee Pays) + 1: Quasi 1: Las Mr 
und die Grölse 
Fais eur) = Flat 1:2,,, -.... AR EQ IRR 

welche = ? oder — $' ist. Je nachdem r eine ungerade oder gerade Zahl 
ist, und Je nachdem das Eine oder das Andere der Fall ist, hat man g! == 
9"-F e oder 9 — $"-- 95 die Größen F (G47) und I Parts) müssen ohne. 


O {an+r) 
bin zur Bestimmung der Zeichenreihe, oder zur Bestimmung der auf 


F(x,4)2-0 folgenden Gleichung berechnet sein. Berechnet man alsdaun 
noch, je nachdem 7(2,,., ¢,4,)==9' oder — 9 ist, entweder blos Ka 


, : : ) F(a, 4-1 
oder die beiden Gröfsen Y(a,,.-+1) und ehm, so hat man alle 


Stucke, die zur Bestimmung der Grenzen von + dienen. Hat man, ver 
möge dieser Grenzen, die neuen Theilnenner 2,,,,,, 0,4. .... 0, neg 
fuoden, so bildet man die Gleichung ® (@,4,42) — 0, und verfährt mit die. 
ser wie mit der Gleichung 7(2,,,) = 0, um neue Theilnenner zu finden. 

Ks kann zuweilen sein, dafs man an eine Gleichung F(x,,) = 0 
gekommen ist, und dennoch aus den gezogenen Grenzen für die erfor- 
derliche genauere Bestimmung des Werthes von = kein Resultat gewinnt, 
indem diese Grenzen so weit auseinander liegen, dafs sie gar keinen ge- 
meinschaftlichen Theilnenner haben. In diesem Falle sucht man mit 
Hülfe des Theorems (4.) einen oder einige der aut 4,4. folgenden Theil- 
ueuner, und so kommt man bald an eine Gleichung, von welcher an die 
Grenzen von = immer mehr Theilnenner mit Sicherheit angeben, da diese 
Grenzen immer näher zusammenrücken *), 

97. 

Es sei z.B. die Gleichung f(x) = 2— 29x11 —0Q gegeben, 

deren Wurzeln bekanntlich 2 cos + ; 2 cos 27 5 2005 sind: der Werth der 


ner + i jr 








*) Eine genauere Bestimmung der Convergenz der Annäherung kann leicht aus 
Analyse des équat. liv. 2. art. 9. abgeleitet werden. 
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ersten Wurzel wird durch Rülfe der Kettenbrüche auf folgende Weise ge- 
funden. Es ist 


ie = 32% —2z-—2, 
ac 
CHACO 
arp ups TE 
UP CO REPE: 
also oen 
[t] — ++-— 
6 411 
QI = Ecc 
6. 1056 s, 


Hier entspricht also die Gleiehung f(x) =O der Gleichung x (x...) = 0, 
d man hat 
s : xci. € i. 


Entwickelt man die folgende Gleichuug, so hat man: 
f(x)-— a+ oxi—2xr,—1 = 0, 


^ 

OF to.) = 3 > (E 5) 
Cx, mnc 2X1 2x, 9 
Coy Cee) 

- un = 6x, + 2, 


Ox, 


Of, (æ,) = 6, 


| ——— 


Ox; 





und fi] = 


(] = 


also 


Die Gleichung f(x) = 0 entspricht der Gleichung F'(x,4,) == 0; hier ist also 


p" 1-5 3 p 
a IS =, o 0—u—-. — 
Em 1 und q^ 17 q e q 
Man mufs daher zur Bestimmung der Grenzen von z die Formelu (20.) 
und (22.) anwenden, also 


DICTO TEE 
eS ENON Pr aed IS 


| 11,74. 181-4) 
F7 ri 0 





31 =. 
= jp = i+. 


3 
4 
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Da die beiden Grenzen keinen gemeinschaftlichen Theilnenner haben, so 
entwickele man die folgende Gleichung 

Jm) = x —3x —4x,—1 = 0, 

e of, (x 2/ " 

f.) — 3x, — 6x, —4, 


"dx, 


TLC) = 6x, —6, 
e ^ " ) = 6, 


Ox; 





[4] = + 
6 
+ 


Bh =| 


[5] = 
: 


+ + 
E ET 


pre 1 c ver 
, SEE , P m, 


p 


rA 
oo 


Hier ist 9 2 
1 


daher mufs man zur Bestimmung der rei von z die Formeln (17.) 


und (19.) anwenden; man findet 
6.41— 2.1.29 é 
ALE ne 
41.6— 3.1.29) 5?--1..—1.6* 
= par Sd 


Da auch diese Grenzen noch nicht enge genug sind, so bilde man die 





Gleichung: 
fs) = x1—20x,—9z,—1 = 0, 
au 
i) = da —40 x, — 9, 
Qu 
fp Ate 
EP — 6a, — 40, 
^s (2 Y 
C AED sun 6, 
Ox; 
und PORTE 
6 80 391 181 
en: 
6 86 473 251. 
Hier ıst p^. 9 ph ‚Au RE 2 182 He _ 191 
JM T. 1017 7 106° 
T 
20 


Zur Bestimmung der Grenzen yon + müssen die Formeln (20.) uud (22.) 
38 * 
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angewandt werden, und man findet: 


41301 { 
me em are 
218381 7 At 


487028871 
2 35601005 = 4T 


hierdurch sind also vier neue Theilnenner, 2, 5, 1, 6, gewonnen. 

373 1301 1674 11345 
| 207° 722? 929 6296 ° 
Die dem Theilnenner 6 entsprechende Gleichung ist: 


Die entsprechenden Nüherungswerthe sind 


T2 rm 559 x23 — 2540 x} — 4961 #,— 2059 = 0, 
LE) — 167732 — 50802, —4961, 
She) — 3354, — 5080, 
ox; 
CA s 
[]— + + + — 
3354 15044 94931 252 
= + + + + 
3354 18398 41652 30491 
und pore 1674 po 13019 poe 11345 


gn 8 D207 "9 - Tao S 6296 ” 
Die Formeln (20.) und (22.) geben 

















161649594 i 
<a ar 
Ir 1 
24 
Et 
1+— 
.., 968330144407400 _ | | 1 24-——4 
* 7 950794125092309 — À p i ae 
2-+ i ; 19 + 
LAPS ee 
1 
1+ 
en 
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Hierdurch sind 8 neue Theilnenner, 10, 5, 2, 2, 1, 2, 2, 1. gewonnen. 


Entwickelt man die entsprechenden Näherungswerthe, so findet man, dafs 


un: 40674108 : 
dem letzten 'l'heilnenner 1 der Bruch 35575457 entspricht, dem vorherge- 


ar eC : 28600781 : 
henden TheiJnenner 2 enispricht der Bruch 15870235! der Unterschied 


zwischen dem wahren Werthe der Wurzel und dem Nüherungswerthe 


40674108 . : ; 1 | 
22579427 ist daher kleiner als (9957249733 ? oder auch kleiner als 


1 : 
33850078140674108 (Se 192 
Würde man die dem letzten Theilnenner 1 entsprechende Gleichung ab- 
leiten, so kónnte man daraus wieder eine Menge neuer Theilnenner finden, 
und so dem Werthe der Wurzel noch viel näher kommen. 
96. 
Falst man das in diesem Kapitel Gesagte zusammen, so findet man: 

1) dafs die Methode der Entwickelung der Wurzeln durch Ketten- 
brüche keinesweges die Berechnung des kleinsten Unterschiedes der 
Wurzeln erheischt, 

2) dafs diese Methode kein wesentliches Element der Analysis ist, 
sondern vielmehr unendlich viele Methoden möglich sind, vermittelst 
welcher man sich dem Werthe der Wurzeln nähern kann, 

3) dals diese Methoden alle genau sind, d. h. zwei Werthe geben, 
zwischen welchen die Wurzel jedesmal enthalten ist, 

4) dals alle Methoden zugleich auf die Entdeckung der imaginairen 
Wurzeln fuhren, sobald man das Theorem (4.) zu Hülle ruft. 


B. Anwendung der recurrirenden Reihen zur Auflösung der Gleichungen. 
99. 

Die Auflösung der Gleichungen vermittelst der Kettenbrüche, und die 
unendlich vielen anderen móglichen Auflösungsarter, von welchen die Rede 
war, beruhen alle auf der Anwendung des Theorems (.4.), d. h. sie for- 
dern, dafs man die Natur und die Grenzen der Wurzeln schon zum Vor- 
aus bestimmt habe, ehe man zur nähernden Berechnung der Wurzeln 
schreitet. Es wird daher nicht unpassend sein, zu zeigen, dafs man eine 
andere Methode, oder eigentlich viele andere Methoden, zur Auflösung der 
Gleichungen anwenden kann, die, ohne sich auf die Anwendung des Theo- 
rems (4.) zu gründen, dennoch die Natur und die Werthe der (reellen) 
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Wurzeln, so genau, als man es wünscht, angeben. Die Bebandlung dieser 
Methoden bietet ein reiches Feld von Untersuchungen der; ich mufs mich 
darauf beschrärker, bier nur eine derselben in der Kürze zu behandeln. 
Ehe ich aber diese Methode erläutere, ist es nóthig, eine Übersicht der 
. frühern Leistungen zu geben, aus welchen sie erwachsen ist. Bekannt- 
lich hat D. Bernoulli zuerst gezeigt *), wie man sich der recurriren- 
den Reihen zur Auffindung der Wurzeln bedienen kann, indem er nach. 
wies, wie gewisse Functionen der Wurzeln mit den Coefficienten der 
Gleichung durch eine recurrirende Reihe zusammenhängen. Euler **), 
der Bernoulli's Ansicht mit aller ihm eigenen Klarheit ausführte, zeigte 
auch zugleich die Mangelhaftigkeit und beschränkte Anwendung dieses 
Verfahrens. Man kann nemlich auf directem Wege durch dasselbe nur 
die grifste und kleinste Wurzel finden, und zwar nur in dem Falle, wenn 
sie reell sind, Die Grófse der Wurzeln wird hier auf folgende Weise 
bestimmt: Man erhebt jede Wurzel zum Quadrat, und ordnet diese Qua- 
drate nach ihrer Grófse; dem grifseren Quadrat entspricht alsdann die 
erüfsere Wurzel, und so kann man die Wurzeln nach ihrer Grófse ordnen. 
Befinden sich unter den Wurzeln auch imaginäre, so wird die Grülse der 
letzteren auf folgende Weise bestimmt: Man multiplicirt jedes Paar zu- 
sammengehörender imaginürer Wurzeln mit einander, dieses Product ist 
immer reell; man vergleicht es mit den Quadraten der reellen Wurzeln; 
von dem Range, welchen es unter diesen einnimmt, hängt alsdann der 
Rang ab, welchen die zwei zusammengehörenden imaginären Wurzeln in 
der Reihe der nach ihrer Grifse geordneten Wurzeln einnehmen. Sobald 
die grôfsten Wurzeln ein Paar imaginüre sind, so führt Bernoulli's Me- 
thode zu keinem Resultate. Lagrange ***), der diese Methode mit eini- 
gen vortreffiichen Bemerkungen bereichert hat, hat jedoch für ihre weitere 
Ausbildung nichts Wesentliches gethan. Auch Legendre’) hat zu dem 
Bekannten nichts hinzugefügt, als die Bemerkung, dafs man durch Um- 
bildung der Gleichungen leicht bewirken kann, dafs irgend eine der Wur- 
zelu die grölste werde, so dals die Bernoullische Methode zur Berech- 
nung der Werthe aller Wurzeln angewandt werden könnte. Aber diese 


DATE TL 
*) Comment. acad. Petr. T. 3. 
**) Introd. in anal. infin. cap. 17. 
***) Résol. des equat. num. note 6. 
+)  Théor. des nombres art. 113. 
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Umbildung führt nothwendig zu weitläufigen Rechnungen, und die Schwie- 
rigkeit wegen der imaginären Wurzeln bleibt unerledigt. Der Erste, wel- 
ehem man eine wahrhafte Fortbildung der Bernoutlischen Methode ver- 
dankt, ist Fourier: Kin Abschnitt des zweiten, leider nicht erschienenen 
Theils seines Werkes: „Analyse des équations” sollte eine ausführliche 
Behandlung dieser Methode enthalten; für jetzt ist wur Das bekannt, was 
er darüber in dem Exposé sinoptigue”) mitgetheilt hat, Nach diesem sind 
die Hauptresultate folgende: Nennt man die Wurzeln, naeh ihrer Grófse 
geordnet, s, /, 4, v, u. 8. W., und nimmt zuerst an, dafs alle Wurzeln 
reell sind, so kann man aus der gegebenen Gleichung recurrirende Reihen 
bilden, durch welche man, so nahe, als es verlangt wird, die Werthe von 
$, 5.6, S.f.u u.% W., und daher auch die Werthe jeder einzelnen Wur- 
zel, finden kann. Ist aber die grófste Wurzel imaginär, d. h. nehmen zwei 
zusammengehörende imagisäre Wurzeln den ersten Hang ein, so giebt 
die erste Reibe, welche den Wertb von s angeben soll, gar kein Resul- 
tat; dagegen wird die zweite Reihe allerdings den Werth von s.:; ange- 
ben. Ist die dritte Wurzel z reell, so erhüit man durch eine dritte Reihe 
das Product s./.u; ist u. imaginür, so giebt diese Reihe kein Resul- 
tat; dagegen erhält man durch eine vierte Reihe den Werth des Produets 
S.f.u.U u. 8 W.; es kann aber nie vorkommen, dafs zwei auf einander 
folgende Reihen kein Resultat geben. Hierdurch wird also nicht blos der 
Werth aller reellen Wurzeln gefunden, sondern auch das Vorhandensein 
der imaginären Wurzeln entdeckt. Um aber den Werth der letztern zu 
finden, bildet man andere Reihen, welehe nicht, wie die ersten, Näherungs- 
werthe der Produete, sondern vielmehr der Summen der Wurzeln 
geben. Und indem man so Summe und Product je zweier imaginürer 
Wurzela erfährt, findet man daraus die Werthe dieser Wurzeln. Fourier 
hat den Beweis keines einzigen der hierher gehörender Sätze mitgetheilt, 
auch nieht einmal angegeben, auf welche Weise die eriorderlichen Reihen 
gebildet werden, zwei ausgenommen, nemlich diejenigen, die zur Bestim- 
mung von s-+ und st dienen; aber auclr von dieseu ist die eine unrich- 
tig angegeben **). 


————m 








*) pag, 68 ff. Fourier hat im Jahre 1822 eine Abhandlung über denselben 
Gegenstand der Akademie der Wissenschaften überreicht; es ist zu hoflen, dafs sie iin 
Druck erscheint. 

**) Vergl. Journ. für die Math, Bd. pag. 
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Auf den Zusammenhang zwischen den Coefficienten und gewissen 
Functionen der Wurzeln beruht auch eine andere Auflösungsmethode, die 
Lagrange*) angegeben het; aber indem er fordert, dafs man die böhe- 
ren Gleichungen auf niedrigere zurückführt, so wird eben dadurch, wie er 
selbst sagt, die Methode, wegen der vielen weitläufigen Operationen, die sie 
fordert, unausführbar. 

Die hier folgende Methode ist, was die leitende Idee und die eine . 
zelnen Resuitate betrifft, mit der Fourierschen durchaus identisch; die 
Art, wie die einzelnen Reihen gebildet werden, ist bestimmt verschieden, 
wie man schon daraus sehen kann, wenn man die Reihen, die das Pro- 
duct und die Summe der zwei ersten Wurzeln geben, mit denjenigen, die 
Fourier gegeben hat, vergleicht. Ich glaube behaupten zu können, dals 
Fourier's Verfahren viel bequemer in der Ausübung ist, dals dagegen 
das hier angegebene viel näher liegt, weswegen es auch gewählt worden ist. 

100. 
ich muls zuerst einige bekannte Lehrsätze anführen. Es sei die 
gegebene Gleichung 
Ux" be A AH. te An m0, 
wo 4,, A u.s. w. ganze Zahlen sind. Zur größeren Einfachheit wird 
vorausgesetzt, dafs die Gleichung keine gleichen Wurzeln hat. Es seien 
Gry toy Bree Om 
die 77 Wurzeln dieser Gleichung, nach ihrer Größe (diesen Ausdruck in 
der früher erwähnten Bedeutung genommen) geordnet, Ferner sei 
Z«, = &, + a, +. bm 
> -— uw -cxel4d-.e. à. 
und allgemein bedeute 2a? die Summe der ten Potenzeu aller Wur- 
zeln, so ist bekanntlich 
1) Sa, = — A, 
2) Sei = — 4, 2a,—24,, 
3) Sa = — A, Eu — A, Sa, 3A,, 
4) Zi — 4,20 —d4.24/—A,24,—4¢A,, 
so dafs man vermittelst einer recurrirenden Reihe, aus den Coefficienten 
Ai, À), 4; u.s. w., die Summen aller Potenzen der Wurzeln finden kann. 
Je grüfser die l'otenz z ist, auf welche man die Wurzeln erhebt, desto mehr 
wird auch a? im Vergleich mit der Summe der Potenzen 27 4- z^ +.... +" 


*) Resol, des équat. note 10. 
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betragen, wenn «, reell ist, man wird zuletzt an eine Potenz n kommen, 
die so beschaffen ist, dafs man, ohne merklichen Fehler zu begehen, 





Sat = at, 
DP 
PX in * . La 
setzen kann, woraus alsdann «, = — folgt. Bildet man eine recurri- 


Z a? 

rende Reihe, deren Glieder Za,, Za’, Ze’ u.s. w. sind, und dividirt jedes 
Glied durch das vorhergehende, so erhält man den Werth von o, desto 
genauer, je weiter man die Reihe entwickelt; die Quotienten werden im- 
mer mehr und mehr gegen die Wurzel z, convergiren, man sagt daher, 
die Reihe sei convergent; sie soll in der Folge die Reihe (C) heilsen. 
Dies ist die bekannte Bernoullische Regel. Man sieht, dafs sie nur 
in dem Fall anwendbar ist, wenn c, reell ist; ist dagegen diese Wurzel 
imaginair, so kann natürlich &* oder «”*' nicht hinsichtlich der Gröfse 
mit der Summe der übrigen Potenzen verglichen werden: daher wird 
auch die Reihe (C) in diesem Falle kein Resultat geben, sondern divergiren. 

Bildet man aus den Wurzeln alle Combinationen, ohne Wieder- 
bolung, zu zwei Elementen, uud bezeichnet die Summe derselben durch 
>, %; eben so die Combinationen ohne Wiederholung zu drei Eie- 
menten, und bezeichnet die Summe derselben durch 2 @, a, 4; u.s. Wey 
so hat man bekanntlich 

za 4,, XEa,a,4,;—— —.d,, 2,6; == 44 US We 
Aber aus (1.) und (2.) folgt 

5. 222, =2A,= (Zu) —Ze. 

Substituirt man in dieser Formel statt &,, 2%... die ten Potenzen a7, @) ... 


so hat man: 6. 230.0 (Eu) — Zar. 

Je grófser n ist, desto weniger wird die Summe der übrigen in Za°x 
enthaltenen Glieder gegen das erste «7.67 betragen, und zwar sowohl, 
wenn &, 4 beide reell, als auch, wenn beide imaginair sind, da auch im 
letzteren Falle das Product «, 4, reell, und grófser als das Quadrat jeder 
recllen Wurzel, und um so mehr, als das Product zweier dieser Wurzeln 
ist. Ist daher 7 sehr grofs, so kann man ohne merklichen Fehler 





Data -—D2ZXwa (Ea) —Za;, 
D ni — DPN: A = (Zu A ) — Xam 
a, 
setzen, folglich u rer rs 
19$ = (oy — cu n o? 
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Hieraus erhält man folgende Regel: 

Man bilde aus an SAGE der Reihe (C) die neue Reihe 

(C) = (Zu) — , Zu) — Lot, (Zu — La) u.s. wey 
und dividire jedes Glied ex ueuen Reihe durch das vorhergehende, so 
werden die Quotienten gegen die Grenze &,.d, convergiren; kennt man 
daher den Werth von c, durch die Reihe (C), so findet man aus (C ) den 
Werth von &,. Dies gilt jedoch nur für den Fall, wenn a, und «, beide 
reell oder beide imaginair sind. Ist aber co, reell, v, imaginair, so ist (€) 
zwar convergent, aber (C,) divergent. 

Aus (1.), (2.), (3.) folgt: 

7. 2.330, 050; —92.3. 4, — (20% —3 Xo 2a 22a 
Substituirt man wieder statt à, &, 94.... die ten Potenzen dieser Wur- 
zeln, so hat men 


DENT TE Ze s'.7\3 vn 2n '.,37n 
8. 2.324 a;u, = (Eau) —3£E0o La +221", 
und man kann daher wieder, wenn 7 grofs genug ist, 
PAD LR A NL EST PEE YD € W347 
"nn = (Soy —32w, La 2:0”, 


setzen. Um also den Werth von.0,.0%..%, zu erfahren, bildet man aus 
den Gliedern der Reihe (C) eine neue Reihe 
(CG) = (Eu) —3 Xa,. Zo? Se Zo, (Zu) —3 Sa? Fat 4-2 Xob 
(X n — 23A à a? a; +2? Xo) etc. , 
und dividirt jedes Glied durch “ai vou en Da man nun den 


Werth von &,.% schon aus der Reihe (C,) erfahren hat, so erführt man 
hieraus den Werth von o. 


1 i * 7 £ e DS P 
LE (2 ott 3h ott, SOLE oe 


Nur in dem Falle, wenn c, die erste eines 
Paares imaginairer Wurzeln ist, convergirt die Reihe (C, > Ww übrend (C,) 
divergirt. 
Aus (1.), (2.), (3.), (4) re sich : 
DR nO ST ae e RE 
—(Xa)-—6(ay2Xmw-4-82a.29-—62:--3(Xoy, 
10.2.3 Aida Oe st 
= (Zu) —6(La7). La" +82a", Sa" — 68a + 3 (Fa); 
ist n sehr grols, so kann man statt Sat ar a." auch blofs 4.9, . 07.01 
setzen; bildet man daher eine Reihe (C;), deren allgemeines Glied 
(Za —6 Z(ajy .Zaj--82Xa'. Xa?»—6 Xa" --3(Xaty 
ist, und dividirt jedes Glied durch das vorhergehende, so convergiren die 
Quotienten gegen den Werth 2,.¢,.a;.a,. Nur in dem Falle, wenn a, 
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die erste zweier imaginairer Wurzeln ist, wird (C,) divergiren, Die bis- 

her entwickelten Sätze sind einzelne Fülle des folgenden allgemeinen. 

Man findet den Werth von «,.u,.u,..,.u, auf folgende Weise. Es ist *), 
Vs D rose Fiat Oy 5 Oss Or; «x + Uy 











+ BY d . — 1 > 1.0 . —1. —2, 3 a - 
zo) — 5 (Zo). Xo? + ual ——— DOTT 
.‚r—1.r—2.r—3 : 
Moped c be gae p 
e aati fhe —2. — 2 5 
see fp (ZU (ER) —.... 


Setzt man in (11.) statt a überall a", so erhält man eine neue Formel, welche 
den Werth von 2o5.0;.0;....0; in Functionen von 2a,, Zo u.s. w. 
ausgedrückt angiebt; ist 2 grofs genug, so kann man, statt 207.07.... 07, 
biofs a7.07....0; setzen, und daher aus den Gliedern der Reihe (C) eine 
andere Reihe (C, ,) ableiten, die so beschaffen ist, dafs der Quotient je 
zweier auf einander folgender Glieder gegen den Werth a,.0,....9, con- 
vergirt, und diesem Werthe desto rüher kommt, je weiter man in der 
Entwickelung fortgeht. Dies gilt jedoch nur für den Fall, wenn o,.0,....0. 
reell ist; ist aber d,.0,....0, imaginair, so ist die Behauptung, dafs die 
übrigen in 2a1.d,....u; enthaltenen Glieder gegen das erste verschwinden, 
nicht ferner anwendbar: die Reihe (C,_,) wird divergiren. Dagegen wird 
aber 44.05... 0,. 0,4, ein reeller Ausdruck sein, und daher werden auch alle 
übrigen in Za7. 05... 07. 07,, enthaltenen Glieder gegen das erste 9. 0 ... 07. r+: 
verschwinden, wenn z grofs genug genommen wird; folglich wird auch 
eine Reihe (C,) gebildet werden können, so daís die Quotienten je zweier 
ihrer auf einander folgenden Glieder gegen c,.0,....0,4, convergiren. 
Man hat also nun folgendes Resultat gewonnen. Sind alle Wur- 
zeln reell, so kann man aus der Reihe (C) andere Reihen ableiten, die 
die Werthe von 4,09,, &,&,0; Uu. S, w. angehen, wodurch also die Werthe 
der einzelnen Wurzeln gefunden werden. Sind aber unter den Wurzeln 
imaginaire, so werden die Reihen, die einem Producte o,.0,....0, ent- 
sprechen, dessen letzter Factor c. imaginair ist, divergiren, dagegen aber 
wird die folgende Reihe, die dem Producte &,.w,....@,,, entspricht, con- 
vergiren; niemals aber kann es unter diesen Umständen vorkommen, 
dafs zwei auf einander folgende Reihen divergiren. Sobald man also 





#) Waring meditat. algebr. pz. 13. m" 
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sieht, dafs von zwei auf einander folgenden Reihen eine divergent, die 
andere convergent ist, so weifs man, dafs die Gleichung zwei imaginaire 
Wurzeln hat. 

Hieraus folgt, dafs diese Methode, so weit sie bisher entwickelt 
ist, schon die Werthe aller reellen Wurzeln angiebt, und zugleich die 
imaginairen Wurzeln mit Leichtigkeit entdecken lehrt. Sie leistet also 
mehr als die Lagrangesche Methode, und eben so viel als die Methoden, 
die sich auf das Thorem (.4) gründen. Um dies zuerst durch einige Bei- 
spiele zu erläutern, soll die Gleichung 

x^ —Tx-04-7:—0 


aufgelöst werden. Hier hat man 
to 


i 2 3 * 5 6 7 8 9 
(C) = 0, 14, — 21, 98, — 245, 833, — 2401, 7540, — 22638, 69629, 
il 12 
wo die Zeiger 1, ?, 3.... andeuten, dafs die darunter stehenden Zahlen 
den Größen €o,, Zo], Da... entsprechen. Die Quotienten der Reihe: 


(€) convergiren, und man hat daher näherungsweise 
645369 EM 
du = 917988 = -— 3,056.... 
Ferner ist 
(Cj) == —14, 98, — 402, 2058, — 9604, 48020.... 


also 48000 __ 
Bd mp pim m 
uad | ei 
an 9 Oo be ce 
ferner ist €, 0,05, = — 7, 
also = 


2 
+ 


€, = ERN A ye 1,4. 


9 


Die Gleichung hat also drei reelle Wurzeln, wovon eine zwischen — 3 
und — 4, zwei zwischen 1 und 2 liegen, Diese Resultate stimmen mit 
den in $. 89. gefundenen zusammen. | 
Sei ierner die Gleichung 
a+ x +e— 22’? + 2er—~-1 = 0 
gegeben. Hier ist 
i "ans Po a 5 6 7 Du 0 10 T 

(C) = -—1, —1, 8, — 17, 14, 20, — 85, 135, — 55, — 276, 791, 


20 


12 15 a dd 15 16 17 8 19 
— 980, —118, 3177, — 6877, 6215, 6272, — 32713, 55802, — 29852 


27. Stern, Theorie der Kettenbrüche. 391 


21 22 27 
— 97705, 310859, — 417175, 26419, 1178039, — 9758094, 2778218, 
38 - 
1866085, —12490417, 22875255, — 14967328, — 33842713, 121407470, 
34 37 E 3 
—175740340, 39457355,431816023, —1099111711, 1219398548, 488990159, 
49 41 42 3 
— 47313386820, 9311833202, —7140674571, —11392513741 , 17108618515, 
45 
— 73352508040, 7052044687, 156162053594, — 435528865732, 
40 
527984536407, 93141839099, — 1776726169471, 3765403188244, 
53 54 55 56 
~ 3292551279121, —3685243389856, 18155165223506, —30362556937851.... 
Diese Reihe divergirt. Ferner hat man 
(C) = 2, 18, 44, 154, 472, 1380, 4048, 12010, 35738, 106028, .... 
3849396443932, 1140323864530, 338418301063076, .... 
Diese Reihe convergirt, die Gleichung bat also zwei imaginaire Wurzeln, 


und es ist deren Produet nüherungsweise 
ded, TE cs 2,068001 . . .. 
Man entwickele nun die dritte Reihe 
(05542. HET «19. 25-816; 1397450600 v. 75 
Diese Reihe divergirt. Die vierte Reihe dagegen ist 
(C,) = 48, 0, — 24, 96, 405, 648, 552, 288, 624, 2280, 4800, 6504 
6000, 7896 .. 
Diese Reihe convergirt, die Gleichung hat aíso noch zwei imaginaire Wur- 
zeln, und es ist das Product der vier ersten Wurzeln 





/ 89€ 
Œ 0 Ua ez o My = E — 1,196; 


die letzte Wurzel a, ist reell, und zwar ist 


__ 1,000 3 
852 
= 1496 — 0,9928. 


Die Gleichung hat also nur eine reelle Wurzel, die zwischen 0 und 1 
liegt, wie schon ($. 92.) gefunden wurde. 
101. 

Es ist noch übrig, zu zeigen, wie man die Werthe der imaginairen 
Wurzeln finden kann. Die Behandlung dieses Gegenstandes ist um so 
wichtiger, da er bisher vou den Mathematikern ziemlich vernachlüssigt 
worden ist^), und alle Mittel, die man bis jetzt zur Auffindung dieser 








*) Man vergl. théorie des nomb. art, 116. 
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Werthe vorgeschlagen hat, zuletzt auf ein unsicheres Probiren zurück- 
kommen, so dafs die folpende Methode wohl die erste ist, welche diese 
Aufgabe direct lóst, und zugleich so genaue Werthe giebt, als man es 
wünscht. Die Idee, auf welcher diese Methode beruht, ist folgende. 1m 
Vorhergehenden wurde gezeigt, wie man Reihen (C,), (0), (Cj) u. s. we 
bilden kann, deren ntes Glied, wenn 7 grols genug genommen wird, be- 
züglich den Werth von 01.0), 05.07.0,, 0.05.0, .0,.... angiebt. Kanu 
man nun andere Reihen (Dj, (Dj) (Dj) .... bilden, deren tes Glied 
den Werihen von 

(to). (u ++)... (0 ++ dr + 05 3-04) (0; 07 07. 07) 
entspricht, so erhält man, indem man das rte Glied der Reihe (D,) durch 
das ate Glied der Reihe (C,) dividirt, den Werth von a,-++¢,, und eben so 
erhält man, wenn man das 7te Glied der Reihe (D,), (D;) u. s. w. bezüglich 
durch das nte Glied der Reihe (C), (C) u.s. w. dividirt, die Werthe von 
betes, da Ha, -- o; u.s. w. Aus den Reihen (€), (C,) u. s. we 
haben sich aber schon die Werthe von 4,%, 005,055 (0,0,0,0, Us 8. We 
ergeben. Man kennt daher Summe und Product der zwei, drei, vier 
u. s. we ersten Wurzeln, woraus man Summe und Product jeder zwei 
aufeinander folgender Wurzeln finden kann. Sind daher zwei solche 
Wurzeln imaginair, so findet man ihren Werth aus dem bekannten W erthe 
von Summe und Product. 

Die Reihen (Dj), (D;), (D;) u. 8. w., sind aber leicht aus den Glie- 
dern der Reihe (C) zu bilden. Man erbebe alle Wurzeln auf die rte Po- 
teuz, und bilde aus den Elementen a7, o}....a%, alle Combinationen, ohne 
Wiederholung, zu zwei Elementen, und multiplicire jedes Product a7.a" 
mit der Summe a,-H-a,; die Summe aller auf diese Weise entstehenden 
Glieder werde durch Z(a, + æ )a'a? angedeutet; eben so bezeichne 
Da, + %-a;)a ax die Summe der Glieder, welche man erhält , wenn 
man aus den zur zten Potenz erhobenen Wurzeln alle Combinationen ohne 
Wiederholung zu drei Elementen bildet, und jedes Product durch die 

Summe der darin enthaltenen Wurzeln multiplicirt u. s. w. Alsdann hat man 
j 12. Sa,-a aos = Sart, Fa*-— art, 

Nimmt man 7 grols genug, so wird jedes der übrigen in 2 (a, -+-0,)a".a* 
enthaltenen Glieder gegen das erste (a, ]- 6;)0,. 0; ganz unbedeutend sein, 
und man wird daher z so grofs annehmen können, dafs man, ohne merk- 
lichen Fehler zu begehen, 
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(ti +a)ar ar = Xa. za — Eat! 
setzen kann. Bildet man also eine Reihe 
(D,)= Lui. Zu —Ea, XajXai— En, Zui.Eu —Eu, .... 

und dividirt das nte Glied derselben durch das nte Glied der Reihe (C), 
so wird der Quotient sich dem Werthe 1(a,--«,) desto mehr nähern, je 
größer 2 genommen wird. Dies gilt jedoch nur für den Fall, wenn a, 
und o, beide reell oder beide imaginair sind; ist aber o, reell, a, imaginair, 
so wird die Reibe (D,) divergiren. 


Ferner hat man  ,. ; 
13. 22 (a+ a+ a3) at. 0). at 
== Jat (Zar) — (220020 + Lam. Sart) It. 
Ist 2 grofs genug, so kann man statt 2(o,-++o-+4;)a7.a%.0”" auch blofs 


(a + a +4a;,)a".0". a" setzen; bildet man daher eine Reihe (D,), deren 
allgemeines Glied Zart!. (Far)? — (2Xq "t. Xo? + Lai”. Sart) + 28a 
ist, und dividirt das nte Glied dieser Reihe durch das zte Glied der Reihe 
(C), so wird der Quotient sich dem Werthe 5(&, +0. -+«,) desto mehr 
nähern, je grölser z ist. Ausgenommen ist der Fall, wenn o; die erste 
zweier imaginairer Wurzeln ist, weil alsdann die Reihe (/),) eben so wie 
die Reihe (C,) kein Resultat giebt. 
Weiter findet man 
14. 2.3.2, +. + 3- 6,)0;. 07. 2.7; 
= Xara (3 Fat. (Laz) + %lar. Lat. Eu) 

+ 2(8 Za, Zar + Fa". sat) —2.3 ZofH IH. Ta". 
Nimmt man 7 grols genug, so kann man statt (a, +++) 0; . 0. 0, 
blofs (a+ &; + à, d- o4) a2. a2. 07.07 setzen; bildet man daher eine Reihe 
(D, deren tes Glied der zweite Theil der Gleichung (14.) ist, so nübert 
sich der Quotient, den man erhält, wenn man das nte Glied dieser Reihe 
durch das zte Glied der Reihe (C;) dividirt, dem Werthe 1 (a, + a, ++ a3 + 24) 
desto mehr, je grófser z ist; ausgenommen ist Jedoch wieder der Fall, 
wenn ©, die erste zweier zusammengehörender imaginairer Wurzeln ist. 
Wir würden auf ähnliche Weise zeigen können, wie man allgemein eine 
Reihe bilden kann, deren ntes Glied 

= 2.3....r—41 X (a, Ft... T 20,05... 7 
ist, woraus alsdann der Werth von (u + a)-+-..---+@,)a".0%....a7 gefunden 
wird, begnügen uns aber, der Kürze halber, auf ein schon angeführtes Werk *) 





2) Waring meditat. analyt. probl. 3. pag. 8. 
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zu verweisen, aus welchem die erwähnte Reihe leicht gefunden werden kann, 
und bemerken nur noch, dafs hier, eben so wie bei den Reihen (C), (€) 
(C2, +++, nie zwei auf einander folgende Reihen divergent sein kónnen.] 
102. 
in $. 100. wurde gefunden, dafs die Gleichung | 
xt at x 22? +2x—i=0 
ais erste Wurzeln zwei imaginaire hats es soll deren Werth gefunden werden. 
Aus der dort gefundenen Reihe (C) leite man die Reihe (D,) ab. 
Man findet 
(D) = — 7, — 22, —51, — 183, — 511, — 1582, —4598, — 13697, 
— 40622, —120611, ...., — 12970774286976. 
Die Zahl — 12970774286976 ist 27ste Glied der Reihe (Dj); das 27ste 
Glied der Reihe (C) ist == 11403238645380, man hat daher 
apa, mm 2 IT reges = — 2,274928, 
verbindet man diesen Werth mit dem schon gefundenen 
0 « Uy = 2,968001, 
so erhilt man als Werth der zwei imaginairen Wurzeln 
— 1,137464 + y (— 1,674177) = — 1,137464 + 1,2939 / ( — 1). 
Die letzte Wurzel a, ist, wie früher gefunden wurde, reell und = 0,852842. 
Nun hat man 
++ ts, H- 95) = — 1, 
RU AIL ESSI 
Substituirt man in diesen zwei Gleichungen die Werthe von &;, a, «;, 
so findet man aus = 0,422086, i 
05404 = TENUSS — 0,395064, 
hieraus findet man die Werthe der zwei imaginairen Wurzeln a, «,, 
0,211043 + y^(— 0,350525) = 0,211043 + 0,5920516 y/(— 1). 
Directer, aber weniger bequem, hätte man den Werth von «;, a, finden 
künnen, wenn man die Reihe (D,) gebildet hätte, 

Um noch ein Beispiel der Auwendung des Vorhergehenden zur 
Auffiidung der Werthe der imaginairen Wurzeln zu geben, soll die Gleichung 
æ—x+1i=0 

aufgelöst werden, die Legendre *) behandelt hat. Man findet 








*) Theor. des nomór. art, 118. 
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X 2 3 5 5 “4 7 & 2 ee M A i2 1: t4 45 
lex [2] ~ * 4 a) 4 " 
19 m 13 29 2 bp 26 ; 2? 28 
Ps 30 2 i^ 35 36 35 36 37 ig 370 $8 
vue S — 17 72, 3 é pis stone 300, pcs) E M is tv 672, 215, 625, — 1216 $ 8457, 
40 
41 H 4, 4 eS 


(C) = 0, ^ 6, 12, 10, 10, 28, 25, 42, 54, 88, 114, 156, 228, 316, . 
444, 610, 8TA, 1216, 1/02, à 
Die zwei ersten Wurzein sind also imaginair, un nd. men tindet als E Kithe- 


rungsworthe 


&/4 


, 1702 . 
(ud. == =” 1,43... 7, Oi: bg == vvv UL 1 = 


402, e. By = m 4946 — 1,399; 


w 


: 610 

Man setze daher 
Ferner ist 25 
GA) — es 3, 3 —" Eo es tg — 11, = B» — 16, — er — 30, me hy FT Ok, 


als 2.1237 
also TEN. 1 483584. 


Hieraur Gndet man, als Werth der zwei ersten Wurzein &,, a, ; 
| — 0,726792 + 0,933634. (— 1). 
Die Werthe cer zwei anderen Wurzeln, ¢,, w,, findet man aus den Glei- 
chungen (Q5, 04 = n 03 d 04 —1 453584, 
woraus man die Werthe 0,726792 + 0,4313435 y (21) erhält; statt die- 
ser Werthe hat Leg endre 0,727136 + 0,430014 y (— 1). 
103. 

indem ich mir eine ausführlichere Behandlung des Z Zusammenhangs 

zwischen den recurrivenden Reihen und den Wurzeln der Gleichungen 


auf eine andere Selegenbeii. aufbewahren muls, füge ich nur noch Ot 
Bemerkungen hinzu. 


i, Ans derselben Idee, auf welcher die in den vorigen $8. gelehrie 
Methode beruht, lassen sich eine Menge anderer ähnlicher Methoden ab- 


leiten, Es wurden nemlich dert Reihen gebildet, deren rtes Glied = 


4^ Or « «07, und andere, deree ates Glied = (ua... ok 0) 07 oO oa oe 07 
ist, wodurch Summe und Product der r W urzeln Alzenau &, gefunden. 
wurden, Man sieht aber leicht, dafs man denselben Zweck erreichen kane, 


«wenn man Reihen bildet, deren ntes Glied =@{@, , Gus 2... GO Ware .07, 


und ander: deren ntes Glied = Q (25 soon) (Grp dy tose 8.) UW eee} 
Cre "x Jes nt LE M Bal. Xf, ft. SX 40 
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ist, wo Q (a, (o e «e e (t) eine Function der ersten r Wurzeln bedeutet, in 
der sie alle auf gleiche Weise enthalten sind. Solche Reihen lassen sich 
aber wirklich auf mannichfaltige Weise bilden, und es sind daher auch 
mannichfaltige Auflósungsniethoden möglich. So z.B. hätte man um die 
Producte der Wurzeln zu finden, statt der Reihen (C,) (C,) u. s. w. auch 
die Reihen (Dj), (D;) u.s.w. anwenden können, weil, wenn man jedes 
Glied der letzteren Reihen durch das vorhergehende dividirt, der Quo- 
tient sich ebenfalls den. Producten &,.%5. 94.02.03 US We näher. — 

IX. Von den Reihen (Ci), (Cy) .... ist jede folgende mühseliger 
zu bilden, als die vorhergehende, weil die Glieder jeder spüteren Reihe 
zusammengesetzter sind, als die einer früheren. Ist daher die gegebene 
Gleichung von hohem Grade, so kann die Berechnung der Reihen sehr 
umstündlich werden. Man kann sich aber die Mühe sehr erleichtern, 
Ist nemlich eine Gleichung vom 2 mten Grade 

a he Ay amt He + dom =O 

gegeben, so braucht man nicht aus der ersten Reihe (C), 27: —1 andere 
Reiben (Ci), (C2) ov 06 (Om), und 2 —1 andere (D), (D)).... Dams 
abzuleiten 5 sondern man leite aus der ersten (C) nur 7— 1Reihen (C,), 
(€).... Gy 15 und m— 1 andere (D), (Dj)... . (D, 5) ab; hierdurch er- 
führt man die Werthe der ersten Wurzeln, &,0,....0,,. Um alsdann 
den Werth der folgenden m Wurzeln zu Bree substituire man in 
der gegebenen Gleichung statt x den Werth os Hierdurch erhält man 
eine neue Gleichung vom 27nten Grade, in der y die unbekannte Grölse 
ist, Man suche nun wieder mit Hülfe der recurrirenden Reihen die 77 
ersten Wurzeln dieser Gleichung: kennt man diese, so kennt man auch 
die letzten Wurzeln der ersten Gleichung, da, vermöge der Gleichung 
a cm n: den grölsten Werthen von y die kleinsten Werthe von x entsprechen. 


II. Durch Umbildung der gegebenen Gleichungen in andere kann 
man oft Reihen erhalten, die viel schneller convergiren, als diejenigen, 
die man aus den ursprünglichen Gleichungen erhült, wie schon Euler 
hinsichtlich der Reihe (C) gezeigt hat, Man wird sich aber durch Ver- 
gleichung sehr bald überzeugen, dafs. die Methoden, die auf Anwendung 
des Theorems (4) beruhen, viel bequemer sind, als die Methode der 
recurrirenden Reihen, sobald es nur darauf ankommt, die Werthe der 
reellen Wurzeln zu finden. (Der Schlufs folgt im nächsten Hefte.) 


a I 
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HEURE 
 Demonstratio formulae 


e x70 e~ a^ 0 
fu au u = LEE - Tats 
"E ee Fate — Fic» 


. (Auct, Dr. C. G. J. Jacobi, prof. math. Regiom.) .. 





Quoties variabilibus x, y c omnes positivi tribuuntur inde a O um 
que ad + ©, posito 
Lyr, c-r, 
variabili novae z valores conveniunt omnes positivi a O usque ad + oo, 
variabili z valores omnes positivi a O usque ad +1. Fit simul 
| | 2æx0y zrórÓw, — 
Sit iam e notatione nota: 


E T (e) -J. e^ tian 


C(a)T(6) = ff e an yt gp y, 
variabilibus a, y tributis valoribus omnibus positivis & 0 usque ad * 20e 
Posito autem: | 


habetur 


ay =r, æ= rw, 


integrale duplex propositum ex antecedentibus altero quoque modo in 


duos factores discerpitur: 
T(e)T (6) = IE emp furta wy àw, 
unde Tuin 
a— = (a b 

18 w ! (1— 20)? Ow zy rne 
Quod est theorema fundamentale, quo integralium Eulerianorum, quae ill, 
Legendre vocavit, altera species per alteram exhibetur, 

23. Aug. 1833. 
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29. 
Aufgaben. 


BET EAA MARS ES ATOS 


1. 
iin schwerer Körper bewegt sich, mit g'eichfórmiger Geschwindigkeit, 
auf eirer Linie fon die der Durchschnitt einer Kbeno durch den Mittol- 
not der Erde mit der Oberfläche der Erde (des ruhigen Meeres) ist. 
Wie w vied sich die Kraft, mit welcher der hewegte s die Bahn, wäh- 
rend seiner Bewegung, drückt, zur Schwere verbalten! 
2. 

i, Ea so fern ein geradliniges Polygon i» allen Fällen durch die 
Länge und Lage der Perpendikel aus einem festen Purste auf die Seiten 
vollständig bestimmt wird: die Seiten, Winkel und den Flächen-Inhalt des 
Polygons durch jene Bestimmungsstücke auszudrücken, auch die Bedingun- 
gen zwisehen den Bestimmungsstücken 1 in den drei besonderen Fällen ame 
‚zugeben: wenn Fin Ecken des Polygons in einem und demselben Kreise 
lie gen: wenn seine Seiten von einem und demselben Kreise berührt were 
wen Beiden zugleich der Fail ist, 

ff. In so fern ein von Ebenen umschlossenes Polyéder in allen 
Füllen durch die Länge gud Lage der Perpendikel aus einem fesien Punct 
auf die Seiten-Ebenen vollständig bestimmt wird: die Kanes die Winkel 
zwischen den Kanten in den Seitenflächen, die Winkel, welche die Seiten- 
flächen mit einander machen, uud den kürperlichen Inhalt des Polyéders 
durch jene Besthnmungsstücke auszudrücken, auch die Bedingungen zwi« 
schen den Bestimmungsstücken in den sieben besondern Fällen anzugeben: 
wenn die Ecken des Polyéders in einer und derselben Kugelflüche liegen, 
wenn eins und dieselbe Kugelfläche alle Seiten- Ebenen zugleich berührt, 
wenn eine und dieselbe Kugelfläche alle Kanten zugleich berührt, und wenn 
je zwei von diesen drei Umständen, oder alle drei igleich Statt finden. 


Cui 


— 








a 


Druckfehler im 2ten Hefte dieses Bandes. 
Pag, 193. lin. 25, loco gx =gx leg. s^ x == am 
~~ 195. -— 10. l. imaginaria leg. imaginarie. 
-— = — = d evadit leg. evadat 


EEE Yd fee” die Ji pop er (c ar) 


— — — 18.1, EN x == etc, leg. grt mz p FA else, 


— me me, 94,41 f ay [otia ete. leg. f amy [toa nn etu, 
— — -—Si.k dw cR. leg. c" (1--b7)-- br o 

-— 196, — 19. = leg. =F 

I, ibidem leg. itidem 
— 197. — 4,1, suppeditat leg. suppeditet, 


seme 


bend bed 
L 


or 
— > — — LU. 
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| 30. 
Note zur Theorie der Convergenz und Divergenz 


der Reihen. 
(Von dem Herrn Prof. J. L. Raabe zu Zürich.) 


nm nt sel 


Im 10. Bande der Zeitschrift für Mathematik und Physik, redigrt von 
Ettingshousen und Baumgärtner, habe ich folgenden Lehsatz be- 
wiesen. 

„Wenn x, das allgemeine Glied einer Reihe vorstellt, und die Grenze 


,; des. Ausdruckes n(-—1) beim unendlich grofs werden von 7 gleich 
nA 


„k ist, so convergirt oder divergirt die in Rede stehende Reihe, je nach- 
„dem # grüfser oder kleiner als die Einheit ist.” 

Dieses Theorem kann man mit Erfolg anwenden, um zwei Reihen, 
von denen das allgemeine Glied der Finen eine Function des der Andern 
ist, rücksichtlich ihrer Convergenz oder Divergenz zu vergleichen. 

In der That sei uv, das allgemeine Glied der einen Reihe, und f(u,) 
stelle das aligemeine Glied der andern Reihe dar, wo f(v,) irgend eine 
wilikürliche Function von u, ist die beim unendlich klein werden von z, 
nicht auendiich grofs wird, 

Seizt man nun 


tn) 
1, # = lima” (A — 1), 


wo sich die Grenze lim. auf das unendlieh grofs werden von 7 bezieht, 
so convergirt oder divergirt die Reihe, deren allgemeines Glied f{u,) ist, 
je nachdem £'— oder < als die Einheit ist. 
Aus der Gleichung 
k = Iim.n (= —1) 


Un+i 
findet man: 


lim. fu) = lim. | (u + “EF DE 
daher geht die Gleichung (1.) uber in 


Unf! 
Dr ds bre eh 


Ja) 
Crelles Journal d. M. Bd. XI. Hit. 4. 1 
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Entwickelt man nun f (u + EE) nach der Taylorschen Reihe, so hat 
man, wenn die vorausgesetzte Eigenschaft der Function f(u,) berücksich- 


tigt wird T ms | 
Y : ki = klim. (freta) 


S (Unt) 
e "y d . f (tn41) 
wo der Kürze wegen /f'(u,,,) statt PIA: gesetzt wurde. 


Setzt man nun fach ee 
Ta) ee BR 
so hat man ; 
is = k lim. Fur) 
Diese Gleichung zeigt die allgemeine Abhängigkeit der Grölsen À‘ und £ 
von einander. 
In dem besondern Falle, wenn 
lim. Fu.) = 1, 
ist 
ki = E, 
und dann sind, je nachdem / > und < 1 ist, die beiden Reihen pleich- 
zeitig convergirend und divergirend. 
Sei Ze B. ut 
x ge — nl 
AC PEN, er (1 — un) 
so hat man s 
lim. F(u,,,) = a, 


daher 
GU im ATE 
Ist nun, um einen besondern Fall vor Augen zu haben, 
1 


pu UPS UE 
so sind die beiden Reihen. 
1 1 1 1 
Lie abs CLE 
9w 34 Zw n" 
jete À gore gera T pee 
wo w==f—0« ist. 
Da hier £ = 1 ist, so ist À’ — a, daher wird die zweite Reihe con- 
vergiren oder divergiren, je aachdein & > oder <1 ist. 
Zürich. den 21. August 1833. 
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s 
Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendune. . 


(Schlufs des Aufsatzes No. 1. im ersten, No. 10. im zweiten, No. 18. im dritten, No. 30. im vierten Hefte 
X. Bandes, No. 4. im ersten, No. 12, im zweiten und No. 27. im dritten Hefte dieses Bandes.) 


(Von dem Herrn Dr. Stern, zu Gottingen.) 
Sechstes Capitel. 


Fernere Anwendung der Kettenbrüche auf die Theorie der Gleichungen. 


104. 


Ks sei die allgemeine Gleichung des zweiten Grades *) 
1 ax -BOx-—wy-0 
gegeben, so hat man 
2. (#x+)x = y und 


$. x= TU m4 = Fy:ß+tay:ß-+tey:ß+ ay:Bete.), 


so dafs also die eine Wurzel der quadratischen Gleichung durch einen 
unendlichen periodischen Kettenbruch ausgedrückt ist, Auf ähnliche 
Weise findet man den Werth der zweiten Wurzel. Denn aus Gleichung 
(2.) folgt 

ax = —/f+ À, 


oder | 
Base air 
ee Rte rer 
a Tax? 


und nach gehöriger Reduction findet man hieraus 
9, x = —F(£+Y:ß+ay:B+ay:Pete.). 

Diesen Werth hätte man auch unmittelbar aus (3.) ableiten können, da 
die Summe beider Wurzeln. — z sein muls. | 

Sind die Wurzeln der Gleichung (1.) reell, so kann man daher 
durch die Formeln (3.) und (4.) Näherungswerthe derselben finden, und 
und zwar erhält man nach §.5., wenn man 7 Theilnenner zur Berech- 
nung anwendet, und ay == setzt, aus (3.) die Formel 


man nm m 


*) Euler Introd. in anal. inf. cp. 18. 
41* 
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la + Gn — mera PES pm. + ete. 
0.5 329-2 DM DIG 


| B" 4- m —1)877. 3 + rues B"-+.0* ete. 
und aus (3.) die Formel 
Br -- |e" + (m ae. 1) (oser j + PR? an * à? + ete] 


Wo! umm —— a EE 





2 








Cm 14 (m a 2), jm NC m —3) mam LE à* + etc. 


9, 





Nur in dem Falle, wenn B=0 ist, sind Fon Formeln zur Berechnung 
untauglich. 


So wie die Wurzel jeder quadratischen Gleichung durch einen 
periodischen Kettenbruch ausgedrückt werden kaun, so ist auch umge- 
kehrt jeder unendliche periodische Keitenbruch die Wurzel einer quadra- 
tischen Gleichung. — Füngt die Periode schon beim zweiten Theilbrueh 
an, so dafs z.B. der Kettenbruch 


F(a-pb,:9,4- by: a, d... b, Om bio, + bia, in inf.) 
ibe sc hat man 


8 v b, : — (mtr a —a). Ny » On LAE a, Am? M o 
» (an x — -a).a Q,5 Amp 0" «a, , An—2 











@m 4 —a 
welcher Ausdruck auf eiue quadratische Gleichung zurückführt, deren Wur- 
zel x iste Sind mehrere der ersten Theilbriiche nicht in der Periode 
enthalten, so dafs man z.B. den Kettenbruch 


* 


x -F(cld:ie- du eedd4:6544-5,:014-.7..5,:«,, etc. 


e . . ee b b e . ~ 
hat, wo sich die Theilbrüche ul tees periodisch wiederholen, so kann 
A 


m 


1 d a 
man statt x den Werth x = c + Pn einführen, wo 
ze I: 


. 
. 


^ de 
RE = 
y=Fi, ti: +... +bn:0,+b:2ı +... + 5„:0„ etc.) 


ist; nun it, wie eben bewiesen wurde, y die Wurzel einer quadratischen 
Gleichung, folglich auch x eiue solche. 
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105. 
Auch die Wurzeln einer Gleichung des dritten Grades können 
auf ähnliche Weise entwickelt werden. Da eine solche Gleichung immer 


auf die Form 
0. x?— ax —b=0 


zurückgeführt werden kann, so hat man 
2 ; a b 
(x —-0)x = b oder &° = à + ped. 


also 


—— o 


wo sich jedes Wurzelzeichen auf den ganzen folgenden Ausdruck bezieht. 
Da jede Gleichung des 4ten Grades auf eine andere des 3ten Grades zu- 
rückgeführt werden kann, so können auch die Gleichungen des 4ten Gra- 


des auf dieselbe Weise aufgelöst werden. 
Eben so erhält man aus der Gleichung 
il, rt 0x bb = 0, 


und 


Ver t—— 
V Grae); 


und die Gleichung 
13. (@"—ay(cxr+d) = bx 


Paki 1e 


Dep 


giebt 


und 


ay PEE Keri 


Me + 


ne 











ee a+ m) * 
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Die Ausdrücke (10.), (12.), (14.), sind jedoch keine Kettenbrüche 
in dem Sinne, in welchem dieses Wort bisher genommen wurde, da die 
einzelnen Theilbriiche nicht von einander unabhängig, sondern durch ge- 
wisse Operationen mit einander verbunden sind. Daher übergehe ich 
eine genauere Erörterung derselben, wiewohl sie eine solche, namentlich 
in Beziehung auf Convergeuz und Divergenz, wohl verdienten. - 

106. 

Statt der Formeln (3.) und (5.) könnte man noch eine Menge 
anderer entwickeln, die den Werth der Wurzeln der Gleichung (1.) an- 
güben. Denn substituirt man statt x den Werth y -|- e, so geht die Glei- 
chung (1.) in folgende über: 

15. ay +QRae + rt tße—y=0; 


Qaet f e E— : 
setzt man aar p, entr = — 0, so findet man 











16, y = ti 
p+, 
oder P 
17. y ——íp 1 7 , 
also Es P eee! 
18. cb oder 19. eh ao ee 
P pets p p etc. 


107. 

Am wichtigsten ist die Entwickelung der Wurzel einer quadratischen 
Gleicbung unter der Form eines Kettenbruchs, dessen Theilzähler alle 
— 1 und dessen Theilnenner ganze positive Zahlen sind. Um diesen Aus- 
druck zu finden, kónnte man die in $. 87. gezeigte Methode anwenden, 
oder auch zuerst die Gleichung 

ux + fx —1y = 0*) 
— t Y (day 
auflósen, und dann den Werth der Wurzeln x — | in einen 
solchen Kettenbruch verwandeln ($. 86.). Die Operation schreitet aber 
viel leichter fort, wenn man folgende Methode anwendet **), 





YS Hs wird hier immer vorausgesetzt, dafs c, B, y ganze Zahlen, und die Wur- 
zeln der Gleichung reel! sind, 
7*) Legendre theor. d. nombr. art. 59, 
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Man sei in der Entwickelung bis an den Theiluenner «, gekom- 
men, so dafs man als Werth der einen Wurzel 
ge E eI re) 8) PG tie 1:2... 1i afl eq 1:2) 
gefunden hat. Die Wurzel wird hier. immer positiv gedacht; wäre sie 
negativ, so könnte man — z statt x setzen, und den Werth von = be- 
trachten. Es ist also 

RAR D RE CAES 
19. 2a &«05,, amt a, , a Um—ı (S. 7 dy 


und 
90, z — I5 md 2 œ.a PE = Ayo EE T9 
S fee P E TAE) G.aG, 0Gm-——ü0,:, “am (a + 5°) ? 
oder, wenn man Zähler und Nenner mit 
Ba, Ont 2.8, a,+a, a, V 4ay +P’) 


multiplicirf, und zugleich bedenkt, dafs c, &,,.0,, @m—1—~ @; 0, ,.0,, Oo, —=+1 
ist ($. 15.), so findet man 

















VAI 
Dum 


232. 4 = ji4ay+6, 
23. tz — i (0,6, Oy yyy 4 ]-2,,0, lan) — 60,0, 0, 0, HY By y Ugly ms y 
24. XD —a.(a,a,y -]-Q.a, a,.0,, 0,— y. (a, Am) 
ist. D ist also immer eine ganze Zahl. Da ferner 
0405.01, 020 —520,;0 1-01, Gy tt 1 

ist, so mufs eine der Zahlen a, 2,,.a,, @„_ı und 4,4, ,.4,, &,, gerade, die 
andere ungerade, also ihre Summe eine ungerade Zabl sein: folglich ist 

Jl eine ganze Zahl, wenn ß gerade ist; im entgegengesetzten Fall ent- 


2l. = 





wo 


1 . 
hält es den Nenner 2, Setzt man z — 2,,,-]-—, so kann man wieder 
CE 
auf ähnliche Weise 


Y A4 4- I! 
25. + = ux Dus 
i 
und eben so, wenn man z,— 2,4;-- — setzt, 
"VALI 
26. TT) came D^ 


finden. Die Werthe von 7,, D, und von Z,, D,, kann man unmittelbar 





*) Es wird tm Folgenden immer vorausgesetzt, dafs a grüfser als 1 ist; im 


.. 1 * , 
entgegengeseizten Falle könnte man — statt x betrachten. 
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aus den Werthen von J, D ableiten, indem man überall statt 7 bezüglich 
mL, m +2 substituirt; nur mufs man nieht vergessen, jedem folgenden 
Gliede in der Reihe 7, 7,, 7,,.... und eben so in der Reihe D, D,, D,,,.... 
das entgegengesetzte Zeichen des vorhergehenden zu geben, da z.B. 

By 0,1904, On Us Bm: O15 Omi, == + 1 
ist, wenn 2, Ay. 0:5 0, ,—0,, 04.0, 0, , — +1 ist. Aus (21. ) uud (25.) 
folgt VEIT D, 

Dirt ES VEALT2 
oder 
A+yYAALLyYA E411 = a... DV A+ ar: D.T, + DD,. 

Hieraus erhält man die zwei Gleichungen 

270, J, Cees 

28. 4 = (a,,,.D—Di+DD, 
und wenn man den Werth von 7, aus (27.) in (28.) substituirt, 

29. 4=1?+DD, 





d S = 2 
SE gU. Dae as 
D 
Man setze daher im Anfange der Entwickelung Se — I, «=D, und die 
grólste in y 4 enthaltene Zahl = /V; alsdann ist der erste Theilnenner a 
pre « IN H i bere = 
die grófste in - + enthaltene Zahl; dann ist Z, = aD —1, D, = A = : 


aus JV, D,, Z, findet man wieder den zweiten Theilnenner 2,, und so 
kann man den ganzen Kettenhruch entwickeln, Die folgenden Nenner 
D,, D,, ws. w. kóunen auch auf folgende Weise gefunden werden. Aus 
(27.) und (29.) folgt 


3l. T5 I TUM D, —lI,, 
32. 4= 1, + Dies 
also 5 
LAE DD, — T , D, D, 
oder S 
D, — Tp In. +D; 
nun ist L+I T 31) 
I Tin Q4 5, - 
folglich s ( : 


33. D, = Ur [,) Ont ar D. 
Im Anfange der Entwickelung kann es vorkommen, dafs die Nenner D, D, .... 
abwechselud positiv und negativ sind. Sind nemlich die Wurzeln der 
nm 


. hd . e. a am 
Gleichung noch nicht getrennt, so dafs beide zwischen —-— und 
a., Am i dis Am+ı 
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liegen ($. 87.), und substituirt man diese Werthe nach einander statt x 
in der gegebenen Gleichung, so erhält man die Werthe 

NOT, GER Da) w,.0,,0, Ne re 

B. ala, 0,4) +P-%, G6, 41-01, Ems — (635 On)... 
die nothwendig dasselbe Zeichen haben müssen, da zwischen "= und 


19 Um 


a, Am * * ee 2 * . 
——** zwei Werthe liegen müssen, die, statt x substituirt, den ersten 


G5, Am+ys 
Theil der Gleichung auf Null reduciren. Nun ist 

Dis eet) = RE CB) 
also haben D und D, in diesem Falle verschiedene Zeichen, Geht man 
aber in der Entwickelung weiter fort, so werden die Wurzeln getrennt, 


-r 


und man kommt bald an zwei Näherungswerthe / (a, a„), la, a,,,), die 
nur Eine Wurzel zwischen sich enthalten, so dafs alsdann (4.) und (B.) 
verschiedene, und daher D und D, gleiche Zeichen haben. Ist man so 
weit gekommen, so ist DD, eine positive Zahl, und daher der Werth von 
I, innerhalb bestimmter Grenzen eingeschlossen, indem 1, —.4 — DD, , also 
34. I, <Y 4 
ist, und da 2,4, D, — £, 4- Z,,, so folgt 
SHE mee ad, 
so dafs auch die Nenner D,, D,, .... zwischen bestimmten Grenzen ein- 
geschlossen sind. Da aber der Kettenbruch ins Unendliche fortläuft, D, 
und 2/ aber ganze Zahlen sind, so müssen auch dieselben zusammenge- 
hörenden Werthe von D, und JZ, sich unendlich oft wiederholen. Hier- 
aus folgt, dafs nach einer gewissen Anzahl von Theilnennern (die auch 
Nul! sem kann) der Kettenbruch periodisch wird, d.h. daís von dort aa 
dieselbe Reihe von Theilnennern sich ins Unendliche wiederholt.  Übri- 
gens folgt aus den Formeln (34.) und (35.), dafs die Anzahl der in jeder 
Periode enthaltenen Theilnenner kleiner als Y4.2y 4 — 2.4 sein muls. 


108. 
Es folgt hieraus, dafs die eine Wurzel der quadratischen Gleichung 
x= Eo in einen periodischen Kettenbruch, dessen Theil- 


zühler alle — 1 sind, entwickelt werden kann. Was nun die andere Wur- 
zei betrilit, so wird der ihr entsprechende Kettenbruch unmittelbar durch 


—f-4-Y (day 2 
folgendes Theorem gefunden. Wird der Werth von x — PV URP) 


2G 
durch den Kettenbruch 
Crelle’s Journal d. M. Bd. Xi. Hit. 4. 42 
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1 
ie 1 
+ 
b, 


1 ] 

as Flatl:a +... +lian t+l:ia+l:a +... t1:an 1-1:a,, etc.) 

ausgedrückt, so dafs die Theilnenner 6, b,, ..,. 5, nicht in der Periode 

vorkommen, dagegen die Theilnenner €, a,,....@„ sich periodisch wie- 

derholen, so ist 

—8--Y (4ay+ A?) 4 
ea = 

" 2a b 


en — 


bius 


Sedi 

m bn— Fam dias deas Liam T i20 1:aetc.)? 
so dafs die nicht periodischen Theilnenner wieder dieselben sind, und in 
derselbeu Ordnung vorkommen, die periodischen dagegen ebenfalls die- 
selben sind, aber im umgekehrter Ordnung erscheinen. Man betrachte 


zuerst den Fall, wean nur ein nicht periodischer Theilnenner 4,, vorhan- 
den ist. Alsdanu ist 











av e x—F(b,-1:a-4-1:2,-.... 1-1:0,, ete.), 
oder 
(a 4-2 — b,,)a, , &m— T a, , Am-ı 
m zu (Form. 8. ) = NE Bin + (ant 2—Dm) a, a; a, Am-ı i T2, , ms 
1 
Em Fr — bu 
oder 


(2 —b,,) a, , Ami 7-0, > Am 
z=b„+ 5 — xD) es dai is wu 
Hieraus folet 

"P gite Cry ci een nl. 
Setzt man nun 


x, = by fF (au lie a +... $1ia+ 1:04 +... 1:0 etc), 


so ist 








Ei ART EU 
y, od Om À Em d pe 
n— 
va 1 
re: 
oder re » 


31. Stern, Theorie der Kettenbrüche. 319 


im = Jams at am. a] 
(by, mn Ky) 08, d + an-ı 9 Vy 


. 


37. m =b„— 
Da nun 


ER; 
ist, so sind die Ausdrucke (36.) und (37.) durchaus identisch, wenn man 
x mit x, vertauscht; daher muß x, die andere Wurzel derselben Glei- 


- . . » — PE Ve 4 A ! y 
chung sein, deren eine Wurzel x ist, oder es ist x, = ETC), 
4 


Q—0,045 Ans 0; 9m is ns Q,0, ,—-0,.,,05 0O,0,., = En 2G 


Ist nun die Wurzel einer quadratischen Gleichung 
eycmFE(b.1:5,4....-F 1:5, + 1:0 - 3:0, T- ....-- 1:0, ete), 
so dafs 4, 6,.... b,, die nicht periodischen Theilnenner sind, und führt 


man statt y eine andere unbekannte Grófse ein, so dafs 


1 
(ue 


und e=F(b„+1l:e-+....+1:a, etc.) ist, so erhält man eine andere 
quadratische Gleichung, deren eine Wurzel x, und deren andere daher 
x, = b, — Fa, + 1:0, 4 - 1:284 d:0,....-]- 1:0 ete.) ist; folglich 
ist die Wurzel der ursprünglichen Gleichung 
yi Fb --1:5, d-....43- 1:5, 42-1: *). 
Entwickelt man die Gleichung (36.), so findet man 
38. a,a, x^ + (a, a, —25.a, 0, 1 —0,, 0, x 
F5, (55.0, 0, 4 À Oro ni) —5,.0,0, —2,,0,,, 














folglich 
Dh (bm.a, Ant a, , An) b A, Am As An Tees 
8 ee I = x. 
QA, Gy Ma » 9 in—1 a, @m—1 bo 
oder, da 
DES OA Una LT, n à : d,a Ur, 
a a la 0 er 2L Flo a): 
a, GO m—1 2 a , OQ in--1 Ka , (i Ho 7 
1034, Om — Tim : a.: a, Am) : a= Are n BEL c Fon 2 a) 
y Q;n-— a, Om d ns c, Om 6 s F(a, Um) P (a5 ? ar} fa a Am) 3 
so ist 


* = — Ei (Ep a 
PE a... tA a) tas d] — u 


In dem besonderen Falle, wenn 5, — 0 ist, hat man, wenn man, statt 
x, x,, ihre Werthe substituirt, 





*; Man vergl. Théor. des. nombr. $. X., Journ. für die Mathem. Bd, 6. S. 232 ff. 
42 * 


320 34. Stern, Theorie der Kettenbrüche. 


20 Flan, , @) Fi Flam, am Om. Y». e. mI ae amt: ira vous onte ete.) 
Men F(a, Qin) "F(ati:a a, +. „ti: -1:a,--1: a mt a, +...+1 Ametc.) " 
Die Wahrheit dieses jeu Nalst sich auch erweisen, ohne dafs man 
nöthig hat, auf die Theorie der Gleichungen zurückzugehen. Schreibt man 
nemlich statt Fla-+1:a, +... --1:a0,-- 1:0 +1:0, d-....-- 1:0, etc.) den 
Ausdruck Piatra, be. pela, d- 1:0, 4; 4- 1:0, 4; hoc $1 Ging: etc.) 
so daís @ 220,41, u pas 0000 Am == Armaiy eoo, BO hat man 

40.  F(a--1 EAE :0,, b1:an4, ete.) 
(ue. d AM er ER 24.). 


a a „a 
12 m pain ues 
Q,, Ami D + - 

















Qi, Gom--1 asie 
Schreibt man nun eben so statt 
Fa, BU Ayu +... +1: batt Gn 1-1: 0, H- ete, 
den Ausdruck 
F (c+lic 4-.... +1 Cm Hi Ona FL: Crago even Comzı etc.), 
so dafs 
CLm—0,, Op Ou 4, Cm m0, Con ps Con Fm Oy Comp FH m0, 
so hat man: 


41. F(a,+t:¢,_,-....$1:¢+1:2,, ete.) 


1 C€,.€ 
rn TOR UN 
FFT € oe C; core i ; s. ^o nt ? 
: 3 Ci; Omi en j 


Cy C2m+1 etc. 














nun ist 
61; Cy = Qm—19 go a, Om 15 €, Cn == C € = 4, Any 


ferner 

C4, noH ana Ci. ftv Cup» Compt + Cx, ‘Gree ae Cm 9 Compt ( $. s Form, D) 
= Cis Co Cu pts € mit Cy € m- 4)77 61, Cons (On ,a ton. 1501) 7 0,, 6, (0, 0, 0,,0 Ca. 1). 
Daher EAT die Formel (41.) in folgende über: 


42. Fig, li dain) = 


Auch ist 
G,, Gimp = yy Uy mi 9 Comat Lio ois mas Do 4177 04 y Om (a,a,+ a, aes 
Daher geht die Formel (40.) in folgende über: 

43. Fia Kr a+... 1:0, ete.) 

/ 


aime ie eg by 
1 > Um 
\ a, Am + G3, Ami B RSS M uo eel = 


( a, a, t 


a, d»-1 H 
\ 2, am ha Am- RES + 


a, Ana, ; Am-ı etc. 














a, Q5-]-2,, Am-—ı etc. 
Dividirt man (42.) durch (43.^, so kommt man wieder auf (39.) zurück. 
Diese letztere Darstellung zeigt zugleich, dafs der Ausdruck (38.) 


31. Stern, Theorie der Kettenbriiche. 321 


auch richtig ist, wenn die Theilzühler nicht alle = 1, sondern vielmehr 
= 0, and. 
109. 
Eine besondere Betrachtung verdient der Fall, wenn die Gleichung 
(1.) eine reine quadratische, also @ — O ist. Alsdann sind die zwei Wur- 


. . . * . * IH N * 
zeln nur im Vorzeichen verschieden: die eine ist +} \ t )» die andere 





(2) Ist also die grófste in V) enthaltene Zahl — 6, so dafs 


a 
1 


1 LJ e / pe 
yz) =b4+7 ist, so ist — (2) = — (54- =)» Es kann aber nur 


der eine Theilnenner & nicht in der Periode enthalten sein; denu da der 
nicht periodische Theil des Kettenbruches beiden Wurzeln gemein ist, so 
würden beide Wurzeln, wenn mehr ais ein nicht periodischer Theilnenner 
vorhanden wären, mit demselben positiven Theilnenner 6 beginnen. Von 
der anderen Seite muls ein nicht periodischer Theilnenner nothwendig vor- 
handen sein, weil der von Anfang an periodische Kettenbruch 
F(a--1:a, - ....-F1:o,2-1:a -E 1:0, 4- .... -- 1:0, etc.) 

die Wurzel einer unreinen quadratischen Gleichung ist, wie man aus For- 
mel (38.) findet, wenn man 6,, == setzt. Es ist also die eine Wurzel 


44. V(Z) = F(b-iio fi ptio, 1:0 ten tiie, eto), 


und daher die andere 


AE LS V(Z) = F((b—a,) —1:a, ,--1:a,, ++ Liotta... hie ete.) 


Hieraus folet b— 0, — — 5, oder @,,== 26; ferner 
CT EE tog, c tete, TCverplo 6 14. ); 

d. b. entwickelt man den Werth der Quadratwurzel einer sanzen oder 
gebrochenen (nicht quadratischen) Zahl unter der Form eines Kettenbruchs, 
dessen Theilzühler alle — 1 sind, so ist der erste Theilnenner nicht in 
der Periode enthalten: diese fängt vielmehr bei dem zweiten Theilnenner 
an: und enthält sie 724 1 Theilnenner 2,0, .... c,, so ist der letzte 
a, — 2b, die übrigen sind paarweis einander gleich, und zwar so, dafs 
diejenigen, deren Indices zusammengenommen = m — 1 sind, gleich sind; 
ist 71 eine ungerade Zahl, so hat die Periode einen mittleren Theilnenner, 
dem kein anderer entspricht (wiewohl er einem der übrigen gleich sein kann). 

Es ist leicht einzusehen, dafs umgekehrt jeder Kettenbrucb, der 
die zuletzt betrachtete Forza hat, also 
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oa Fbti:ett:¢,t...¢1:¢,-1:041: 2041: e412 9,4....¢1:40,+1:2¢71;3 26 6etos) 
ist, die Quadrat- Wurzel einer ganzen oder gebrochenen Zahl ausdrückt, 
weil er die Wurzel einer «quadratischen Gleichung darstellt, deren andere 


Wurzel — — x ist. Ob aber x’ eine ganze oder gebrochene Zahl ist, 
lafst sich leicht entscheiden. Der Kettenbruch (44.) führt nemlich auf die 
Gleichung 


zen Y5? 28 \: 
0, Ay. = bla, 0, — 0, On) 00, Am ig Om (Form, 38.); 
nun ist 
a, Ty = 2 à. a, Cul d a, Q 2 und Om =< 25; Q,0 m—2 — L—0,,C m-—i935 


folglich 2 : 
a, Am-1 = b. a, Tnt + is Qing 


und 





46.37 pa 


Gi e 
also ist x? eine ganze oder gebrochene Zahl, je nachdem ^* z 2%". das Eine oder 
das Andere ist, REN 

110. 
In dem besondern Falle, der hier betrachtet wird, gehen die For- 

meln (22.), (23.), und (24.) in folgende über: 

LM de eC 

46. HJ m 0, 0020, mta DRS One le gs 

47. xD = ala, a, — y. (me, 
Hier ist also Z immer eine ganze Zahl; ferner, da das obere oder untere 
Zeichen genommen werden mufs, je nachdem 2,a,,. 2, , a4. — 0, @n—1+ 15 Am 


positiv oder negativ ist, d. h. je nachdem —"""  prófser oder kleiner als 


Gets, 


V(Z) ist, so folgt sogleich, dafs D von Anfang an immer positiv ist. 


Dafs auch Z von Anfang an positiv ist, lälst sich am natürlichsten 
aus folgendem allgemeinen Satze beweisen. Wenn irgend ein Ausdruck P 
in einen Kettenbruch, dessen Theilzähler alle — 1 sind, verwandelt wird, 


a, Gy. a, a, . ° Tes 
und es bedeuten ————. und -2-" zwei auf einander folgende Näherungs- 


19 Am—ı a,, Cm 











a TE À a,a . 
werthe desselben, so ist P^ gréfser oder kleiner als SR eC UST ; 
a, 2 Am- ji a, ; mn 

Am ee . a, nc 

nachdem * grófser oder kleiner als =, d. h. je nachdem 
a, LI Um a; E Qn tu 

Q, Emo @yy 0, 4 0,54 Cm 0, Am = + 1 oder = —1 
. + "x a Ca PTE a a 1 
ist. Denn im ersten Falle hat man "= =" , also 


Qi, dm—1 Tip Am Q,,Qm«:4,, Gm-—1 
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dant a, An __ E E a, Am 1 


a, ;, Om—1 dis Um Q, s Am a,, eu Qu; Ame an mans 


xm 


setzt man nuu P ( weiches kleiner als m ist ) x ces EAD ist 
1 ' 19 "m a 9c m 
WET, FE) ($. 15.), folglich 


1» Gg]. a; 
^ 
P= d A, Am 2 = (£ Am\ 2%, am 9 3 > Ran x a, Um 
en — —— -— — ——— —— — à 
1»? Gm 7 ds Um LP » m » Am-—ı i a Om 








: : 1 : * xm. 
Im zweiten Falle liegt > zwischen den docte irm 


a, Gm—1 


und 


Qi, Am 


, und ist kleiner als der letztere; folglich ist 


as a; 4 Em S E oder P< a, Am) a, Am 2 


e 
Ay Am—, — G8, Gm Gr; UOm-—xg &,, Em 


s. . a, Ame a " 
Da nun hier V(2) zwischen PLE und 2-7 liegt 


$ 
ay Emi a, ; Am - 


> p 


so ist auch 


a, Am» a. a 
ies m mr , je nachdem 
a 04,5, Am-@,,5 Ga 


0, One 0,4 €, 10,4 0,0, 0, 4 +1 
oder = —1 ist, also in jedem Falle Z positiv. Auch ist = 4— DD, 
(Form. 29.), also Z immer kleiner, als / 4, und weil 0... D — 142, 
(Form. 29.), auch D immer kleiner, als 2 y 4. 


111. 


Hat man außer B=0 auch noch « — 1, so dafs die Gleichung 


(1.) in LEE 


übergeht, und x = Vy = y 4 ist, so sei die grófste in y 4 enthaltene ganze 
Zahl = £,, also der letzte in der Periode enthaltene Theilnenner = 25; 
setzt man daher in dem Ausdrucke a,,,,.D — II, statt «,,, den Werth 


A ILI Cae i . 
2b, so hat man 26 = zp *; nun können J, J, höchstens nur = 6 sein, 


also mufs das entsprechende D=1, und /=Ö, 7, — b sein. Die Formel (47.) 
giebt daher für diesen Fall t1=(e, a,,)?>—y(a@,, a,), wo das obere oder 





, . a a,a 
untere Zeichen genommen werden mufs, je nachdem Pam <V¥ y ist. Da 


der Theiluenner 24 unendlich oft wiederkehrt, so muls auch D unendlich 


i dd, Az 
oft — 1 werden, und es giebt daher unendlich viele Näherungswerthe ———, 


Qi, Te 
die so beschaffen sind, dafs +1—(a,a)—"y(0,,e,) ist. Drückt man 
übrigens den Werth von y^y durch 


F(a 4-1:0, peice 1:0,44 fe 1:0, fee ]- 1:2, ete.) 
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oo 


aus, wo @==b, 6,4,=52 b ist, und enthält die Periode 2,.... «,,, eine 


. * a Ain 2 4 e 
gerade Anzahl von Theilnennern, so nimmt ——7- eine gerade Stelle in 


der Reibe der Näherungswerthe ein, und ist daher grüfser als yy, und 
dasselbe ist bei allen folgenden Näherungswerthen, die dem Theilnenner 
25 vorausgehen, der Fall; alsdann muls immer das obere Zeichen ge- 
nommen werden. Ist dagegen die Anzahl der in der Periode enthaltenen 
Theilnenner ungerade, so nehmen die in Betrachtung kommenden Nühe- 
rungswerthe abwechselnd eine ungerade oder gerade Stelle ein, und in 
diesem Falle mufs abwechselnd das untere oder das obere Zeichen ge- 
nommen werden. 
112. 

Die eben vorgetragenen Lehren finden eine nicht ganz uninteressante 
Anwendung in der Auflösung der Gleichungen des 3ten Grades. List 
man eine solche Gleichung nach der Cardanischen Regel auf, so erhält 
man bekanntlich den Werth der Wurzel x unter der Form 

=yle+/d)+Ya—Y). 
ist nun x eine ganze Zahl, so mufs v^ (a+Vb)=x+vy sein wo x, y 
rationale Zahlen bedeuten. Die Regel, welche man gewöhnlich giebt, 
un, Qus v (a + y 5) den gleichgeltenden Ausdruck z € /y zu finden, führt, 
wie man weils, wieder auf die Aufgabe zurück, eine Cubische Gleichung 
aufzulösen. Dagegen kann dieser Ausdruck leicht au? folgende Weise ge- 
funden werden. Man entwickele den numerischen Werth von V (a + y à) 
näherungsweise, und verwandle diesen Werth in einen Kettenbruch, der 
uur positive Theilnenner hat, und dessen Theilzühler alle — 1 sind: ist 
dieser Ausdruck wirklich die Wurzel einer quadratischen Gleichung, so 
muís der Kettenbruch periodisch sein, und man kann alsdann aus diesem 
Kettenbruche den Werth von zt yy finden. Es sei z.B, die Gleichung 
a3 — ba—40=0 gegeben, so hat man am y (202-7392 2) LV (20 — y^392); 
berechnet man den Werth von Ye (20+ 392), so findet man dafür 
3,41421 ....; verwandelt man nun diesen Ausdruck nach (86.) in einen 
Kettenbruch, so findet man 
3/1421... m 34 L— 
9 a 
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Vorausgesetzt, dals alle folgenden Theilnenner ebenfalls =? sind, hat 
man (20 + 309) = u = 3 Tal woraus man 4 —2--yv2 fine 


det, was wirklich der Werth von Y (20 + ,/392) ist, also 
yL—2-y2442—y2-—4. 

Es kann sich zuweilen ereignen, dafs ein Kettenbruch scheinbar periodisch 

ist, der bei fortgesetzter Berechnung sich nicht als solcher zeigen würde, 

Berechnet man aus dem als periodisch angenommenen Kettenbruche den 

Werth von z--v y, so mufs sich sogleich zeigen, ob dieser Ausdruck 


wirklich den Werth von Us (a+) angiebt. Auch künnte es sein, dafs 


3 
sich der Ausdruck /(a-+-y 4) wirklich in einen anderen s--yY v verwan- 
deln liefse, während der Kettenbruch anscheinend nicht periodisch ist, 


weil man bei Entwickelung des Werthes von 3 (a+yb), die Anniihe- 
rung nicht weit genug getrieben hat. Die hierher gehörenden Bemerkun- 
gen können indessen um so eher weggelassen werden, da der Gebrauch 
der Cardanischen Regel so sehr beschrüukt ist. 


Ciclle's Jonrnal A M. Bd. XL Hft. 4. 43 
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Siebentes Capitel. 


Anwendung der Kettenbrüche auf die höhere Arithmelik. 


Die Theorie der Ketteobrüche steht mit manchen Theilen der höheren 
Arithmetik, und namentlich mit der Auflösung der unbestimmten Glei- 
chungen des zweiten Grades, in genauer Verbindung. Soll jedoch ihre 
Anwendung auf diesen Theil der Mathematik in ihrem ganzen Umfange 
behandelt werden, so kann man nicht umhin eine Menge von Lehren 
aus der höheren Arithmetik selbst zu erörtern. Da dies aber hier nicht 
geschehen kann, so soll nur dasjenige hervorgehoben werden, was aus 
dem Vorhergehenden unmittelbar abgeleitet werden kann. 
113. 
Es soll die unbestimmte Gleichung 

l. ax—by =1 
aufgelöst werden, wo a, 5 und die unbekannten x, y ganze Zahlen sind. 
Die Zahlen a, 5 müssen nothwendig Primzahlen unter sich sein, denn wäre 
a=m.t, b=n.t, so würde die Gleichung 

t(mx—ny) = 1 


widersinnig sein, Man verwandele = in einen Kettenbruch, dessen Theil- 


zähler alle — 1, dessen Theilnenner ganze positive Zahlen sind; ist ze 
der dem Bruche P unmittelbar vorhergehende Nüherungswerth, so hat 
man ab,—a,.5=+i1. Gilt das obere Zeichen, so hat man unmittel- 
bar «== b,, y — d: , oder allgemeiner 
x =b,+ bz, y=a,+az, 
wo z jede beliebige ganze Zahl bedeuten kann. Gilt aber das untere 
Zeichen, so setze man x —b, y — —4a,, oder allgemeiner 
x-——b.lbzye—a asi. 
flieraus folgt unmittelbar de Möglichkeit, die Gleichung 
2. ax—by-c 
aufzulösen, wo wieder 2, 6, c und die Unbekannten x, y ganze Zahlen 
bedeuten. Es wird vorausgesetzt, dafs «, 5, c keinen gemeinschaftlichen 
Factor haben, weil man sonst die ganze Gleichung mit diesem dividiren 
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kann. Hiernach können auch @ und J keinen gemeinschaftlichen Factor 
haben, weil dieser sonst nothwendig auch in c enthalten sein müfste, Man 
jüse zuerst die Gleichung at—bu==1 auf; es sei t=+b,, u = +a,, so sind 
z = +bc+thz, y= te,c+az 
die allgemeinen Werthe, die der Gleichung (2.) Genüge thun *). 
114, 

Wenn die Gleichung x*—.4 y* — D,, wo x, y, 4, D **) ganze Zahlen 

sind und D « y 4 ist, wirklich auflósbar ist, so mufs = ein Näherungswerth 


von ÿ 4 sein, wenn ÿ 4 nach $. 107. in einen Kettenbruch verwandelt 
wird; es wird hierbei vorausgesetzt, dals x und y keinen gemeinschaft- 


lichen Factor haben. Denn man verwandle » in einen Kettenbruch, es 


sei dieser == Z'(a -]- 1:2, 4-....-]- 1:0,), also one Man setze für 


Q1, On 


den Augenblick voraus, es sei n d als der vorhergehende Nähe- 


2 





diga . a,a 
rungswerth "^-L., nun ist m p D. y also ——7 m >V 4, und (weil 
i Ant e ’ an 
Ned) Er Ani ET yi ferner ist 
a, An ^d; arci ds 1 a | 
Fer > 
15». 85 a» An-1 GO, , n « d, ; An hi 


also (da ve: —VA< =) + TE 


a «YA, d. h. es liegt YA zwischen 


a, Gn— 
7% und ———. Setzt man nun Ms O5 0,4, 0, 4770, 04,.0,0 


a, , On ai , An—1 moss 


so ist Z eine positive Zahl ($.110.), und man hat 
1 
de V À == a + qat 


ji 
i 
CORTE. 
res a, An—1 oe a, An oo D . ee 
Wäre ——7—- grüfser, als ——7-, so könnte man zwischen diesen Brüchen 
19 nel 15» Sn 


den Bruch Fie-+1:a,-+....+1:2,—1) = — einschalten; alsdann ist 








*) Diese Auflüsangsmethode verdankt man Lagrange (Hém. de l'ac. de Berlin 
1767). Der Aufsaiz von Pezzi in Memorte della societa italiana T. 11. enthält durch- 
aus nichts Neues, 

**) Überhaupt sollen im Folgenden alle Buchstaben ganze Zahlen bedeuten. 
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na 5 s a, An : 
LT, und YA zwischen — und - enthalten, so dafs man wie- 
i dis An t 15 n 

den én z e, An. oe s 
der alle früheren Resultate erhält, wenn man nur statt ^— = überall ^ setzt, 


ai, Ant 

Soll daher die Gleichung x2°—4y? = D, unter der Voraussetzung, 

dafs D« y A ist, aufgelöst werden, so braucht man nur ÿ4 in einen 
Kettenbruch zu verwandeln: findet sich alsdann unter den Werthen von = 
(§. 107. Form. 21.) einer, dessen Nenner D ist, so ist die Gleichung auf- 


d 7 a, An L 
gelüst, wenn man den Näherungswerth Er berechnet, zu welchem die- 


1,» On 


ses = gehört, indem man æ=@,a,; y=a,,a, setzt, vorausgesetzt, dals 


$275 VA ist; im entgegengesetzten Falle wird durch diese Werthe die 


a, ,ün 


Gleichung «?—Ay?=—D gelöst. Ist 2 


nicht der Näherungswerth, 


b? An 


der einem dem mittlern vorangehenden Theilnenner ($. 109.) entspricht, 
so kommt der Theilnenner a,,,, und daher auch D in derselben Periode 
zweimal vor, und es wird alsdann, wenn der Näherungswerth duale 

Gi s An 


dem ersten D entspricht, der Gleichung x°— 4 y? = — D Genüge leistet, 


, der 





= — ; der dem zweiten D entspricht, die Gleichung 


dis Amn 





der Näherungswerth 


x^-— 4 y* — D auflösen, wenn man x=a,0,„; y=—a,,a, setzt. (Vgl. $.111.) 


115. 
Lagrange hat zuerst gezeigt, dafs durch Hülfe der Kettenbrüche 
die Gleichung 4. a? — Ay? = 1 


immer auflösbar ist, wenn.4 eine nicht quadratische Zahl bedeutet. Zu diesem 
Endzwecke verwandelt man ÿ 4 in einen Kettenbruch nach $.111.; es sei 
V A — F(a-4-1:2, +... 1:0, 41:22 4-1 :a, 4-.... 11:2, 4-1:220 etc.), 
so hat man (a, a,) —.4(a,,a,) = +1; 
gilt das obere Zeichen, so hat man sogleich x =4,0,; y —,,a,; gilt 
das untere, so ist æ der Zähler, y der Nenner des Bruches 
F(a-4-1:2, 4-....d-1:a, 43-1:2a +1:0,+...+1:a, etc.) (vergl. $. 111.). 
Die hier angegebenen Werthe sind zugleich die kleinsten, die der Giei- 
chung (4.) Genüge leisten. Wir wollen dies nur für den ersten Fall be- 
weisen, weil dasselbe für den zweiten gilt. Hätte man noch kleinere 
Werthe, als æ—0,a,; y=a,,0,„, allenfalls x — p, y — 9, so mülste 
a, On 


P. ein Nüherungswerth von y 4 sein; es sei P — © 
gq q Gr, An 





, und es wäre 
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VA= 





aber aus den Gleichungen 

(a, Q,) —- (a, Tes = 1; d.e, Ty Us Q,.1*7—7 0; @, 8, 1 — Hi 
folgt, wenn man die erste mit a,, @,_,, die zweite mit a,, a, multiplicirt, 
und die Resultate addirt, 


ae _ 0,5 CCE 
dis Q,. ZI i Gi, a, LUE See a, Bas also i — (m Anm nn; 
a, > Gy di ? ay, 


es ist aber = a + 227 (§.3.), also 7 — a + Zn. Oren, 


1e an a; ; Un 


nun ist 4,0, und 2,,0, 4 jedes TM als 2,,0,, um so mehr 2,,0, —0,,0,.,, 
es muls daher @,, 4, = @,, @,_, sein, weil sonst Z ein Bruch wäre: folg- 


lich ist Z — e, und err würde den Theilnenner 2a geben, d. h. die 
Periode würde bei a, endigen, gegen die Voraussetzung. 

Schon $. 111. wurde bemerkt, dafs es unendlich viele Werthe giebt, 
die der Gleichung »x'—.4y* —1 Geniige leisten, und aus (114.) folgt, 
dafs überhaupt alle Werthe, die diese Gleichung auflösen, aus den Nübe- 
ruogswerthen von / 4 gefunden werden. Man braucht aber diese Nähe- 
rungswerthe nicht besonders zu berechnen, sondern sobald x = a, a 
y = 3 4, gefunden ist, so kann man die andern Werthe von x, y dar- 
aus ableiten. Man setze nemlich 

341165 mi Ci, any A Ey el » wo 2^ irgend eine ganze Zahl 
6. a,a,—0,,0,V AY = x—yy Al 
bedeutet, so erhält mar, wenn man (5.) mit (6.) multiplicirt, 
[(a, Qn) — À (21, 0,)] ae Lo AY Gun 1, 
wie verlangt wurde, Die Werthe von x und y findet man bequemer 
durch die Formeln 


ee (a, ama, dre sx Em 0, » Am V. AY 5, 


8 (a, am - 2, , Am Y A)" — (a, am —a, y Am ve 
uio am Die SE : 


Man bezeichne die Werthe von x und y, die dem Exponenten n entspre- 





*) Hist, de Pacad. de Berlin an. 1767. 
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chen, durch x,, y,; sobald nun zwei Werthe x, 1, y, , und x,, y, gege- 
ben sind, so kann man daraus den Werth von 2,415 Yn41 finden. Denn es ist 


T emn (a,am+a, 3 Qin Arta a 4+ 2 a, Am > a; 4 Om Y A+ A (a, $ ad 
nl —— TEE pur SOS pem 008 


us (a, an— a,. £t VA la; am)? Rates. 0:5 ap V A+ A (a, [ ao), 
ng — — ET ET 2 ee 


= Y £5 ni 
es ist aber auch 





(a, Am + A, ; Am Von: (2 (a, Om). + 2a, am. @, 5 Im VA) 
NODE nul ET Te BETTER IT ST oe ee — 


~ 


Ly LJ 2 X, LI 
(a, am-—a,, a, Y A)”: (2(a, am) — 24, as.a,, t. Y A) 
Fund aus NT te oo ce SU ON a SC rel 
nun ist (a, 0,) =(a,a,)—13 substituirt man diesen Werth in dem 
Werthe von z,4;, so findet man 
(a, am-ta,, am Y 47? (2 (a, am) +24, am.a,, am V A— 1) 
MALE E - Se ae ee 





Hyp com 77 9 
(a, ay, — 8, , Am y y (2(a, am) — 2a, am. @, , Am VA — 1) 
qoe ce eg € D poor de one en una 


und eben so findet man y,,, = Ya:2Yı—Yan-ı. Die Werthe x,, x, x;....', 
und eben so die Werthe y,, ys, ys, .... bilden daher eine recurrirende 
Reihe, deren Beziehungsscale 22,,—1 ist. Dafs die Formeln (7.). und 
(8) keine Werthe liefern können, die nicht in den Näherungswerthen 
von YA enthalien sind, ist klar; es muls nur noch bewiesen werden, 
dafs die Formeln (7.) und (8.) alle móglichen Werthe von x und y geben. 


ao * + oC a» eo . ve 
Man nehne an, es entspriichen die Werthe —, m bezüglich den Niihe- 
n n-I 
. a, ar a, d. 
rungswerthen ——, —— 
Q,, 07 Ay, As 





; und es lägen zwischen diesen Näherungswer- 


then noch andere, die der Gleichung (4.) Genüge leisten. Sei die auf 


Q0 e a,a 
“EE zunächst folgende = ——"#., und zwar 
dis 0, 9, 5 Artm4a 


Q;41i = vas Q,42 = 2,3 43 = Q53 mr Q Ema poe Une 
Nach $. 9. Formel (/.) ist 
Q. rpm Or os Or Or imi qoo da Oi Un tmd Er a UTE 
G,5 Art Ay, Qr Q,, Ar Ay, Gr--m41* 0, , Ar 


ann dm 
À rn 





ee din ds 
Man findet aber leicht, weun man statt æ,, y,, Xntır Yu ibre Werthe 
aus Formel (7.) und (8.) substituirt, dafs Lane yii du Ve = 0 d AM 
us Lai Q4, Qn 


AID es = ———-—-; nun ist a,, 0, >a, a : res 
Yw Vu as did 1 0,22 0,, Q,4,4,: es wäre also 


91. Stern, Theorie der Kettenbrüche. 331 


n, a>, a, a; a, dr Ae;  Ar+mtı_ "nay 
E uec e ET E egen die Voraussetzun Aut. 
a; , dy @,,4s ay, ar O15 M4+mtri 5 8 x B de ] ja a, 3 dir 


2 


[2 a a , 
zwischen ——— und 
a, ‚a; 





liegen soll. 


ı 


Man bemerke noch F olgendes: Da alle Theilnenner des Kettenbruchs, 
der den Werth von y 4 angiebt, die grófste Zahl sind, die in einem Aus- 


drucke von der Form Vert enthalten ist, aber erst das D, welches dem 


letzten Theilnenner 2a der Periode entspricht, = 1 ist, jedes vorherge- 

hende dagegen > —2 sein muls , und J nicht grölser als «& sein kann, se 

folgt daraus, EET alte Theilnenner, die in der Periode enthalten 

sind (den letzten 2a ausgenommen), =a oder <a sein müssen. 
116. 

Das Aufsuchen der kleinsten Werthe, die der Gleichung (4.) Ge- 
nüge leisten, führt oft zu sehr beschwerlichen Rechnungen: so z. B. hat, 
wenn .4— 331 ist, die Periode des Kettenbruchs, der den Werth von 
v 4 angiebt, 34 Theilnenner, Eine Abkürzung des gewöhnlichen Ver- 
fahrens scheint aber gauz besonders von der Auflósung einer an und für 
sich sehr interessanten Frage abzuhängen, nemlich: ob man nicht, wenn 
eine Zahl 4 gegeben ist, aus derselben alle Theilnnener des 
entsprechenden Kettenbruchs durch eine allgemeine Formel 
ableiten kann. Die Lósung dieser Frage, die bis Jetzt die Mathematiker 
wenig beschäftigt zu haben scheint, scheint um so eher möglich zu sein, 
da man wirklich für gewisse einzelne Fälle den Zusammenhang zwischen 
4 und den Theilnennern nachweisen kann. Einige solche Fälle haben 
schon früher Euler *), Kausler **) und Degen ***) gegeben; sie lassen 
sich aber sehr vermehren. Ich habe in der folgenden Tabelie nur eine 
Anzahl von Formeln zusammengestellt, in welcher die Anzahl der Theil- 
nenner nicht sehr grols ist; sie enthalten die meisten der früher bekannten 
als einzelne Fälle. Hierbei ist folgende Abkürzung angewandt worden: 
Da dieselben Theilnenner in der Periode in umgekehrter Orduung wieder- 
kehren, so sind die Theilnenner überhaupt nur bis zum mittleren 
Theilnenner, wenn ein solcher vorhanden war, angegeben, dieser aber 
in Klammern eingeschlossen worden ($. 109). War kein solcher mittlerer 
Theilnenner vorhanden, so sind die zwei mittelsten und einander gleichen 
Theilnenner in Klanımern eingeschlossen worden. Findet man also z.B. 
bei Formel [6] die Theilnenner 2, 1,(2—1) angegeben, so heilst dies, 
dafs die Periode aus den Theilnennern 1, 2—1, 1, 27 besteht. 








*) Novi comment. acad. Petr. T. 11. pg. 46. 
**) Mém. de lac. de Petersb. T. 2. pg. 99, 54q. 
*"*) Canon Pellianus pe. XF 1l. 


332 31. Stern, 
| Ist die Zahl 4 


[1] cud T WE PR pios cM Seco Vx Ose a 
[21 —In Th 2 a E E. 

Bl min mn cr 8 

(41. m(n+2)—Qm .. "enam 
[5] mn ml + ont m Don " 
[6]| =” ka EU meu LM LU ES ir de 
[7] | =(2n43)? + (4n43) © + «+ + © . 
[8] = (2m Fi) en 2n 2. ot 
[9] | = [(m* pry AGEL DOR DEP mee 
[10] }=(Ga—t)*t4n—1.. , 00 0 0 
(11}!=Gn+2) 5nt1. 
[12]|2(15n —2?* F8n—1 .. « + - » * 
(1311=Gn+1) +3n+2 . +. + ee ® 
p14]|=(Sn41)?4+2n4t1. er. 
[15]] =tI3n+D’+4n+2. ee. + 0 -* 
a 4.77. Bn. M "snm Whilst eis 


od 
— 
—— 
— 





[16] 
[i7]|zz(19n2 7) 4 dÁn-—5 ou ne 
[t8]]  (10n--3)'44n—1 . . ue Hs 


[19] | —36»* — 175-22 (En —1) (9n — 2) 
[20] (Or) Ent EUR 
Baer sn TE 
[22 
LPS SCORE EE rr anne es 
fod] | —(17n—3) 4-12n—2 oe... 
[25]! e Cn 4 dint LEE com CHE 
[26]| 2 (0n 2) T4n T1 . . . 2 oe we 0 
Enc (dr 2) ef Siar re ur S 
Me en ECCE Sisi di o Mee 
[29]]2 (9n —3) +10n—3 . . . 
[30] | 2 (12n —4)* 4 160n—4 . . 
[31 = URSS AL De ees 
[32] | ez (624 SU Fdo EO Re 
[33] | (Ar Hi) 1 (an fos d on 
[341i —(lon--XX (bn DS ACUTA 
[35]] z-Qmn-F-1) F2" we eg ... Pe 








13611=(4n—1) £(3n—1). . . . . . 
[37] | 2(1952—2) T(8n—1? . ... 


[38] —(12n—7) 4n —3* . . , , . . 
[39] | =(20n +1) F(9Ífn t? „vn... 
[40] =(2n--5) +(5n—2ÿ . . , . 

[4] = (6 2 +1 (ER TOO NE 
[42] | ==(6n—1)? +(8m—2)? . . 2 . . . . 


= (20m+8)° + 31m 43 (fóm47) G5 11) 
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| so sind die Theilnenner 


Aun m 


2 


- 


e 


| =mn, (1) 

zmn,(1) 

—mi(n4t2)—41,1, (2n — ij 
=m(n+1)—1, 1, (2(m — 1)) 
=n, 1, (n — 1) 

—2n43, 1, (x) 

—(2m4 1)n—1, 1, (2m —1) 
= (m* + m)n— (4 + 2m), m, (2) 
zz(6n —1), 3, (8n — 1) 
=5n+ 2, 2, (2n) 

= 15n— 2, 3, (1) 
==3n+1,1, t, (27) 
=3n+1, 2,1, (3n) 
=3n+1,1,2,3n+t 
=2n,1,n—1, (2) 

= 15 —7, 2, 1, (2) 

= 10n —3, 4, 1, (ön—3) 
=6n—2, 1,1, (2) 
—9n42,2,4, (9n +2) 
—102—3, 1, 1, (© 


=7n —2, 1, 1, 3, (7n—2) 
—17n—3,23,1,5, (17n — 3) 
=7n+1,2,2,1,(7n) 
=6n+2,3,3n,1,(4) 
z4n42,n,1,1, (2n) 
—9nd43,n,2, 1,2n, (9n 4-3) 
=9n—3, 1,1,3, 1, (95 — 4) 
= 12n—4, 1,2, 3n—2,1,5,(6n—2) 
= 12n +3, 2, 1, 3n, 5, 1, (6n) 
=6n+8,1.n,2,3n 43,1, (4n+4) 
= 5 n +1, (2, 2) 

=17n + 2, (4, 4) 

|=2n+1,n, (1, 1) 

=5n — 2,1, (1, 1) 

= 17n—3, 1, (3, 3) 

= 13n — 8,2, (1, 1) 

= 29 n + 1, 2, (2, 2) 

= 13n— 6, 1, 1, (1, 1) 

= 10 n + 2, 4, 1, 5n,(3,3) 

= 10 n — 3, 1, 4, 5n — 2,1, (2, 2) 
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Diese Formeln, die sich noch in's Unendliche vermehren liefsen, kön- 
nen mit gutem Nutzen gebraucht werden, wenn man Tafeln berechnen will, 
die für jedes 4 die kleinsten Werthe von x und y angeben, welche der 
Gleichung x'—.45? = +1 Genüge leisten. Sie geben übrigens zu eben 
so viel einzelnen Theoremen über diese Werthe Veranlassung. So z.B. 
kann man sagen, wenn 4 — m --2n—1 ist, so sind die geringsten Werthe 
von x und y, die der Gleichung x^—.45?—41 Genüge leisten, nach [6], 





Zähler und Nenner des Bruches en, d.h. x —2(n+#2), y=r-+1. 


Einzelne Formeln können auch bei der Untersuchung über die Zerfiillung 
der Zahlen in Factoren dienen. Ist z.B. die größte in YA enthaltene 
Zahl 67 — 2, und die Periode des entsprechenden Kettenbruchs 
= 1,1, 2,1, 1, 2,(6n— 2), 

so ist nach [19] die Zahl 4 nothwendig ein Product aus den Factoren 
(&n—1)(92—2); einen äbnlichen Satz würde [22] geben. So lange 
jedoch diese Formeln noch vereinzelt sind, können sie nur einen sehr 
untergeordneten Werth haben. 


116. 

Die Gleichung 2?-— Ay* = — 1 ist nach $. 111. und 114. nur und 
immer auflósbar, wenn die Periode eine ungerade Anzahl yon Theilnen- 
nern enthält, d.h. wenn sie keinen mittieren Theilnenner hat. Es ist 
daher interessant, zu untersuchen, wie die Zahl # beschaffen sein muls, 
damit diese Gleichung wirklich aufgelöst werden kann. Man nehme an, 


es sei a die grüfste ganze in YA enthaltene Zahl, und die Periode be- 
stehe aus den Gliedern 














: SE TER 
so ıst | 
1 1 
4 —a-L— I ($. 14. Form. 8.). 
v His + bee $ 
rs 1 - 
ar : + — 
M: het 
RER x ud 
a m armed 
comp, --Y 44—a coria 


Man setze nun 
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My sos 4. | LE LOCA d a) (an, a) (an, a) _ 
N : (Y 44-3) (ans &,)-] a.) + (an. a,) "RU 
1 
a; wi M Y A+ a 
so ist . 
M 
E (a,. An), , Anz 
Va un D Mr 
A en An; ME [^4 13 Oni 
Hieraus findet man nach gehöriger Reduction 
9, Am [a(a,, @n)- (a, an)-+ a, an)" + [a (a, + An) T Bas ER FO (a, An)” + (a, (a, am)” 
, P (2,, an) (a,, ani) 7 (a, an) + (a; » An-ı) ? 
oder 


10, (a, Q,) — Ala, 3 0.) m omm [(a, (6x3: irons Cri) |e 
Nimmt man nun an, dafs 
Var YAT 


becas 
bezuglich die Werthe von z E die den Näherungswerthen 
entsprechen ($. 107. Form. 21.), so ist 


Gaya, UO UR 
— ; — 
a, y On—; a, 5 Gn 


(e, 0,) —A(a,a a) =+ 19 
(a, a Ong)” — A (a,, BEN: = +D, 
folglich 
Dear 
aber auch 
4=1?°+DD, ($. 107. Form. 29.) 
also 


ll, A=7?:+D). 
Die Zahlen 7, und D, können keinen gemeinschaftlichen Factor haben, 
denn hätten sie einen solchen, so miifste er nach (11.) auch ein Factor 
vou 4 sein; hieraus würde folgen, dafs er auch ein Factor von 2, a, ist, da 
mau (4, 0,7 =+D,+4A(a,,e,) hat, und eben so würde folgen, dafs er 
auch ein Factor von e, &, , ist; es mülsten also @, a, und 2, a, , einen ge- 
meinschaftlichen Factor haben, was nicht möglich ist, da sie Zähler und 
Nenner des Kettenbruchs 
F(a,4-1:a,.,--....d- 1:2) 

sind ($. 10.). 

Die Gleichung x^— 4 y* — — 1i kann daher nur dann statt finden, 
wenn sich 4 in zwei Quadrate zerlegen läfst, deren Wurzeln Primzahlen zu 
einander sind; es muls daher 4 entweder = (22) 4+ (2u-+1) oder 


31. Stern, Theorie der Keitenbriiche. 339 


== (21+1) +(u+1) sein, d.h, die Gleichung hat keine Auflüsung, 
wenn 4 in der Form 4% oder in der Form 42-+-3 enthalten ist. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, dafs auch y die Summe 
zweier Quadrate ist, dereu Wurzeln Primzahlen zu einander sind. Da 
nemlich y der Nenner des Kettenbruchs 

F(a--1:a, 4-....-- 1:08, 4- 1:a,- E... 4- 1:29) 
ist, so findet man y = (a, 0,” -(2,, 0, ,) 5; aber «,, 6, und a,, 2, , sind 
Zähler und Nenner des Kettenbruchs PF(e,-d-1:«, ,--....-1- 1:0), und 
haben daher keinen gemeinschaftlichen Factor. 


117. 
Hat die Periode einen mittleren Theilnenner, so dals sie aus den 
Gliedern Big Ang eves Any 0,44, On sone 05, By 
besteht, und ist c die grófste in Ÿ 4 enthaltene Zahl, a. der erste Nühe- 


rungswerth, der der nee. 
a— Ay? = 1 
Geniige leistet, so ist 

















Q, 4, Enr 
LE Gp + =) à, An, An 
q a, + Eis ( a, » In Pi. 

e Massen a 

e a a 

19 n—1 
" 1 (a.4+ a m Ja ane stes 
+ — ape 
1 
Gn41 
een? 


2 Gi) Ans 
Hieraus findet man 


Pa, CG is 0,7]- 20,, Any) 3-0, 0,4. 0,5 En 0, En By Ons, 

g 2 0,, 0, (0,441« 0,5 nt 20, 0,1) 
Substituirt man diese Werthe in der Gleichung 

p o— AGP 1 (0, 0,4.0,,0,—0,0,.0,, 0,5), 
so erhält man 
[(@, a,) — Aa, a, (rare 0,5 Inf 2%, 4,4) = $24, a5 
nun ist aber auch (a, a, — A (a,, 0; = 3 D *), 
folglich 
12. a,,.6,,0,-22,, 4,., = za, 

d.h. D ist ein Factor von 2a, a,. 








der Werth von z ist, aus dem man a;44 findet. 
44 * 


*) Wenn nemlich TEE 
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Die Zahlen 0,a, und &,,0, haben keinen gemeinschaftlichen Fac- 
tor; ist daher D eine ungerade Zahl (und mithin ein Factor von 2c, o,), 
so folgt 


(na Aa, an)? _ 
E AT 


13. D 


D mufs also auch ein Factor von 4 sein. Es sei a, 0, — k. D, 4 — 1. D, 
so folgt aus (13.) 


+1, 


14. J(a,e) —D.k = x1. 
Ist D eine gerade Zahl = 2 E, so ist E ein Factor von 0, a, ; die Gleichung 
(12.) geht daher in folgende über: 


(a. an)” A(a,, An)” 
15. = ial Te PET PET 


es mufs hier wieder E ein Factor von .4 sein; setzt man a,o„=äh.E, 
4=1.E, so hat man 


te): 


16. Z(a,,a,ÿ—E.F= +1, 
Ist A eine Primzahl von der Form 42 +1, so mufs /=1 und 4= D 
sein, wenn D eine ungerade Zahl ist; die Gleichung (14.) geht alsdann 
in folgende über: 

17, Koma, Ark ur 
Diese Gleichung kann aber nicht statt haben, man möge das obere oder 
untere Zeichen nehmen; denn im ersten Falle würde die Gleichung 

x —4y ——1i 
eine Auflösung haben, was nicht möglich ist, da der Kettenbruch einen 
mittleren Theilnenner hat; im zweiten Falle würde die Gleichung 
x — AY = 1, 

durch Werthe von x und y aufgelöst werden, die kleiner als p und 7 
sind, was ebenfalls gegen die Voraussetzung ist. Aus Gleichung (16.) 
würde folgen 

18. (a,,a,) —A4k = +2, 
wenn 4 == E und folglich /— 1 wäre; diese Annahme ist aber unmöglich, 
weil sonst D = 2.4, also D>2y 4 wäre, gegen $. 110. Es mülste folg- 
lich £— 1, .4— / sein, und es würde daher aus Gleichung (16.) die Gleichung 

19. P—A(a,,0,°=+2 
folgen. Sind aber À und ce,, c, beide gerade Zahlen, so sind ihre Qua- 
drate in der Form 4m enthalten: es müfste daher #°— 4(a,,a,) durch 4 
theilbar sein. Ist 4 eine gerade, à,, 0, eine ungerade Zahl, so ist 4° in 
der Form 4 m, (a,, a,) in der Form 47: 4-1 enthalten: es ist also auch 
A(0,,0,) in der Form 4724-1 enthalten, und daher kann £'— .1(a,, a, ? 
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nicht durch 2 theilbar sein. Ist endlich e,,«, und # ungerade, so ist 
sowohl £^ als auch (o,,e,)’ in der Form 4n +1 enthalten, daher mufs 
k*— 4(a,,0„) durch 4 theilbar sein. Es kann daher unter der Voraus- 
setzung, dafs 4 eine Primzahl von der Form 4r-H1 ist, weder die Glei- 
chung (17.) noch die Gleichung (19.) statt haben, d. h. es kann überhaupt 
eine solche Zahl nicht so beschaffen sein, dafs die Periode des ihrer Qua- 
dratwurzel entsprechenden Kettenbruchs einen mittleren Theilnenner ent- 
hielte; es ist daher für eine solche Zahl immer möglich, die Gleichung 
a ty’? = —1 
zu lösen, und sie besteht aus der Summe zweier Quadrate, deren 
Werth man jedesmal durch die Entwickelung des Kettenbruchs finden 
kann; es ist nemlich 
A=I1?+ DZ, 
wo Z7, und D, die in $. 116. bezeichneten Werthe haben. Die Natur der 
Zahlen Z, und D, kann noch genauer bestimmt werden. Es ist klar, dafs 
eine dieser Zahlen gerade, die andere ungerade sein mufs: es ist aber 
immer J, gerade, D, ungerade. Denn in §. 116. wurden die zwei 
Gleichungen 
(a, a,) —A(a,¢,) =+D., (a, 0,59). Al, == + Dr 
gefunden; da nun @, @,.%, 6,.,-—0,, 0,4, €, ., = +t ist, so können die 
Zahlen @, @,3 @,,0,5 0, €, 43 0,,0,., weder alle gerade noch alle ungerade 
sein; es müssen vielmehr entweder drei ungerade und eine gerade sein, 
oder es müssen von den Zahleu 0,0,; @,,0,_,, 2,0, 15 0,, €, entweder 
nur die zwei ersten, oder nur die zwei letzten gerade sein. Die Voraus- 
setzung, dafs drei Zahlen ungerade sind, eine gerade, ist aber unstattbaft, 
weil sonst von den zwei Ausdriicken 
(4, 2, — 4A(a,,0,)” und (a,a, 5) ——.4 (a,, CES 
einer einer geraden, der andere einer ungeraden Zahl entsprüche. Es 
muís daher nothwendig eine der zwei Zahlen a, o, und ^,, c, gerade, die 
andere ungerade sein, und dasselbe gilt von den zwei Zahlen c, c, , und 
Gi Que Mithin ist (a, 6,) — 4(à,, &,) und (a, a,. ,)' — A (a,, G1)’, also 
auch D, eine ungerade Zahl, und 7, eine gerade *). 
118. 

Ist 4 eine Primzahi von der Form 47» + 3, so mufs der ÿ 4 ent- 

sprechende Kettenbruch eine Periode mit mittlerem Theïlnenner haben 


— —— + 





*) Dies hat zuerst Gau/s auf anderem Wege gefunden. Disg. arith. art. 265. 
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(116.). Da nun die Gleichung (17.) auch für diesen Fall nicht statt haben 
kann, so muis die Gleichung (19.) gelten, also D==2 sein. Ist 4 von 
der Form Sm-r 3, so kann nur die Gleichung 

Kb) —. (auo = —2, 
ist dagegen .4 == 87-7, nur die Gleichung 

I? — A(a,,a,) == 2 

realisirt werden. Denn es ist einleuchtend, dafs in jedem Falle die Zahlen 
k und a,, 2, ungerade, also ihre Quadrate in der Form Sm +1 enthalten 
sein müssen. Ist 4=8m+3, so kann nicht  —2 = 4(a,, 0,), d. he 
8m--1—2 = (8m+3)(8m +1) sein, und ist 4=8m--7, so kann 
nicht #°-+- 2 — 4(a,,a,), d. h. 8m +1-+-2=(8m+7)(8m-+1) sein. Da 
d,G,—:kE und Z=1 ist, so hat man, wenn 4 in der Form 8m 4- 3 


enthalten ist, 
(a, a,” — 4 (a,, @,) = — 2; 


ist dagegen 4 in der Form 87n-]-7 enthalten, so hat man 

(a, a.) — 4 (a,, a) = 2, 
d.h. je nachdem 4 eine Primzahl von der Form Sm--3 oder 
8m--7 ist, wird der mittlere Theilnenner a,,, eine gerade 
oder ungerade Stelle einnehmen, weil, je nachdem das Eine oder 


das Andere der Fail ist, 


a, eine ungerade oder gerade Stelle einnehmen mufs. 
Sobald 4 eine Primzahl ist, so kann nur in dem Werthe des 


A I ^ 6 . 
Ausdrucks Ms = , aus welchem sich der Theilnenner 6,,, ergiebt, D —2 


sein: denn fände sich ein anderer Ausdruck Zeiss 5 > der einem anderen 


Theilnenner enfsprüche, so würde sowohl die Gleichung «’°—dy* = 2 
als x°— Ay* == —2 aufgelöst werden können, was, wie so eben bewie- 
sen wurde, unmöglich ist (vergl. $. 114.). Übrigens hängt der Beweis 
des Satzes, dafs die Gleichung x? — Ay = — 2, und die Gleichung x°— Ay’ 
— 2 bezüglich nicht für die Zahlen 4 — 871 +7, 4 = 8m +3 statt ha- 
ben kann, nicht von dem Umstande ab, dafs diese Zahlen Primzahlen 
sind, sondern gilt auch für alle übrigen. 

Das Vorstehende bietet ein neues Hülfsmittel dar, die Prim- 
zahlen von der Form 4z-1-3 von den zusammengesetzten Zahlen in vielen 
Fällen zu unterscheiden. Ist nemlich eine Zahl 4 — 47 +3 gegeben, s? 


a 





a [A * ae * 
= kleiner oder grölser als y 4 sein, und daher 
193-7 
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entwickele man den dem Werthe y/.4 entsprechenden Kettenbruch. Ist als- 


: AI £ ; 
dann in dem Ausdrucke aes aus welchem man den mittleren Theii- 


nenner findet, D nicht — 2, so ist man sicher, dafs 4 keine Primzahl 

ist, wiewohl umgekehrt D —2 und 4 dennoch eine zusammengesetzte 

Zahl sein kann, Sobald 4 eine ungerade Zahl und D — 2 ist, so ist der 

mittlere Theïlnenner a, — @ oder == a@—14, je nachdem a eine ungerade 

oder gerade Zahl ist. Denn aus der allgemeinen Gleichung 
4=I/?-++DD, ($.107., 29.) 

folgt im vorliegenden Falle, wo D, — 2 ist, 


Ij = A— 2D, 
oder 
i’ >A—4, 
und, wenn man A == ¢*-1-27 setzt, 
I’ >a+m—4, 
mithin 
L,>a—2 


da aber zugleich 7, nicht grölser als e sein kann, so kann es nur =a 
oder =a—1 sein. Ferner mufs /, eine ungerade Zahl sein, weil 4 
ungerade und 4 = 7° + DD, ist, folglich 7, — & oder 25a — 1, je nach- 


dem @ ungerade oder gerade ist; da aber ¢@,,, die größte in — enfe 
haltene Zahl ist, so folgt 2,,, —:7,. Man kann daher auch sagen: wenn 
A eine Primzahl von der Form 47-3 ist, so mufs der mittlere Theil- 
nenner — «a oder —@—1 sein, je nachdem # ungerade oder gerade ist. 
Für den Werth D=2 folgt (aus $. 117. Formel 12.): 
d, mm — te; 
nun ist 


also 


0,0, = 0.0,,0,-- 02, Any 
aa 2A, Une 
| Cyr = 0 + ear 
Ist 4 — 4 n-]- 3, so hat man daher @,, a, = 20,,0, ,, wenn a ungerade 
ist, und 241, @,4;—@2, 0, = 0,,0,, wenn a gerade ist. 
119. 

Die Aufgabe: alle Werthe zn finden, welche der Gleichung x? — À y^ 

= 1 Genüge leisten, ist als nes Fall in folgender allgemeineren ent- 


halten, Es sei der Ausdruck - rf un. Æ gegeben, wo 27, D, 4 ganze Zah- 





340 91. Stern, Theorie der Kettenbrüche. 


len bedeuten, und 7<Y°4, D<2y A ist; man soll die Werthe finden, 
die der Gleichung 

20. x!'—.4yzzmn 
Genüge leisten, wenn 2 den grüfsten gemeinschaftlichen Factor der drei 





Zahlen 21, D, y — D" bedentet, Da hier von Anfang an die Werthe 


von I und D in Grenzen eingeschlossen sind, so mufs derselbe Werth 
HE # auch wieder vorkommen, wenn man die £ntwickelung dieses 
Werthes durch einen Kettenbruch ausführt. Dieser Kettenbruch ist daher 
von Anfang an periodisch, Es seien die Glieder der Periode 


Qj, 0, oe oe Us 








also VAI VALI 
"DL GOD a, Am + a, Am—ı 
1 N RE Bee en 
" 7 VA+HI > 
* 4 ; at At Em a, , Amat 
en si 
antur El 
Hieraus findet man die zwei Gleichungen 
A+I I 
pni «0,5, C, la, Qu 70; ln, qi Ament 9 
2. a, Ama — a, a 
Lie 0,5 Om À RT EIN = 0, 
also 
a, , Amel — 05 0m — 0, , Gg 
p: p (MEE 
und 
dé (A—P) a,, a5. D^ 
a,,@ > 
Man setze 232,4, — ER HIDE = L, so ist 
22558 24, 05.0,,a (a, , 24) .I* 44 .(a,,a 
GP AP (a a i mine pp Games a d en) 
2a, an. 0m . (aa D? 
zum UT m) «DY 
M , a D 
a a ny a a e — 
= (a, Qs Y —2 9,0, QE rod, — By Amel, Au 


== C4 Q, e. Q,,f On 7 Ay, @ m a, Une: = Als 
wo das obere oder untere Zeichen genommen werden muß, je nachdem 


c, d, > ‘ VAT. : d 
urs grófser oder kleiner als —— cu ist, d.h. je nachdem die Anzahl 
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der in der Periode enthaltene Theilnenner gerade oder ungerade ist; setzt 
man im letzteren Falle den Kettenbruch 


Fats pet tia, t+1:a+l:a debis), 

und I 

p—7 =", = au 
Q^ — Ap” — 1. 


Es kann nun leicht bewiesen werden, dafs im ersten oder letzten Falle 
bezüglich 


so hat man 


n.® und ny oder 2.@' und nv’ 
die kleinsten Werthe von x und y sind, die der Gleichung (20.) Genüge 
leisten, und dafs man alle übrigen Werthe durch die Formeln 
cunei ca ad NUS CA cce 


(ng d- n vY Ar mm vY A) 
| Xm DA RE NUE 
im ersten Falle, oder durch die Formeln 


CP n IY AE ng! —m wi Ay 
= TRADE ANNE TT PET TUE ne 


y = 
im zweiten Falle erhält. Die genaue Erörterung wird jedoch hier über- 
saugen, um die Abhandlung nicht zu sehr auszudehnen *), 

Schlüfslich möge noch Folgendes bemerkt werden. Die Eigen- 
schaft der in der Form 47-1 enthaltenen Primzahlen, dafs der ihrer 
Quadratwurzel entsprechende Kettenbruch keinen mittleren Theitzenner 
enthalten kann, kann in vielen Fällen dazu dienen, diese Primzablen vun 
den zusammengesetzten zu unterscheiden. Ist nemlich eine Zahl 4=4n +1 
gegeben, so verwandle man y^ in den entsprechenden Kettenbruch ; ent- 


hält dieser einen mittleren Theilnenner, so weils man mit Gewifsheit, daís 
A keine Primzahl ist. 


(ng! deny Y 4t — (ng! —nw'Y74y 
LAN PIRE 





*) Die Auflösung der Gleichung (20.) hat zuerst Gaufs gegeben (Disq. arithm. 
art, 199. ); man vergleiche auch Legendre Théorie des nombr, part. 1. $. 1X 


Crelles Journal d. M. Dd. XI. Hft. 4. 45 
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usa bz 


Zu $. l7. 
Eine, der hier angenommenen, ähnliche Bezeichnung hat schon 


Legendre gebraucht. S. Traité de fonct. ellipt. T. 2, pag. 509. 











Zu $.2 
Man vergl. Euler Introd. in. anal. inf. Cap. 18. 
Zu $. 31. 
Anmerk. Da 4 
ix^ €— 
1+ a, —R 4 EA 
ER ds 
so kann man statt 
1, (lain (t les | EL x^ ) 
- yr. d. Gi -]- cnt QU. Om 


auch folgenden Ausdruck schreiben : 





«+ A, x^ — ———— 
t : d ons Cnti + m t- x^. Cm 





2 2. F Cr A, x 
i^a TIRE tari p c d. Gin Anti: ach ) 


Aus dem Ausdrucke 
1 1 n 3 4 
9 = 14d oper ani 4à eese 
findet Euler (Opusc. anal. T. 2. AG: 155.) pie der Formel (2.) 
DIET Ae: m 
3.4 
+7 etc. ? 


oder 214 253 4.65.68.7... 

"t = 3% DER 305134205 97 16427 90 92 
und bemerkt hierbei ,,cujus veritas non facile perspicitur, quoniam nu- 
meri factorum in numeratore et denominatore non aecuales statui pos- 
sunt, etiamsi ambo sint infiniti. Indessen lüfst sich die Wahrheit dieses | 
Ausdrucks ganz einfach auf folgende Weise darthun: Nimmt man das 


unendliche Product stückweise, so hat man 
2.1242 254002. 170040001927 A La AR ER 


























1:33 SIN ee 22719 003,20 1,3: 203 a £803 03385 , 
2.1?.2.4.3? = .6 2A 0 
197: a, CE 773.08 0192 ET 
2.1* 2.4.3*.4. 2 Dt Ce 
1.3.93:3:5.4 Ons tt rd DO DES 7 D 
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Überhaupt kommen im Zähler die Quadrate aller ungeraden Zahlen vor, 
und aufserdem kommen alle geraden Zahlen doppelt vor, so dafs (? m —1) 
zwischen 27 und 27m steht. Im Nenner dagegen kommen die Quadrate 
aller geraden Zahlen vor, und ferner alle ungeraden Zahlen doppelt, so 
dafs jedes Quadrat (277) zwischen 277 + 1 und 277-41 steht. Nimmt 
man daher den Zähler bis zur Stelle, wo der Factor 27» zum ersten 
Male vorkommt, so wird dieser 
z1.2*.35.,,.:20m—4y*.2m; 
nimmt man hierzu den Nenner bis zum Factor 2 (7n—1), so wird der Nenner 
a Joan dti) 277211, 
und der ganze Bruch 
UR forme De 2m - 2m 
TIER lion 1" mon 
Nimmt man dagegen die Zähler bis zur Stelle, wo der Factor 2(m — 1)? 
vorkommt, so wird dieser | 
LI Eg (m1) ms 
nimmt man hierzu den Nenner bis zur Stelle, wo 27:2-]-1 zum ersten 
Male vorkommt, so wird dieser 
21.95.33... Qm —Ay. 2 m -- 1, 
und der ganze Bruch 
1.2?.3?....(2m—1)*.2: _ 2m 
moe Bone ^ 2m+1° 
Ist nun unendlich grofs, so fallen in beiden Füllen Zähler und Nenner 
zusammen, und man hat daher 
152730: 914.3174. 
Ira. 


Zu $. 34. 
(a) = b).(e) 


lift sich die allgemeinere Frage knüpfeu, wie man das Product zweier 
Kettenbrüche wieder unter der Form eines Kettenbruchs darstellen kann. 
Es seien die zwei Fe 


An die Formel 














[1] =a un i203 und [2] = 
a, + hs pee 
a, + etc. 4,+7, etc, 


gegeben: man soll einen dritten Kettenbruch 
45 * 
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[3] e c +2 — 
iine 
are d, etc, 
finden, so dafs I3] == 


ist. Verwandelt man den Kettenbruch [1] in eine Reihe (nach $.28.), 


vn [1] = e(1 pay} a tete) 
ist, und eben so den Kettenbruch [2], so dafs 
[2] 2 4 (13 FB d Ei - Gs +.) 
ist, so hat man bekanntlich 
[1].[2] = a4 bby + 
wo y,7 4+ 05 Yo as baPi ft Pos Ys 0s Hp 0. H- 0. D. H- D, usw 
ist, Hieraus folgt (nach $.32.) 


[1]-[2] STE X a.d, 
uice zu 


b, | bb ec p bh, 
@.a, iu dinoour qi UA qe in ni HER AL 
p en _B, = p S HH 2 ß we: De DA 
LA A, TT DS A CAS AE AE OS RENTE 








Es ist aber 














se. b. B, 
FREE IE, 

ie aU Di Pie id B __ B.B, . 
RE Gia,,Aode ala, ane; Se A A f AT? 


b,.b,.b, b,.b,.B, b,.B,.B; 


un en 


B,.B 
Jat. PERE EU er = T ET T Fe A, | 4.d,,A,.4,,4,? 


e @ . e a e e . a @ LÀ e 2 * e. e. . e w e . 





Wendet man diese Erörterungen auf das Beispiel des $. 34. an, indem man 
[H1] 2 4 xy, 12] (a4- x)" setzt, so ergiebt sich 
e=1,,=1, o,222--(r—1)x, e, 3d-(r—2)x.... 
bre b= —(r—1)x, bj —2(r—2)x.... 
und 
A1, 4,=31, 2T (n—1)z, T SAM 
B,—nx = mE o = — 2 n—2 HLeees 
folglich ee cae i aed 
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yim (rms, OS (n— 120" ea 9c 
r(r—1).7° n—1)x Ae. la N E 
Bee Hope ie FH Ne Im n—ixr 
2 1) 2) ( —1) —1 2 \ —{){n-.9) 
SAFE (r—2)x* u ie TA .n(n eng Inn Eg 


RA 














NS 2.6 2 2.b 
— en) (+ n—1) (r-Fa—2) x* 
—— ee 6 V Wm aee UT Ÿ 
also 
TN (r+-n)x 
a tz) Iron (o (rtn- ir 0)2:2 | 
ERTEILT Mm cide (rpn)e* (rin 220.4 PT E a-i(r4-n-2)27:6 
(rtm ——À TENET Lau a x RAT ree pert (rtn-2) Een 


R 


Hieraus findet man, nach den dn. ; 


Tot To 
(14peyh = 14+ Ur 


ERA A ER 
; glia he ET t es 
wie schon $.34. gefunden wurde. 
Auf ähnliche Weise würde man auch einen Kettenbruch finden 
können, der dem Producte von mehr als zwei Kettenbrüchen gleich wäre. 
Verbindet man das hier über die Multiplication der Kettenbrüche 
Gesagte mit der Bemerkung, dals man jede ganze Zahi, und zwar auf 
verschiedene Weise, in einen Kettenbruch, der ohne Ende fortläuft, ver- 


wandeln kann, so kann man hierdurch eine Menge von Formeln ableiten. 








So z.B, ergiebt sich aus dem Ausdrucke 7: = are — die Formel 


nm 








A] m = — (vergl. $. 65.). 
n— m-]- — | 
mcer m etc, 
Hieraus lüfst sich schon manche merkwürdige Beziehung finden. Setzt 
man z. B. z=m--1, so hat man m = fie US (wie man auch finden 
AO Se 
1+ etc. 


würde, wenn man den ganzen Kettenbruch == x setzte, weil alsdann 


For wäre). Setzt man n — 7--2, so bat man 





FR re 
m.m+2 _ 
[5] =, mm m4-2 
2 -]- etc. ; 


eben so ist 
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[6] Pop CU 
ne: etc. ? 











also 


[5].[6] zmrz mr? _ 
DRE mr +2 


2 etc. ? 
und wenn man eine grófsere Anzahl von ganzen Zahlen m, r, s, I, .... 
in Kettenbrüche verwandelte, so fände man auf dieselbe Weise 














m.m+2 See ‚s.s+2?2 x (mrs...) (mrs....-2) 
4 m.m 2 Tr. re? S. s.s+2 us (MTS ee.) (7 pare D TS wef 2)? 
ur 2 etc. res eur 2 etc. aream 2 etc. VT D2 ett. 


Diese Betrachtungen lassen sich in's Unendliche fortsetzen, bieten aber 
weiter keine Schwierigkeit dar, und kónnen daher hier abgebrochen werden. 
Auf eine andere Weise kann jede ganze Zahl in einen Kettenbruch 


vermittelst der Formel 7m = m —1 T verwandelt werden, aus weicher 


man 

[]] m-—m-—1 T——— 
md tee 
findet, Es böte sich hier auch die Gelegenheit dar, mancherlei interes- 
sante Reihen zu entwickeln; der Kürze halber möge hier nur folgende 


Platz finden. Setzt man in Formel [7] für den Werth 2, so hat man 


14-——; 
pt 
verwandelt man diesen Kettenbruch nach ($. 28.) in eine Reihe, so fin- 
det man : 95 


2 7 9: 9 
214 tn nn ee 

Das Gesetz, nach welchem diese Reihe fortgeht, ist einleuchtend 

Eine andere Formel, vermöge welcher man eine ganze Zahl in 
einen Kettenbruch verwandeln kann, ist auch folgende: 

[S] m= m + 1 — —— 
Fan m + 1 etc.’ 

welche man aus m= m7 + 1 — = ableiten kann (vergl. $. 62.). 


Verbindet man nun eine der Formeln [4], [7], [8] mit irgend einem 
bekannten Kettenbruche durch Multiplication, so kann man hierdurch eine 
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unzählige Menge neuer Kettenbrüche finden. Jedoch mufs der Verfasser 

gestehen, dafs er auf diesem Wege, gegen Erwarten, nur sehr verwickelte 

Ausdrücke gefunden hat, selbst wenn die einfachsten Verbindungen ange- 
wandt wurden. Es soli z.B. der Kettenbruch _ 

1=2— en 

De 





1 
2 etc. 


(den man aus Form. [8] erhält, wenn man 77 = 1 setzt) mit dem Ketten- 


bruche = 


1 
= 1 + URP ($. 49. Form. 5.) 
een 
eta tictct 


multiplicirt werden. Setzt man den ersten Kettenbruch = [1], den zwei- 


ten = [2], so hat man 
Ian 0, —: tok I fy 03 —— 45015 04 5 9, «v 0 
b, — — 1, b, = —— 1, b,— — 1, b,=—1, eere 


ZEE ui A,, V. As 3 A, 44, = 45, eosee 
RD MD nn, Dg aid 0 4, eie eie 








mithin 
3 35 53 
DRE Y=—1, Ys = 79: Le 99» 
und 
ice 3 LE 3 
ix (it =2x (14. 
1 3.35 
air 8780 TRES 
nit 4°72 74 etc. 
à 53 
37 90 
minor 474 : 
720° 
Zu 6. 49. 


Verwandelt man das unendliche Product 
4 2 4 6 10 12 16 


— ee ee eee 


nach Formel (4.) in einen Kettenbruch, so findet man 
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do au pud 
Qoa Ro 4 — 1.2 
2——À 
4 _2.3 
PEN AS 
1_6:7 
1751011: 
P 93 etc.” 
nun ist aber 
1 2.3 4.5 6.7 19.11 
= 2 = — = ——— == 
: goo er hp teen’ pe eio 
ol — 
4—2 
also : 
2 — CR TA (vergl. $. 65.), 
RE ER d 
A 2.3 
ET 4.5 
7 11 etc. 
also 


ds 2603,10 il 
213245 TRUE see ? 


wie schon Euler gefunden hat. (Introd. in. anal. inf. T.1. $. 277.) 


Zu $. 53. 


Zu den convergenten Ketienbrüchen rechne ich auch diejenigen, 
welche sich einem bestimmten Werthe oder einem anderen be- 
stimmten Werthe nähern, je nachdem man 27 oder 27-+ 1 Theilbrüche 
zur Berechvung anwendet. Diese Kettenbrüche entsprechen den Reihen, 
bei welchen man sich einem bestimmten Werthe oder einem anderen be- 
stimmten Werthe immer mehr nähert, je nachdem man 27 oder In 4- 1 


Glieder zur Berechnung anwendet. Kine solche Reihe ist z. B. die folgende: 
Tut 3 4 5 6 
(4) == a + DAC en m etc. 
Vereinigt man je zwei auf einander folgende Glieder, so geht die Reihe 


(4) in folgende über: 
4 1 1 1 
(B) =-5 + 32 + 5.6 + 78 + ecco == log. nat. 2, 


Das allgemeine Glied der Reihe (4) ist ime so dafs die einzel- 


nen Glieder sich mehr und mehr der Einheit nähern, und wenn man 
m == oo setzt, wird der letzte Theil der Reihe 
= +1—1+1—1-+1—1ete. 
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sein. Daher wird der Werth der Reihe (4) gegen den bestimmten Werth 
log. nat. 2. oder gegen den Werth log. nat. 2--1 convergiren, je nach- 
dem man eine gerade oder ungerade Anzahl von Gliedern zur Berechnung 
anwendet. Man kann aber jede convergirende Reihe in eine der Reihe 4 
ähnliche Reihe verwandeln, wenn man zwischen je zwei Gliedern die Glie- 
der -+-1—1 einschaltet. Solche Reihen könnte man allenfalls zweideu- 
tige convergirende Reihen nennen; in keinem Falle dürfen sie aber wohl 
zu den divergirenden Reihen gerechnet werden. Verwandelt man nun 
eine solche Reihe nach $.31. in einen Kettenbruch, so mufs dieser ein 
zweideutiger convergirendes Kettenbruch sein, d. h. ein Kettenbruch, dessen 
Werth sich immer mehr einem bestimmten oder einem andern bestimmten 
Werthe nühert, je nachdem man eine gerade oder ungerade Anzahl von 
Theilbrüchen zur Berechnung anwendet.  Hiernach ist das, was in $.54. 
gesagt worden ist, zu ergänzen. Sind nemlich bei einem zweideutigen 
convergirenden Kettenbruche alle Theilzähler und Theilnenner positiv, so 
kommt man allerdings auch dem wahren Werthe desto nüher, je mehr 
Glieder man zur Berechnung anwendet; da aber ihr wahrer Werth zwei. 
deutig ist, oder da die Reihe, so zu sagen, zwei wahre Werthe hat, so 
kommt man bald dem einen, bald dem andern näher. So z.B. ergiebt sich 
aus der Reihe (4) der zweideutige convergirende Kettenbruch 


1 etc.? 

welchen Kettenbruch schon Euler (Opusc. anal. 7.2. pag. 156.) gefun- 
den hat (nur dafs er den Werth der Reihe (4) = log. nat, 2 -- 1 setzt, 
was aber offenbar nur das Mittel aus den zwei Werthen log.2, und 
log. 2+1 ist). Keinesweges kann ich mich aber zur Ansicht des Herrn 
von Ettingshausen bekennen, der solche Kettenbrüche als divergirende 
betrachtet (vergl. dessen Vorles. über die hóh. Mathem. Bd. 1. S, 72.). 

Zu Kap. 5. B — 

Da hier gezeigt wird, wie man die grófste und kleinste Wurzei, 
wenn sie reell sind, oder die zwei grófsten und kleinsten Wurzeln, wenn 
sie imaginir sind, direct finden kann, so erwächst hieraus zugleich eine 
wesentliche Verbesserung der Meihoden, die Legendre zur Auflósung 
der Gleichungen gegeben hat, im Anfange zu seiner Zhéorie des nombres, 

Creile's Journal d. M. Bd. XI. HR. 4. 46 
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wenn überhaupt diese Methoden nach dem Erscheinen von Fourier’s 
Analyse des équations noch einen Vorzug haben. Noch leichter können 
diese Wurzeln durch die Methode gefunden werden, die ich im Journale 
für die Mathem. Bd. 9. S. 305. ff. gegeben habe. 


Die Anwendung der Kettenbrüche auf die Auflösung der Differen- 
zialgleichungen, wiewohl sie manche Schriftsteller als besonders wichtig 
hervorheben, ist wissentlich in dieser Abhandlung übergangen worden. 
Sie beruht nemlich auf keinem besonderen Principe, sondern auf einer 
Substitutionsmethode, ähnlich der, die in $. 87. angewandt worden ist. Ist 
z.B. eine Differenzialgleichung zwischen den zwei veränderlichen Grölsen 
x und y gegeben, die durch 

Fix, y)= 0 

ausgedrückt wird, so suche man einen Nüherungswerth von y, er sei = a; 
man setze alsdann y = a + Hm , und substituire diesen Werth statt y in 
F(x, y), so erhält man eine neue Gleichung F(x, y,) — 0; hier kann man 
wieder einen Nüherungswerth von y, finden, es sei dieser ¢,; alsdann kann 
man wieder statt y! den Werth o, + E substituiren, und fährt man so 
fort, so wird der Werth von y durch einen Kettenbruch F (a4-1: 2,4- 1: 2; ete.) 
ausgedruckt. Wiewohl Lagrange diese Methode besonders empfiehlt, 
(Mem. de l'ac. de Berlin 1776.), so geht doch schon aus dem, was mehr- 
mals über das Verbültnifs der verschiedenen Entwickelungen in unendlich 
fortlaufenden Ausdrücken erinnert worden ist, hervor, dafs im Allgemei- 
nen solche Entwickelungen vor anderen keinen Vorzug haben künnen, 
da sie unter einander nur der Form, nieht aber dem Wesen nach ver- 
schieden sind, und so ist wohl auch die Methode, Differenzialgleichungen 
durch Hülfe der Kettenbrüche aufzulösen, der längst bekannten Methode, 
die dasselbe durch unendliche Reihen leistet, nicht vorzuziehen, da, beson- 
ders bei den Kettenbrüchen, die Bestimmung des vernachlässigten Restes 
so wichtig und in den meisten Füllen so schwierig ist. Dies hat auch 
schon Legendre bemerkt (Exerc. du calc. intégr. T. 2, pag. 223.). 


Eine wichtige Bemerkung über Kettenbrüche von Jacobi, die 
aufserhalb des Planes dieser Abhandlung liegt, findet man im Journ. f. d. 
Math. Bd. 7. 5. 41, f£, und ebez daselbst S. 48. — 50, interessante Bemer- 
kungen von Hill. 
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ous 
Note sur la loi de la réfraction simple. 


(Par Mr. Pagani, Prof, ord. à la faculté des sciences de l'Université de Liège.) 





— 





U. rayon lumineux part d'un point déterminé, et traverse plusieurs mi- 
lieux diaphanes contigus, dont les surfaces de séparation sont données, 
Soit L = 0 l'équation, en termes finis, d'une quelconque de ces surfaces. 
Dénotons par s, s', les longueurs du rayon réfracté, interceptées par la 
surface L, et les deux surfaces qui la comprennent, Soient c, a’, deux 
constantes, dont la première dépend de la nature du milieu qui contient 
la portion de rayon s, et la seconde dépend de la nature du milieu qui 
contient s^, 

D'aprés le principe de la moindre action, on doit avoir 

ó.Z(as-]-a' 5^) —0; 
en observant que les variations des coordonnées doivent Motisüro aux 
équations dL = 0, 0 L, — 0, ete., dont le nombre est égal à celui des sur- 
faces de séparation. En d'autres termes, il faudra combiner léquation 
précédente avec celle-ci: 
0.2 A0 LL — 0, 

-En développant ces deux équations, et em égalant séparément à 
zéro les coëfficiens des variations J, dy, dz, on aura, relativément à la 
surface L, les équations 

ds T cv 


dirt ME 
ds 


TER a EN 


Cela posé; prenons pour axe des x la normale à la surface L, 
menée au point où elle est rencontrée par les droites 5, s'. Oa sait par 


LA 5 3 LL 
la théorie des surfaces courbes que lon a, dans ce cas, ure = 0, 
Partant 
ds Rd res ds past 
uan Be CUP PRES A 


D'un autre côté, en désignant par a, D, ‘y, a’, 2’; y’, les cosinus des angles 
46 * 
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bd . * ds 
que font les droites s, s^, avec les axes des x, y, z; on doit avoir da 75 
ds 


is am etc., et 
Aryl, ap"; 
et au moyen de ces valeurs on déduira succesivement des deux équations 
précédentes, 
eB=-—— ua, ay—=—oy, 
a? (Q^ 4- ^) = a EE ai), 
Q({—u) = a" (1 —a”), 

Mais 1— a’ est le carré du sinus de langle que fait avec la nor- 
male à ia surface L, le rayon imident s, et 1— «^, le carré du sinus de 
l'angle formé avec la même droite, par le rayon réfracté s'; d’où il suit 
que ces sinus sont dans un rapport constant. On voit donc, comment on 
peut déduire du principe de ia moiudre action une démonstration aussi 


générale que facile de la loi découverie par Snellius et Descartes. 
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39. 


Solution générale d'un probléme d'analyse combinatoire. 


(Par Mr. Hamus, lecteur en math. de l’université de Copenhague.) 





Dans le Bulletin des sciences mathém. etc., févr. 1829., Mr. Cournot 
a-traité le problème suivant, dont celui de Mairan n'est que le cas le 
plus simple: 

"Sur le nombre total des combinaisons quon peut faire avec un 
„nombre donné de pièces, déterminer séparément le nombre de celles 
„dont les exposans *), divisés par un certain module p, donuent pour reste 
»,Vun des nombres 0, 1, 2, 3, eo... p—1.” 

La solution de Mr. Cournot est fondée sur la nature des fonc- 
tions cherchées y, y(D, yO, .... yP (x étant le nombre des pièces) 
de satisfaire à ces équations linéaires aux différences finies, l'accroissement 
de x étant 1, 

Ary. = yP-i, 
AP yD = ye, 
r désignant l'un quelconque des nombres 1, 2, .... p-—1. L'intégration 
complète en est facile, et les constantes arbitraires peuvent être détermi- 
nées pour chaque cas particulier. Em posant successivement p == 2, = at 
—4, il trouve: 
1) pour p — 2, les formules bien connues: 
y? — gr A 4 d yt Qut, 
2) pour p = à: 


YU = 19*__ 1 005170 — sin $72; 
3) pour ETE 
y — E. HD os pr 
y c hot 1/2) sin aa, 
yO = i2"— i(y 2) cosimx, 
year Vio sin ZBL 


*) Mr. Cournot appeile n l'exposant d'une combinaison n à rn. 
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Enfin il ajoute: „il serait curieux de savoir si, en général, les termes 

„affeetes de 2* ont, dans toutes les fonctions y. des coefficients égaux en- 
; * { e 5 2 e. 9 

„treux et à gi et si lorsque le nombre p n'est pas premier, il y a tou- 

,]ours un certain nombre de termes qui disparaissent de ia valeur de y..” 


Le but de cet article est d'offrir la solution générale du problème 
qu'on peut trouver sans difficulté en suivant une voie différente. 


En effet la AS eee est contenue dans ces deux formules: 
2 kno 
=; AN — _ 5 = (200s *7)" Co fe 
( ) Mes P SR P P 


^ 2x * k 4 

(B.) y= E = += > (2 cos EN cos PS —2r); 
la somme Z étant prise ache m depuis £— 1 jusqu'à = $p—1, 

si p est un nombre pair, et jusqu'à Z(p— 1) si p est impair. 
Démonstration. Soit f(y) la fonction génératrice de a, en sorte que 

JCy) — Q Tuyd 0 -T-erey T... 
Par le nature des racines o, 4^, a’, ....a? de l'équation m—1=0 on a 
2. a “flay tare flay wt arr f(uPy) = p(a, y^ Tra, yP Fda y E Tee). 
Donc si l'on observe que y{ n'est que la somme des coefficients de y’, 


yt", y?"*' etc. dans le développement de !a fonction (1-- »)*— 1, on 
trouve en On d'abord f{y)=(1+y) —1, puis y = 1: 


Rb E = (ar 7 (Lt à) a PP (LH Dy" Hs aPP + a?) — = a P à : 
En faisant 4 = cos — t/(—1) sin on a 
Ci rU cos y + v (— 1) sin Sur. 
(Hal) = (2 cos 2) (cos 77 + + pt 1)sin =), 


km 
a e7(1- Fay — (2c057 =) (cos (@—2r) + + V (—1)sin* e — 2 7; ), 
dont il faut prendre la ENTER depuis £ = 1 jusqu'à £ = 2p — 1 
ou 3(p— 1) (selon que p est pair ou impair), ce qui fera nécessairement 
disparaitre les imaginaires, puisque le résultat doit en être délivré. A cette 
somme si l’on ajoute le terme 2*, donné par £ = 0, on a la valeur de 
la série 





aA ay HEHE a 7 (E pan), 


quil faut substituer dans l'équation (3.) pour avoir les deux équations (4.) 


& 
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k=p 
et (B.), dont la différence est due au terme A PT, qui s'évanouit pour 
=1 


toutes les valeurs de 7, excepté r = O qui le rend égal à p. 

Le principe, dont on fait ici usage, est le même qui a été em- 
ployé dans plusieurs autres circonstances, par exemple par Mr. Poisson 
dans sa belle théorie des séries périodiques (Journal de l'école polyt. 
19"* cah. p. 421.), par Mr. Abel dans son premier mémoire sur la rósolubi- 
lité des équations algébriques (form. 1” p.72. de ce journal), par Mr. Jür- 
gensen dans ses ,, remarques sur une certaine transformation des fonctions” 
(tor. 6° p. 197. de ce journal). 

Copenhague 20. septembre 1833. 
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94. 
Analytisch-geometrische Aphorismen. 


(Fortsetzung von No. 15. im 3ten Hefte, No. 24. im 4ten Hefte X. Bandes, No, 3. im Isten Hefte, 
No. 9. im 2ten Hefte und No. 19. im vorigen Hefte dieses Bandes.) 


(Von dem Herrn Professor Plücker zu Berlin.) 


VI. 
Über die Steinersche Verallgemeinerung der Malfattischen 
Aufgabe. | 


1. Bevor ich zur Construction der genannten Aufgabe: 
„Wenn irgend drei Kreise gegeben sind, drei neue solche Kreise zu 
beschreiben, von denen jeder die beiden übrigen und zwei der drei 
gegebenen berührt,” 

übergehe, mufs ich den folgenden Satz vorausschicken. 

Wenn irgend zwei gegebene Kreise von irgend einem 
dritten Kreise aufserhalb berührt werden, und man von ir- 
vend einem Puncte ihrer gemeinschaftlichen Chorde zwei 
Tangenten an dieselben zieht, so kann man einen neuen 
Kreis beschreiben, welcher den dritten Kreis in einem sei- 
ner beiden Durchschnittspuncte mit der gemeinschaftlichen 
Chorde und zu gleicher Zeit jene beiden Tangenten berührt. 

Ich beabsichtige bei der Aufstellung dieses Satzes keinesweges All- 
gemeinheit, und in der Fig. 1. (Taf. V.) beziehe ich mich, mit blofser 
Rücksicht auf das Folgende, auch wiederum nur auf den besondern Fall, 
dals die beiden gegebenen Kreise sich berühren, und zwar aulserhalb. 
Hiernach seien € und C’ die beiden gegebenen, sich außerhalb berühren- 
den Kreise; y sei irgend ein dritter Kreis, der beide aulserhalb berührt. 
ON sei die gemeinschaftliche Chorde (innere gemeinschaftliche Tangente), 
PQ eine üufsere gemeinschaftliche Tangente der beiden gegebenen Kreise 
C und C', Von irgend einem Puncte, O, auf der gemeinschaftlichen Chorde, 
ON, dieser Kreise, seien an dieselben die beiden Tangenten OP und OQ 
gelegt. Dies vorausgesetzt, beruht der Beweis des vorstehenden Satzes 
daraul, zu zeigen, dafs es einen solchen Kreis giebt, der den Kreis y in 
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N’ (einem der beiden Durchschnittspunkte dieses Kreises und der ge- 
meinschaftlichen Chorde ON), und überdies OP und OP berührt. 

Alle beliebigen Kreise, welche zwei gegebene, C und C', aufser- 
halb berühren, werden von der gemeinschaftlichen Chorde dieser beiden 
gegebenen unter constanten Winkeln gesehnitten, und zwar unter densel- 
ben Winkeln, als die äufsern gemeinschaftlichen Tangenten der beiden letzt- 
genannten Kreise. Dies ergiebt sich sogleich, und ist implicite schon in 
der 195sten Nummer des ersten Bandes meiner ,, Entwickelungen” ent 
halten. Die Tangenten eines solchen Berührungs- Kreises y, in dessen 
Durchschnittspuncten mit der gemeinschaftlichen innern Tangente der bei- 
den gegebenen Kreise, sind also den äufsern gemeinschaftlichen Tangenten 
dieser Kreise parallel. So ist Q'P', die Tangente in JV’, der gemeinschaft- 
lichen Tangente QP parallel. Nun berührt aber ferner, nach einem Satze 
des IV, $. dieser Aphorismen, derjenige Kreis, welcher die beiden geraden 
Linien OP und OQ berührt, und durch JV, den Durchschnittspunct der 
gemeinschaftlichen Chorde ON und der gemeinschaftlichen Tangente PQ, 
geht, zugleich auch diese Tangente in dem letztgenannten Puncte JV. Es 
berührt also auch ein Kreis, welcher dieselben beiden geraden Linien 
OP und OQ berührt, und durch JV, einen Punct von ON, geht, die ge- 
rade Linie P'O', die durch. /V^ geht, und mit OP parallel ist, und folg- 
lich auch den Kreis y in /Y'. 

2. Wir wollen nun (Fig.2.) von den beiden sich aufserhalb be- 
rührenden Kreisen « und c, als gegeben, ausgehen, und irgend einen drit- 
ten Kreis B beschreiben, der beide aufserhalb berührt. Dieser Kreis 
werde in B’ von VB‘, der gemeinschaftlichen Chorde (Tangente) der 
Kreise @ und c, geschnitten, Man beschreibe ferner einen beliebigen 
Kreis (2, der den Kreis B in B’ aufserhalb berührt, Alsdann schneiden 
sich, nach dem vorausgeschickten Satze, zwei gemeinschaftliche äulsere Tan- 
genten der Kreis-Paare a und ß, c und 2, nemlich die beiden geraden 
Linien C'/Y und 4'N, in irgend einem Puncte /V von JVB‘, der gemein- 
schaftlichen Chorde von @ und c. Wir können hiernach ferner einen 
Kreis 5 beschreiben, welcher die beiden Kreise @ und c, bezüglich auf 
NC! und V4’, berührt. Wir wollen endlich zwei neue Kreise, C und A, 
mit beliebigen Radien beschreiben, von welchen der erste die beiden 
Kreise 5 und a, und der zweite die Kreise 5 und c aufserhalb berührt. 
Nach dem an die Spitze dieses Paragraphen gestellten Satze, kónnen wir 
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biernach endlich noch zwei solche Kreise beschreiben, von welchen der 
eine, y, den Kreis C in C', einem Durchschnitte mit VC’, und überdies 
die beiden geraden Linien V4’ und VB’, und von welchen der andere, 
a, den Kreis 4 in 4’, einem Durchschnittspunete mit V4‘, und überdies 
die beiden geraden Linien VB’ und VC‘ berührt. 

Auf diese Weise sind wie zu einer Construction gekommen, die der- 
jenigen des IV, Paragraphen (Fig. 6.) vollkommen analog ist. Es sind blofs 
die drei Kreise B, 4 und € an die Stelle der drei geraden Linien BC, 4C 
AB getreten. In beiden Fällen schneiden sich drei innere gemeinschaftliche 
Tangenten der Kreise «, ß und "y, wenn wir diese Kreise paarweise zusam- 
menstellen, in einem und demselben Puncte, in JV, und hieraus folgt in der letz- 
ten Construction, wie in der ersten, dafs die drei übrigen innern gemein- 
schaftlichen Tangenten derselben Kreise sich ebenfalls in einem und demselben 
Puncte, in 74, schneiden. Es kommt also im vorliegenden Falle wiederum 
nur darauf an, die drei in M sich schneidenden geraden Linien zu kennen, 
um, wenn die drei Kreise 4, B und C gegeben sind, zunächst die Kreise 
a, D, y, und dann die verlangten Kreise a, à und c zu construiren. 

3. Wenn die drei gegebenen Kreise 4, B und C einander gleich 
sind, so wird man durch eine etwas ermüdende Eliminations - Rechnung 
— die der in einer Note dem IV. Paragraphen beigefügten ähnlich ist, 
und die ich hier nicht unternehme, weil ich glaube, dafs sie sich durch 
eine einfache allgemeine Betrachtung wird ersetzen lassen — finden, da fs 
für diesen Fall die drei in M sich schneidenden geraden Li- 
nien die gemeinschaftlichen Chorden je zweier der drei ge- 
gebenen Kreise sind. 

Für den vorliegenden besondern Fall ergiebt sich hiernaeh folgende 
Construction: 

I, Man beschreibe die drei gemeinschaftlichen Chorden der drei 
gegebenen gleichen Kreise 4, B und C, die sich in irgend einem Puncte 
M alle drei schneiden. 

IX. Man beschreibe drei neue Kreise «, , y, von welchen jeder einen 
der drei gegebenen aufserhalb berübrt, und aufserdem die beiden gemeinschaft- 
lichen Chorden des letztgenannten, und jedes der beiden übrigen gegebenen. 

IH. Die drei gemeinschaftlichen Chorden der dre: gegebenen Kreise 
sind alsdann inuere gemeinschaftliche Tangenten der drei Kreise x, ß und y. 
Man ziehe biernach die drei übrigen innern gemeinschaftlichen Tangenten 
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dieser Kreise. Es werden sich dieselben alsdann in einem und demselben 
Puncte, in /V, schneiden. 

IV. Jeder der gesuchten Kreise 2, 4 und c berührt alsdann zwei der 
in JV sich schneidenden geraden Linien, und ist daher leicht zu construiren, 

Vereinfachungen der vorstehenden Construetion bieten sich von 
selbst dar, wenn man berücksichtigt, dafs die in JV sich schneidenden 
geraden Linien durch die Berührungspunete 4’, B', und C' der drei Kreis- 
Paare 4 und s, B und Q, C und y gehen. 

4. Nach der letzten Nummer des vorigen Paragraphen erhalten 
wir aus der vorstehenden Construction des speciellen Falles unserer Auf- 
gabe die Construction der allgemeinen Aufgabe: 

Wenn irgend drei beliebige Kreise gegeben sind, drei 
solche neue Kreise zu beschreiben, von weichen jeder die 
beiden übrigen und zwei der drei gegebenen berührt. 

I. Man beschreibe aus den äufsern homologen Puncten je zweier 
der drei gegebenen Kreise 4, B und C, als Mittelpuneten, drei neue Kreise, 
welche mit den bezüglichen gegebenen eine gemeinschaftliche Chorde ha- 
ben; oder, mit andern Worten, man halbire die Winkel, welche die drei 
gegebenen Kreise paarweise mit einander bilden, durch drei neue Kreise. 
Diese drei neuen Kreise, die wir durch (48), (4C) und (BC) unter- 
scheiden wollen, schneiden sich bekanntlich in denselben beiden Puncten 
(Aphorism, $.1I.). Diese Puncte seien P und M. 

U. Man beschreibe einen neuen Kreis «, welcher die Kreise 4, (48) 
und (4C), einen Kreis ß, welcher B, (4B) und (BC), und einen Kreis y, wel- 
cher C, (4C) und (BC) so berührt, dafs die Berührung von « und 2 mit (ZB), 
von « und y mit (4C) und von und y mit (BC) eine ungleichartige ist. 

IH. Man beschreibe drei neue Kreise, welche alle drei durch einen der 
beiden Puncte P oder M, etwa durch den erstern derselben, gehen, und die re- 
spective die Kreise a und (2, « und y, (2 und ¥ ungleichartig berühren. Diese 
Kreise, welche wir durch (a B^, (ay) und (B y) bezeichnen wollen, schneiden 
sich alsdann noch in einem und demselben zweiten Punct. Dieser Punct sei JV. 

IV. Von den verlangten drei Kreisen berührt alsdann der erste, 
a, die vier Kreise B, C (4() und (xy), der zweite, 5b, die Kreise 4, C 
(48) und (Gy), und der dritte, c, die Kreise 4, B («'y) und (Cy). 

Ich füge hier keine Figur hinzu, weil eine solche sich schon in 
dem ersten Bande dieses Journals verfindet, und man auch, in Ermange- 
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lung dieses Bandes, leicht an der Figur, welche zu der vorigen Nummer 
gehört, sich orientiren kann, indem man den Punct, den wir P genannt 
haben, sich hier unendlich weit entfernt denkt. 

Im Jahre 1826 bat Herr Steiner die vorliegende Aufgabe, die 
man damals, nach den Schwierigkeiten, welche ausgezeichnete Geometer 
bei der Behandlung der bloßen Malfattischen Aufgabe gefunden hatten, 
für unüberwindlich zu betrachten geneigt sein mochte, und, jedoch ohne 
Spur irgend einer Rechtfertigung, eine Construction hinzugefügt, die im 
Wesentlichen mit der vorstehenden übereinstimmt *). Bald nachher wurde 
die Steinersche Construction auch in den zu Montpellier erscheinen- 
den Annalen zur Rechtfertigung vorgelegt; aber soviel ich weiß, ist durch- 
aus nichís weiter erfolgt, und die Richtigkeit jener Construction bis jetzt 
problematisch geblieben. Was bei der Aussage der eben genannten Con- 
siruction befremden mufs, ist, dafs mit keiner Sylbe angedeutet ist, dals 
die oben durch (4B), (40), (BC), (aß), (ay) und (By) bezeichneten 
Kreise alle sechs (und nicht blofs die drei ersten) durch einen und densel- 
ben Punct gehen; denn eben dadurch ist doch die Construction der allge- 
meinen Aufgabe mit der Construction der Malfattischen verknüpft. 

5. Die Construction der Steinerschen Verallgemeinerung der Mal- 
fattischen Aufgabe, die wir in der vorigen Nummer aufgestellt haben, 
ist wahrscheinlich noch nicht die einfachste. Man kann vielleicht unmittel- 
bar (Fig. 2.) wenn wir von den drei Kreisen 4, B und C ausgehen, auf 
leichte Weise die drei in M sich schneidenden geraden Linien construiren. 

6. Herr Steiner erweitert die Aufgabe, welche den Gegenstand 
dieses Paragraphen bildet, indem er dieselbe auf die Kugel-Oberfläche und 
auf beliebige Oberflächen zweiter Ordnung überträgt, Dies geschieht 
unmittelbar durch Hülfe eines Ubertragungs- Principes, das ich schon frü- 
her zur Anwendung gebracht hatte, und das mit der Aufgabe selbst in 
keiner Beziehung steht. Interessant wäre folgende Aufgabe: 

in die Winkelpuncte eines Polygons von n Seiten n Kreise 
so zu beschreiben, dafs jeder Kreis den vorhergehenden 
und den nachfolgenden berührt. 

Und dann könnte man an die Stelle der 7 Seiten, von welchen 
das Polygon gebildet wird, 7 beliebige Kreise setzen. : 

Bonn, Ende October 1831. 


*) S. dieses Journales I. Band S. 180. 
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35. 
Beitrag zur Theorie der Facultaten. 
(Von Herrn Dr, 24. Müller, Universitäts- Bibliothecar in Heidelberg.) 





Die Facultäten spielen in den späteren Theilen der Analysis eine bedeu- 
tende Rolle, und es sind unzweideutige Anzeigen vorhanden, dafs sie der 
Schlüssel zur Lösung vieler sehr schwieriger Aufgaben sein mögen. Noch 
sind sie aber nicht so durch und durch bearbeitet, wie ihre Anwendung 
es erfordert; ja man kann sagen, dafs die Untersuchung derselben in mane 
chen höchst wichtigen Puncten kaum etwas über den Anfang hinaus ist. 
Aus diesem Grunde können Versuche der Erweiterung dieses Gegensfan- 
des nicht unnütz, und Mittheilungen solcher Versuche nur wünschenswerth 
sein. Der Gegenstand ist zudem-gar nicht leicht: deswegen müssen ver- 
schiedene Personen Hand an's Werk legen, und durch gegenseitige Untere 
stützung zu erringen suchen, was der Einzelne nicht erlangen kann. Dicse 
Betrachtungen haben mich bestimmt, einige Sütze, auf die ich gekommen 
bin, der öffentlichen Mittheilung nicht unwerth zu halten. 
SD 

Wenn die Facultät «”” in eine Reihe nach den Potenzen von a 

und r entwickelt wird, so ergiebt sich bekanntlich folgender Ausdruck: 
gu eccai--.n,1).o 777 Lun, 2). a re 

Die Coefficienten der Glieder dieser Reihe, welche durch «(7,1), 2(2,2), .... 
bezeichnet sind, künnen für positive und für negative ganze Werthe von 
n vollstándig angegeben werden. Wenn ^ eine ganze Zahl bedeutet, so 


ist bekanntlich : 
Ito mpm. k—1y™ 


und 1 
9. a(—h,m) = [1,2,...., A], 


wo (1,2,....,4—1)™ die geordneten Verbindungen ohne Wiederholung 
TREIBT | die geordneten Verbindungen mit Wiederholung 
zu 77 Elementen aus den in den Klammern befindlichen Grölsen anzeigen. 
Aufser diesen beiden Gesetzen kennt man für den Fall, wo in & (7, 71) 
positive und negative Werthe von 2 nicht unterschieden werden, noch 
ein Bildungsgesetz. Dieses ist aber so verwickelt, dafs man sogar für 
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den Zweck der wirklichen Berechnung ein anderes wünschen muls; als 
Grundlage oder Hülfsmittel zu anderweitigen Untersuchungen ist es völlig 
unbrauchbar. Man hat deshalb ein anderes allgemeines Bildungsgesetz da- 
durch zu bestimmen gesucht, dals man die Werthe der Coefficienten 
a(n, 1), a(n, 2), .... nach den Potenzen von n ordnet, oder 
3.  a(n,m) = Q(m,1).n' +Pß(m,2). +... +Pß(m,2m).n’”, 

wo n jede Zahl sein kann, annimmt, und die Bestimmung der Coefficien- 
ten D (m, 1), .... els Gegenstand der Aufgabe betrachtet. Dafs die höchste 
Potenz in der vorstehenden Reihe wirklich 7°" ist, darf hier als wahr an- 
genommen werden. Mit der Aufsuchung des Bildungsgesetzes für die 
Coefficienten B (m, 1), .... hat Schweins in seiner Analysis $. 90. bis 
$. 92. den Anfang gemacht, jedoch nur den ersten Coefficienten f (rm, 1) 
auf eine Weise, für die übrigen aber zwei allgemeine zurücklaufende 
Bildungsweisen angegeben. Aufser diesen fand er l. c. pag. 215. und 216. 
zwei besondere Bildungsgesetze für 2 (27m +1,2) und Q(27n 4- 2,2). Mehr 
ist, so viel ich weils, in dieser Sache nicht gethan. 


$. 2. 
! Die erwähnten Coefficienten (77,1), .... spielen durchweg eine 
merkwürdige Rolle, und es ist von der hóchsten Wichtigkeit, dafs wir zu 
einer vollständigen Kenntnils ihrer Eigenthümlichkeiten gelangen. Hierzu 
giebt es mehrere Mittel, die ich der Reihe nach anführen und benutzen 
werde. Zunächst haben wir die Gesetze (2.) und (3.), und aus diesen 

lassen sich interessante Folgen ableiten. 
Man setze in (3.) 7 — —h, wo h eine ganze Zahl ist, und ver- 

binde sodann (2.) mit (3.), so folgt: 

4. Q(m,1). M —Q (m, 3). +... — B(m,2 m). A” — —[1,5,...., A]", 
Hieraus kann man sofort eine unabhängige Bildungsweise der Coefficien- 


ten (2(7,1), .... herleiten. Nach $. 209. der Analysis von Sch weins 
ist nemlich 


T $ h T hm+e+ill 
ble ae srs ] = 2, {(m, s+1). ns; 


s=0,1,....m—1. 
wo die Coefficienten {(71, 1), f(zm, 2), .... nur m1, und nicht 7, enthalten, 
und nach folgendem zurücklaufenden Gesetze gebildet werden: 
5. fm, p) = —{(m+p—1).{(n—1, p) + (n +r—1). (6n —1, p —1). 
Fübrt man nun in der voraupenenden Gleichung 
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RE TT By 1.2.3 te net 
r=0,1,,,..,m+bs 
ein, ordnet das Resultat nach den steigenden Potenzen von ^, so sind die 
Coefficienten der Glieder dieser Reihe nach (4.) die gesuchten Grüfsen 
B (m, 1), Q(m, 2), .... Durch Ausführung der angedeuteten Geschäfte ge- 
langt man zu folgendem Bildungsgesetze: 


6. B(m,9+1)=(—) em fe» 1).(1,2,...., my"? 
ren Ti eon, 2). (1, 2; rg M 34 Dm 
1 
+ quas fm, 7). (1,9, ...., 2m — 1954. 
Da nach dem Bildungsgesetz in (5.) die Größen [(7:, 1), .... gefunden 
werden können, so giebt die Gleichung (6.) die unabhängige Bildung der 
Grófsen Q (71, 1), .... vollständig an. Die einzige, noch zu beseitigende, 


Schwierigkeit ist nur diese: aus der zurücklaufenden Bestimmung in (5.) 
eine unabhängige Bildung abzuleiten. Für diesen Zweck deducire ich aus 


(5.) folgendes Gesetz: 


7. (mp) = 3. Am + p— 1)". fom —s—1, p—1) 
s=0,1,....m+p, 


und hieraus geradezu: 
| 8. (m) = mem, 
Zur Abkürzung werde 
S, 5 $5 fee FS, 

gesetzt, so hat man nach (7.) folgende Gleichungen: 

{(m, p) = 3, (m+ p — DH. {(m— s,—1, p—1), 
f(m—s,—1, p —1) = =, (—)* (m p—3—58, .f Cm —S, —2, p —2), 
(m—S,—2, p —2) ==, dco ETT ie ak Ge ein, 


* 9 . ® e * LJ e 


r (m — 20 2, 
= X, (—)P em —p$ 3-H.) PAL se ur 1), 
und nach (8.) 
ms. HN Pm —p $1 8,4) 
daher, wenn man diese Gleichungen mit einander verbindet: 
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9. (mp) 7 2,, mtr Nette 
x =, + p—3 oe Oye x 
N ET NER 
8 ER T E ne e. La 
xz, (Un —p+3—S,_») Bohn! Tm qs sa) Pis. 


wo 
$, = 0, 1,:..., m—p, 


$,220,1,...., m —p—S,, 
6, = 0,1,...., m—p —3$$,, 
Sp == 0, 1,....,m—p —$, 5. 

Durch diese unabhängige Bildung (9.) wäre nun die vorgelegte Aufgabe 
vollständig gelöst. Zwar ist die für f(m,p) gefundene Vorschrift sehr 
weitläufig, und es wollte mir nicht gelingen, den verwickelten Calcul auf 
einen einfachen bestimmten Ausdruck zu reduciren. Vielleicht ist aber 
ein Anderer glücklicher. Auf jeden Fall verdient diese Entwickelung Auf- 
merksamkeit, indem sie auch zur Erweiterung der Summirung der Reihen 
einen guten Beitrag veranlassen kann. 


$. 3. 

Ich wende mich nun zu andern Hulfsmitteln, die bei der Bestim- 
mung der Grölsen (75,1), ((m,2), .... in Anwendung kommen kön- 
nen. Als erstes, bis jetzt noch nicht benutztes Mittel bietet sieh die von 
Schweins gefundene Gleichung: 

10. (—)"n" = a(n,m)—a(n,m-—-A).o(— n,1) 
d-a(n,om-—-2).a(—n,2) 


e" e-9 5 + 6 9 9 € 49 $ 9-6 


(—" 1za(—n,m) 
dar. Zwar hat Sch weins a. a. O. schon gezeigt, was man aus dieser 
Gleichung in den Füllen, wo m= t, m= 2, m — 3 und m — ist, für 
die Coefficienten (7,1), .... folgern kann; die allgemeine Entwickelung 
aber hat er nicht vorgenommen. Da nun diese mehrere interessante Fol- 
geu giebt, so will ich sie hier vornehmen. 
Das allgemeine Glied zur Rechten in der Gleichung (10.) ist 
(-—/? a(n, m — p) .a(—, p) 
aber nach (3.) 
a (n, m-p) = Q(m-p, 1). n 4- B(m-p,2). n^ +.... + B(m- p,9m - 2p). nr, 
&(—n, p) = —Q (p, 1).2* + BCP, Din ++ (2p). m, 
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daher. wenn man zur Abkürzung 
ON __ Ts eftt 4^5 / N 
HM. (mpg +2) = — B(m—p, 9g 41). Bp, 1) 
slate pus mg). (py 2) 
TRE Qm —p,g —1) . Gp, 3) 


H- . s e ^ a Li * ° + * ry 5 » 
GNT Bum — p, 1).0 (p, e +1), 


setzt : | , 
(—Ya(n, m— p). (— n p= (—Y (Bn, p, Do? 
+ B(m, p, 3).m 
aue EDEN ue 
+ B (m, p, 2m). (i. 
Substituirt man nun diese Entwickelung in der Gleichung (10.), setzt fer- 
ner noch: 
ea TER EDEN SS UBUn,9 m).nm., 
&(—n, m) == — Bm, 1).n' 4-5 (m, 2). n^ +... Qn, Im) .,r’”, 
und ordnet das Resultat nach den steigenden Potenzen von rn, so wird 
der Coefficient von 77° 
= (14 (—1)7*79).8(m, g 4-1) — B (m, 1, 9 + 1) 
+ Bim, 2, 94-1) 
— B(m,3,g4 0) 
Gon B oae 1, ert 1). 
Weil aber in der Gleichung (10.) zur Linken nur das einzige Glied 
(—1)" n" vorkommt, so müssen zur Rechten die Coefficienten von n', 77, .,. 
n". p"! .,.. verschwinden, der Coefficient von 2” aber = (— 1)" seiu. 
Man hat demnach folgende drei Gesetze: 
12. 2.5(m,m) =(—1)"+ Z,(—1y B(m, s4- 1, m), 
13. {1+ (—1)"4} 80m, m—9 +1) = X,(—Y Bim, s--1, m —g 4-0), 
14, + Dt). Lin, m 44 +1) = Zi (—) B (m, s+i, em 4- 9 4- D, 


mo $ = 0, 1,....2n—2. 


$. 4. 

Diese drei Gleichungen enthalten im Allgemeinen zurücklaufende 
Bildungsweisen für die Grófsen £ (zz, 2), Biz, 3), ....5 die Größe (n. 1) 
kann aber hiernach nicht gefunden werden. Setzt man nämlich in (13.) 
g — m, so folgt: (1 + 1)7*9 Bon, 1) = 0. 

Weil nun der Ausdruck (1-4-(—1)"^) für ein gerades 77 verschwindet, 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XI. Hit. 4. 48 
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und für ein ungerades — 2 wird, so hat man die Folge: 
15. Q(2m-r-1,1) — O0. 
Dieser Satz ist schon bekannt, Der besondere Fall (1, 1) ist aber hierin 
nicht begriffen, sondern mufs aus (12.) abgeleitet werden, Man erhält 
16. Q(1,1)2 —1. 
Die Gleichungen (13.) und (14.) scheinen vieles zu umfassen, ihr Ge- 
brauch ist aber in der That sehr beschränkt, und man kann nur in den 
Fällen, wo 9 eine ungerade Zahl ist, Schlüsse daraus ziehen, Übrigens 
enthalten die drei Gleichungen (12.), (13.) und (14.) viele überflüssige 
Ausdrücke, deren Reduction aber nur dann angebt, wenn man die Fälle 
unterscheidet, in welchen zz eine gerade Zahl bedeutet, Nemlich es ist 
ganz allgemein: | 
17. (—1)"—7.B(m,m—s—1,7m-—944-1) = (—1)*.(—1).B(m, $41, m—74-1), 
also, wenn man 9 —41 setzt: . 
18, (—1)"—.B(m, m—s—1, m) = (—1)'.B (m, s--1, m), 
und, wenn man 27-l-1 statt 9 einführt: 
19, (—1)"77B(m,m —$s—1,m —29)=(—1)'B(m,s+1,m—29), 
und endlich, wenn man —29—1 statt 9 einführt: | 
20. (—1)"2.B(m, mm —s—1, m4 2949) = (—1).B(m,s+1,m+29+2. 
in der Gleichung (12.) setze man zuerst 272 +1, und dann auch 27 +2 
statt z, und mache in beiden Fällen von der Gleichung (18.) Gebrauch, 
so erhält man: 
21. Q(2m-4r-1,2m-- 1) zz ILE (—)B(2m+1,s+41, 2m--+1), 
22. BQm+2,2m +2) = 
SFE BQm42, 841,242) +1". m2, m-+1, 249, 
wo s=0,1,2...., m—1. 
In (13.) setze man 29-++1 statt 9, führe alsdann zuerst 277-+-1, und dann 
2m--2 statt 7 ein, und mache in beiden Fällen von (19.) Gebrauch, 
so erhält man 
PQm+1,2m— 29-41) = Z(—YB(?m 4-1, 54-1,2m—29 4-1), 
BQm+2,2m—279+2)= 
£ (—y BQm-+2, 5-1, 27 — +9) +{—1)”2.BQm+2,m-+1,2m—2g-+2), 
und hieraus, wena man 9 = z1—p setzt: 
23, Lm+l,7p+1)=2z=.(—)B(m+i,s+1,2p+1), 
24. BQm+2,2p+2)= 
Z,(—Y BQm + 2,5-+1, 27+ 2) +(—1)".4.BQm+2,m-+1,2p+?2), 
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ws Net, eme. pe 
Auf gleiche Weise erhält man aus (14, ) und (20.) zwei Gleichungen, 
welche übrigens schon in (23.) und (24.) enthalten sind, und aus diesen 
entspringen, wenn man p = m--9 einführt. 

Für p —O erhält man z. B. aus (24.), wenn man zuerst 2" und 
dann 22 +1 statt 77 setzt, und auf (15.) Rücksicht nimmt: 

25. Q(4&m--2,2) 
= B (4m, 1).8 (2, 1)-- B(&m —2,1).8 (4, 1) +... +B (2 4- 2, 1.8 (2m, 0» 
26. B(4in+4, 2) — B(&m + 2,1).8 Q, 1) E B (4, m, 1). G(4, 1) +... 

ee $B Qmd 4,1).8(9m, 1) +40 (2m 4-2,1).8(2m4-2, 0 

für dep besondern Fall ß(2,2), der in (25.) nicht begriffen ist, erhält 


man aus (22.) | 
B (3,2) — $—i.D(1, 1.1, 1), 
27. p(3,2)2 i. 
$. 9. 
Ich komme zu einer andern Gleichung, welche für unsern Zweck 


mit grofsem Vortheil angewendet werden kann, bis jetzt aber in dieser 
Beziehung noch nicht berücksichtigt worden ist. Sie ist folgende: 


oder 


28. m.a(nm) = "ege + qua a(n, 1) 
Re oy 
+ —— Ben m — 1). 
Um aus dieser Gleichung in Rücksicht der Größen Q (7, 1),.... Schlüsse 


ziehen zu können, muls das allgemeine Glied zur Rechten, nemlich 


n — p —4Yn-rl-1 
Ep aa TELS 


in eine Reihe nach den Potenzen von z entwickelt werden. Dies ge- 
schieht dadurch, dafs man 
a(np--1) — B (p 4-1, 1) n! + B (p 4-1,2). 2? + FB (p - 1,2 p - 2). 2n, 


Bud (n— p —1)7793 zz (AN . (p 3-1, p 42... mn 
— (PA, p72, coors pau n 
+. . REC 
y (p de 1, P I 2. an nz , 
48 2 
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einführt. Man erhalt, wenn man zur Abkürzung 
20. D(p+l,mh+1=(p+i,p+7.…., my PP aCe 1o tap) 


(ped, pds UR mb GC Hits A 
a 








$ 9 s * 9 ° * e > e . d i. e . 
N (abl, pA 2, vases MY PES (p +1, D, 
setzt: 
(5 — 5 — 1yn-pl-i 2 | (reg s Tie? 
(n E US p-- 1) PCM ID (p 4- 1, m, 1).2! 
+ D(p+-1, m, 2}.n° 


+ Dip +1, "T. 77? En Pp d 2) < pF 
Hierin setze man p — 0,1,2,...., 7:— 2, addire alle Reihen, und füge 


dazu noch | 
nti} (—1 P 
SE Da No 9 \ 3 
ET: ti peu db Ay itg my".n 
rm (1, 2, ssses naar en, 
N de mi 
(—)5(152, eres ma om 
und ordne das Ganze nach den steigenden Potenzen von z. Der Coefü- 


cient Art! ist alsdann 


(mt xo NE 
Tim ir es nt) PH pr Dre, m,g +1) 


esse 
un 


— me D(n—3, n,9--1) 
(—7 iss DU m. g $0). 
Die auf diese Weise entstandene Reihe ist aber nach (28.) 
m sh m), 


—m.(ggm,1).n 4- Gn, 2). n?-.... + (m, 2 m). r7, 
daher hat man den Satz: 


—iyrt = 
30. m.B (a, i a Hm Pee 22 gane D (m-1, m, o4-1) 


1 ; 
ENS Dim-2,n,9-+1) 


+ qu D(m-3,m,g4-1) 


ddr Ve. € ^". 94 8 ve da EE 


(= )" a D(1,m, +1). 
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Dieses Gesetz ist eines der wichtigsten von denen, die bis jetzt für, die 
Bildung der Grófsen Bm, 1 DANS (eee gefunden sind, und unterschei- 
det sich wesentlich von allen. Die Bildung von B(m,g+i) ist hier zu- 
rückgeführt auf die Gröfsen 

B(1,1), B(1,2, 

80,0, BD, 859, ARM, 

B: ut 1) Adr 2), see se eo [AUI 1, Qi} 
Die Art der ZusisdabPünE ist zwar etwas zusammengesetzt; wir können 
aber ein anderes Bildungsgesetz daraus ableiten, dessen Charakter zwar 
ebenfalis zurücklaufend ist, welches jedoch unmittelbar zur unabhüngigen 
Bildungs weise leitet. 

$. 6. 

Setzt man in (30.) die Werthe von D(1,7,9--1), D(2,m,g+1), .... 
aus (29.), so kann man das Resultat der Einführung in (g--1) Abtheilun- 
gen gruppiren, und zwar so, dafs in der ersten Abtheilung nur die Coef- 
ficienten B(1,1), 2(2,1), G(3,1), .... in der zweiten die Coefficienten 
(1,25, PET, (3,72, .... u. &. w. vorkommen.  Bezeichnet mau die 


(?+1)te Abrheilung durch (—1)77. B777), so ist: 


(71, a) 1 oy : ; 
3l. Bay 3 E —1, my» 9, Bim—l,p+1) 


cd .(m—2,m-——-4, my?*-79.0(m—2, p4-1) 
+ sar (m—3,m—2, m—1, me». B (m—3, p4-1) 


2: e e e . e e * * e e ^ * . 6 * LJ 6 


ES mn 1 fa € \ m— N 
ey, med m) n.p (1, p-+-1). 


Durch diese Anordnung geht die Gleichung (30.) in folgende über: 
m.Q(m,g +1) 


(—1)7#9 m- m : à (m7. 
pu Eur eb m)‘ 02 4 (—) (BD LOIRE ns (Ber ls 


damit mau ferner mit Leichtigkeit operiren könne, setze man zur Ab- 





kürzung : 


c ES yir tg T * = q-ig(™, 9) 
32, SI em GA, 2e em) D 4 (YB — BOD Le (Y Bp), 


so dafs man hat: 
(m, 9} 


m.8(m,g-+1) = 87^ -- Bey, : 
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Weil nun nach (31.) 
m, 1 = 
Bi = gar mt. (m—4). B(m—1, e 4-1) 


— m m, (m—2). B(m —2, 2 4-1) 
d ON TE EU 
(—Y gg. m?799.1 x Bl, e 4-1) 
ist, so hat man, wenn man sich noch folgender Abkürzungen 
33. An = mn—s).B(m—s, 24-1, 
1 


Phi qp 
bedient, folgende Gleichung: 


(m) (m) Le (m1) 
34. der — Sy dom | LIP MT 
m—2 

— mi q, TR 2 


6 ee BS 8&0 


"mm, wurden 
Dies ist die einfachste, und für den Fortgang in der Untersuchung be- 
quemste Form, in welcher die Gleichung (30.) dargestellt werden kann. 
Hiernaoh ist: 


(m—1) (m—1) Lx (in?) 
An == Sy + (mn—1).2,. 47 

neu (m—3) 

— (m —1) | 1, SEM MET, 


v 9* 6 « 9* 0 9 © 59 9 o 9 + @ 


(Am —1)y?.6, , pas 


führt man nun dies in (34.) ein, so erhält man: 
(m) BUS _1 QUn—1) 
don = Sy m" "S, (— a) 


2ji— (m—2) 
+ mi (— a+ 0.0). 4,5 


-— —3 
— m?! x (— 2a; + HORE I 


(—y3 mni (— Gms 4-a,.a aoe pr À 
Bier s das Geschäft eingeleitet; man bildet nach (Hs dn res 
von A.) , und führt diesen hier ein; nach (34.) wird 47 


und in der neuen Gleichung substituirt, u. s. w. Fährt man mit dieser 


“ e * * . C2 v" o RS T£ ^s 
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Substitution fort, bis die Grölsen 4a, E .... aus der resultirenden 
Gleichung entfernt sind, so erhält man zuletzt folgende Gleichung: 
(m) 
(z) ee mucus 
m! er od (D 
& mit, smn (— 0, c? AE ps ) 
m) „sem (— OH or c? 


ne ws (1) Hs m^ Lye Cae Mr ‚(m-1) 
uM im at, s (—G m Pr er), 


wo 
3. Ge. ’— der Summe. aller möglichen Verbindungen aus den 
Elementen 2,, @,, 2;, .... ist, so dafs in jeder Verbindung 
nur £ Elemente vorkommen, und die Summe der Stellen- 
zahlen dieser g Elemente = / ist, 
Die gefundene Gleichung (z) kann viel cinfacher ausgedrückt werden. 
Denn setzt man: 
E = (= (1p a,0'p asa..." 
= E"t, .x° + E" Ext + Eh... reg 
wo die Grófsen a,, 0, .... die in (33.) angegebene Bedeutung haben, 
und e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen ist, so ist 
EI) — CE OP OP he CPP Ou. 
Macht man daher in der Gleichung (=) hiervon C so erhält man 
für die Bildung von A = m.(5(m,9--1) folgendes Gesetz: 
36. m.f(m,g+1)= mt, S; Rise: OL 
ms eer DÀ 
+ mist” .Et3 
ER m--1|—1 | (o er 
(—)" m"7,8, E tm. 
Dieses Bildungsgesetz unterscheidet sich von (30.) ganz wesentlich, und 
scheint für die Deduction der unabhängigen Bildungsweise am passend- 
sten zu sein. Indefs fehlen noch mehrere Eigenschaften der B ernoulli- 
schen Zahlen, welche hier vorkommen, und ehe diese ausgemittelt sind, 
wird auch in Rücksicht der Grifsen Q (zm, 1), .... nieht viel geleistet wer- 
den künnen. 





= 
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Führt man in (36.) die Werthe von 57", SC ,.... aus (32.) ein, 


so geht die Gleichung (36.) in folgende über: 
37. mm Deere er me E 


qm—sit mm 
A (YEH m Be HN BT EDER cer aen 


7 
0 : 
w NU 15 «3:0 15 


Der erste Theil zur Hechlen in dieser Gleichung, eine Reihe, mufs summirt 
werden könuen; in dem besondern Falle, wo 7 == 0 ist, geht dies an; setzt 
man nemlich ¢ == 0, so hat man: 


1 
m (m, 1) e (—1)".1" E, sos Ett 41) 


$c 1; eae m — 1, 
Nach dem bekannten Polynomialgesetz ist aber 
1 a; TM 
D m (s — 1) = —E ! fon +1); 


$20, 1, .... m — 14, 
daher hat man: 


38. Q(m.1)2(—1)y7' 1". E? £(m 4-1). 
Für 9 = 2, u, s. w. ist eine solche Reduction zur Zeit noch nicht bekannt, 


und noch viel weniger die Summirung der verwickelten Formeln, auf 
welche man beim Fortgange kommt. 


36. Minding, sommation de certaines fonctions transcenduntes. 373 


36. 


Recherches sur la sommation d’un certain nombre de 
fonctions transcendantes, dont les derivees sont 
déterminées par des équations algebriques 
du troisieme degre. 


(Par Mr. Minding, docteur ès sciences à Berlin.) 





Soit y une racine donnée de l'équation 
1. Y+pY +ny +r= 0, 
dont les coéfficiens p,, pi, / réprésentent des polynomes entiers en x, 
à coéfficiens constans. On voit qu'en vertu de cette équation toute fonc- 
tion rationnelle en x et y peut être réduite à la forme: 
a / 
Q(x, y) = Au , 
les lettres «, ß, y, 4, B, € désignant des polynomes entiers en x. 

Or il est facile de trouver un troisième polynome 4’4- B^y + C’y’, 
tel que le produit (4 4- B y -]- C y) CA' 4- B'y 4- C^ y^) z IV, divisé par la 
formule y? --p;y^-4- pi y +) donne un reste indépendant de y. 

En effet, en supposant V = £y*-E- Ay? +gy+fy+e, on troa- 
vera par la division 

N zx (Ey -FA—pE tray Fay tp) + @—kpı pi —pil)) y 
+ C—Ep,—p ( —pb)y + e— py (A — p. ). 
Mettant dans cette formule les valeurs 
k=CC', h—BC--CB', g—BB'+AC+AC, f=AB + BA, e=AA', 
égalant ensuite à zéro les coefficiens de y et de y^ dans l'expression du 
reste, on obtient pour déterminer 4’, B’, C', les équations: 
BB+. A C'4- A! C— (p, — p. p.) C C — p, (B C'+ C B^) = 
AB'+ BA — (py —pi p.) CC — p, (B C'+ C B^) = 4 
Par ce moyen, en considérant y comme racine de l'équation (1.), le 
dénominateur de la fraction @(x, y) sera réduit à un polynome entier en 
x, sans y. L'équation (1.) servira encore à chasser du numérateur la 
troisième et la quatrième puissance de y, de sorte qu'on ait: O(x, y) — 
Crelle's Jonrnai d. M. Rd. XL Hft. 4. 49 
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A-4- By - Cy? PAR 
curans. A, B, C, N, étant des polynomes entiers en x, dégagés de 
tout facteur commun. 

1 
ND et con- 
sidérons un seulement des termes de cette décomposition, savoir 


Cela posé décomposons en fractions simples la fonction 


; (c — x}? 
en omettant le facteur indépendant de x. La fonction ®(x,y) aura un 
A By A0» 


(0-9 








terme A sr , et pasar wi pix y) Ox sera par 


muitipliées par des facteurs invariables, Mais au lieu de cette dernière 


qp em 20% 


intégrale nous allons considérer l'integrale —— dr, dont l'autre 


dérive en différentiant par rapport à c. 
Joignons à l'équation (1.) la suivante 
2. Y NY FM 0, 
dans laquelle 9:, 91, % sont des polyuomes entiers en x, avec des coef- 
ficiens indéterminés et variables. Pour éliminer y entre les équations 
(1.) et (2.), on divisera la premiére par la seconde. On trouve le quotient: 


BY TP:D et le reste: P233 — ED Par Fs YF Po Gz God Pi Go 
gs Q5 qd; d. 
En égalant à zéro le reste de la division, on trouvera une expres- 


sion rationnelle de y, savoir 


y-— $ P= 9,917 Po9302— Pa90925. QT 092 — 9191— MN + Pa 91 92e 

En vertu de cette valeur de y, on aura, quel que soit x, 

P+p, POQ+pPQ+pQ = {92 P + (p: 9; — 91) Ol fa, 
92 P° + g, PQ + g, Q* = 040; f Le 

L'équation fx — O0 donne évidemment le résultat de l'élimination 
de y entre les équations (1.) et (2.). Nous désignerons par x»,,x,.... cm, 
ses racines, considérées comme fonctions des coéfficiens variables des po- 
lynomes 92, 7;, Yo et nous marquerons par y;, y», .... y, les valeurs 
de y correspondantes respectivement aux racines x,, x», .... X,» Ces 
valeurs peuvent étre exprimées rationnellement en fonctions de x et des 
coéfficiens indéterminés des polynomes 5,, 9:, 90, et l'équation f: — 0 fournit 
encore le moyen pour remplacer la différentielle 9 x par une expression com- 
posée en x et les coéfficiens indiqués, avec leurs variations. On parviendra 


insi à une expression rationnelle de la formule proposée ETO" Ox. 
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Mais puisque cette différentielle contient encore une partie rationnelle ea 
x, il paraît avantageux, pour la simplicité du calcul, de l'en dégager. 
Pour cet effet mettons dans le système des équations (1.) et (2.) = — I7, 
au lieu de y; ces équations changeront comme il suit: 
x + (Pi — pp) = + Po— FP Pa À 7 pip. = 0, 
RS n $pT)S + — SPM $06 O. 

Mettant la même valeur de y dans la ditfiérentielle proposée, 
et en ötant la partie rationnelle en x, cette différentielles dieviendra 
a. Pour abréger les formules, nous considérérons d'abord z 
comme racine de l'équation z*-+ p,z 4- p, = 0, et nous écrirons de même, 
au lieu de l'équation (2.), 7, z-- 7,24-9, — 0. Le coëfficient p, sera re- 
stitué à la fin du calcul, en changeant p, en p,— $psp., n en 9,— 35.0, 
et ainsi de suite, 

Cette simplification admise, les équations 


s+ psp = 0, Pr+ns+n=0 
donneront 


Pr 
ier p P zz 9991 92929 Q — 9002 — 9191— P1005, 


P'-Ep,PQ' 4 p, Q zz Bfx, pl -- 0o, PQ- Eo, =H! fa; 
RcgP—gQ-s-Tp»WdcTtpng90- 
L'équation fa = O donnera par la différentiation, en rapportant la lettre 
© à la variation de x, et la lettre d à celle des autres quantités variables 
contenues dans cette équation: 
fix. Odatdfa = 0. 

Sans développer la différentielle d/x, il est clair, quen vertu de la com- 
position de fx elle pourra être mise sous la forme: 

à fac = 409 7" k,09, 4- 5.0 9, 
ky, F1, E, étant des fonctions rationnelles et entières de py, pi, Joo 015 92° 
Pour trouver des expressions moins compliquées de ky, £,, Ay, partons 


de l'équation 7 2 2 

d g, P +nPO+no m o fx. 
Remarquons d'abord, que, puisque cette équation est identique, il s'ensuit 
que la somme 9, P+9,Q doit être divisible par 92, la fonction Q ne ré- 


CET Se me CAS 
FE 


AM ipd ) 
tant pas. Désignons par —w la valeur de --, on trouvera: 


W = — Gy p.94 9.92 
P—wQ= fx. 


et on: aura 


40 * 
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Cela posé différentions l'équation 
gpix=P—-1#w0, 
en considérant x comme racine de l'équation fx —0; nous obtiendrons : 
of xæoxæ+2PIP—-wIQ—Qûw—=0, 
ou bien: 
pfx0x+2 Pó(Q,9 + Po 92 9.) — WV 2 — f Qi — Pi 9292) 
— Qé(— qj — po ga 92 + Pa 9092) = 0 
En développant cette équation on trouve: 
3. quf/xóx + (2g, P— wg + 2qo— pig Q)94,4- AP +204, + po fe Q)9gi 
+ (4 Por P+2 Upiq.—Uq, + po di Q—p, (fo Q)à q, = 0. 
Remarquons qu'on a 
BPH GOSH |W, 4P+qu = (poor — Po + Pi) 
Po di Q—pi Yo ( — qoi = (po Gi— Pi Yo. Q — GoW. 
Multipliant cette formule par g,, et substituant au lieu de (p,gi—p;q)42 sa 
valeur: —W—4,, on aura: 
pod: mnt ffo, O— Go Ui QQ, == — Ww QO—q, O— qo (s D. 
Mais puisque P^— ww Q — q,/x—0, on peut substituer P* au lieu de wQ, 
ei on aura: 
us P? — qu" dem go PR A = o4 -— di qu) 0— Jo w} 2e 
Substituant les valeurs de P, Q, w, on trouve: 
(Pog: — Pa qo) Q— You = (— poq041— Polo 42) G2 = — Pu Fr P, 
En divisant l'équation (3.) par g, on obtient: 
fx 6x—(3w-p, Q)àqu4- (2 poqdoqa — 2 poudi i + 2 Pi Go +m Q)àq, 
+ (3 po P+2p wog = 0. 
En introduisant de nouveau les quantités P, Q, on trouve: 
2poqod —2 PoP 2P. G04. F PO = 9p, Q2 p. P5 
d'ou il s'ensuit: 
J'x0x —(3w-d-p Q)0 qu — (3 po, Q + 2 p, P) àq,—(3p, P4- 2p,77)0q,. 
Cette formule donne: 
bom —3w-—p,Q; k-—3pQ0T2p,P; b —3p,P-rF2pw. 
gr En 
Q 2 Q? , Q* 
fiéres, pourvu que la quantité x soit envisagée comme racine de l'équa- 


On voit aisément, que les produits ont des valeurs en- 


tion /æ—0. En effet, on a dans ce cas w= Um. et l'équation 


P +p, PO -E p, Q* = 0, 
donne wP P: 


© Or = —(pi P+ p, Q). 
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De 13 on tire 


p p: ] 
"OS. = —(p,w-4-p, P5 We = — pou +p, (pi P Hp Q). 


D'aprés ces remarques, on déduira aisément les relations suivantes : 


5" 
b, = 003 k, =k, 6 hr 


Multiplions maintenant l'équation: 
ks 9 qo +R 9 q, H- 5,9 Ga 


fx 


t à droite par la valeur rationnelle de cette quan- 





—0x— 
v 


NR d 





à gauche par 
= C 


Th KE , : . 
tité: D 4 étant un polynome entier en x. En substituant les va- 
leurs des produits de £,, /,, 4, multiplies par g on trouve: 


4 __ Azôx A [(3p, O-4-2p, Pig (Sp, P2-2p,.w)9q,- (3p —2p. Cp, P4- p, O))99.] 





ex C—2X «jf a 
Multipliant cette équation encore une fois par z — 5 , et remplaçant 
4 par un autre polynome entier B, on aura: 
os HUS Ten LI 
CE 
B[ (3p, P2p,w)3q, (pote —2p, (p, P-.p,0))9q, —3p,(p, Pp, 3p fp wp, MIR] 
C — X fa 


Ecrivous pour abréger 
Az0x . 40% 
c—x  c—a.f'x 
et i 
-— im au lieu de (5.). 
Chaeune de ces deux équations a lieu pour une quelconque des racines 
de l'équation fa — 0. En ajoutant toutes ces équations. et posant 


A, z,+B, zl ^ vL Lo B, zZ, 4, Zucht Bu zp adi 
tr 1 -- ELE obere — LE Ox, = S, 


au lieu de l'équation (4.), 








C— X, ie C— Ly 
on trouve ze 

gd. 44, Ox, «4,0, a Au TER es 
6. ehe, c—a, fa... 7 Mn IF TES TR 


+ —— d ers 


GET = x 
Dans cette formule je des p. e. par 4, m valeur de .4, lorsqu'on y 
substitue x, au lieu de x; je désignerai par 4, la valeur de 4, lorsqu'on 
y mei c à la place de x. On voit, que l'expression (6.) de 5 peut être 
sommée. En effet les numérateurs -/,42,, D^», etc. sont des fonctions 
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entières des racines æ,, x;, X; .... respectivement; on aura donc, d'a- 
prés les régles connues, 


aut E CEU ctp reae ur 
en comprenant sous le signe Wc la totalité des puissances positives ou 
zéro qui peuvent se rencontrer dans la formule T dnm Bake 
en retrancher. Br 
Multipliant par 7? = ,P—q,Q la fonction dc, on trouvera: 

7. Rc = (3p,Qt2p,P) Rog,+ Op, P pv) E (3p, w— 2p (py Q4 p,P))RÓq., 
en mettant partout c à la place de x dans les polynomes py, pi, Gos di, 9: 
et les quantités qui en dépendent, 








, et qu'il faut 


Si aprés avoir dévéloppé la valeur de QO P — Pó Q on la multiplie 
par 3p, Q--2p, P, on trouve: 
8. (3p,Q--2p, P) (QU P— P0Q) = 
(3Po Q--3p. LOS Róg, + (qo Hop qi P)0q, ES pq; Q— q,P-4- 2 P, fj» P) 0q.). 
Prenons la somme des équations (7.) et (8.); il est clair que les termes 
multipliées en àq, se détruisent mutuellement et nous aurons: 
Rôc+ Ip P+2p Q (QU B— P0 Q) = ad gi + Bbq; 
en supposant 
a = BmP+2pw) (gl —qO)+ Gp. Q d-2 p, P (q,0 4-24, P, 
p Gp w— 2p. prQ— ?p P)(q.P— 4, Q) 
-2pq; Q—4,P --2p.q; PO p,Q -F 2p, P). 
On peut mettre la valeur de x sous la forme: 


e zz 3po(qu P^ +g. PQ Mr GO) I 2pi(qaw P—qi iw Q-4- q, PQ-4- 249, P^. 


Or on avait 


q;P'qPO-TquQ-qife; pwutgnP+uQ=0; P—-wQO=gfe. 
De là on tire 


gwP—,wQ +, PO +24, P=y,P—qwl= qp o6, 
ce qui donne à; 
e == (3 pog2 2H) ofc. 
Appliquons au coéfiicient B de semblables reductions. On a 
tu 2 Po Yo Pw —q(u Q + 2959: Q? —q,PQ--2p,4, PQ) 
3p. (p, Q-F p,P)(qi Q4: P) + 2 Po q 4 PQ— Qu P+ 2p,q; P). 
Or on trouve, à l'aide des équations P? -- p, PQ' -E- p, = (q, P— q,Q)fe; 
q.i-—«qQ—qP; —wQ= o fc--P', les égalités suivantes: 
g. Pu — quii —q,PQ - —2q,PQ-—2q4,P'--q,gfe, 
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290° 4- p, PQ) = 2q EE OLE LP) Te POP qe fr, 
ou bien 

2 q, (p, Q + mn PQ = 2(q, PA ge PQ) —2 qi qu fc. 

On tire de là 

q; Pw -—- qw Q— q,PQ + 2p a O + 2» q;PQz-—, mfe: 
La seconde partie de la valeur de 2, multipliée en 2p,, se réduit à 
—2p,qq ec. Pour démontrer cette proposition, mettons d'abord la pare 
tie en question sous la forme: 
(pu Q-FE p, P) (4 Q4- q; P) — qo P (= Rp). 
fe? au lieu de q, P --q;D, et réduisaut au même dénomi- 
(p. 0 3- p. P) (a; Ux pu M En Hia. 


^5 — , d'où il s'ensuit: 


Mettant 7 aies 


nateur, on trouvera 2! = 
P! = (py Q-p.P)qs qi fe— (q;P-—4q Q) pie = 
[(do4i + Po43 422 Q + (pi Ya d2— Jo Ja) P ] fe, 

ou bien, puisque 4o4:-F- Pig: 4; = P, 

B. = (Q-Fpiq:d:—442f06 = — qq f 65 c. q. f. d. 
Donc on a pct ton qiu fe. 
Réunissant les résultats obtenus, nous avons: 

Rc -- (3p, O+ 2p, PO P—P0 Q) = (3p,q.-2 pq). fe. (4:9q.— 4i à q.). 

ELT cette égalité par Rfe — P? 4- p, PO -- p; Q', nous aurons 

SRE Le Toe = Chen qs) (12 941 = 91992) | 








S ou ee red: 
Si l'on pose 67% = v, on obtient: 
9, a+ Gene. = (3po+2piv) 9v 


Tn£Ye Ak 


* . Jr Oc Q L 
Aprés avoir ahis la fonction Fe? il reste encore à traiter sembla- 





AA "ur 
blement l'autre partie Am . En multipliant par 2 la valeur de Ac, on trouve: 


Rac = (p P-r? pU) RO q +3 prow —2pyp,Q— 2 py P)RÓq, 
— BP (po Q + pi P) 4- 2 4i (pP + piw)) Rg. 
Ajoutons à cette équation la suivante: 


GPO + 2m. P) 5 (QIP—PIQ) = 
(3poQ+?P P [—Rög+ (qo Q+ 2q, P) bq. Qpo 92 Q — go P+ 2p: 4: P)84 ]; 
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à yis 
nous obtiendrons, en réfléchissant qu'on a z — = d KR 


11. Bac + (3p, Q4-2p, P) 5 (OSP—P3Q) = "Pi: E Fife Sa eva, Lars 


On a, en vertu des équations 
as P3 i Gan 3 (a P—-gq,0); 
I Qi Pd pum 2 ees, 





0: be Q* ? 
‚P 
Xi; ——pP-—p —£. 

Cette équation donne: 

/* P 2 " 3 : » 

(3p, P + 2p.) = J3puw—2p(pQ-dpi p— and + MI 
Donc on pourra mettre le multiplicateur y de dg, sous la forme: 

€ P y ay 1 t, C 

y = (Gp, P4- 2p, 0) R d- Gp, 0427 P) (a, O 4-29, PIS + PEALE De EE 
En comparant avec cette formule la valeur primitive de 2, on verra que 
la valeur de y devient: 


y — 





Pp Se Ze 3 Po g, H Fe 
© br QD 
et puisque 
a — (3poqid-2pq0q fe, BR q; P— 9,0, 
pq: 2p.940P 92-2 p, ne P — 1, 0) — po ga (G2 P— q, Q) 
Y —— E SAX RES E — "Li fe 


4 
= (35.44: —2 p.d 4-2 js to. Eng fe, 
On a 
: P 
(3p, —2p,p, Q—2 pr’ P) 5 — 
— 3 po(poQ + p, P) —2pi (po P + pit) — sn fe 2 Pr 92.70 
Q 
Par cette raison le facteur de dq, devient 
e = [(3pot» —2popi Q — 2p, P) 
‘ P à 9 p» 2. i "n 
+ (3p Q + 2p: P)Q PoP2 © — qo P +2 pip; P)] 5 ES D oT IRAnn Ya) 4 feo 
Substituant dans cette égalité ß au lieu de sa valeur, on trouve: 


T HER (3p, q,--2 p? q,) Rf 


Or la valeur finale de ß était: @ = —(3poq.+ 2719:) fe; done on ob- 
tient, en effaçant les termes qui se détruisent mutuellement, 


Dr? pA (Drqigaccqidnts» E: 2 
acc Pd 0 DE fom (3poqi + 2pr qq. fc. 
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En vertu des valeurs obtenues de y et de e, l'équation (10.) devient: 
RAc + (BP Q + 2p, P) GF (00P — P9) — — PAL? yu, 
5 ¢ 4 10:172 
+ (37,919: — 2.919. + apie tei) feda, 
9 Sp : 
+ eine — (3poqi +?2p: ? qa) at fe à qs. 
Rassemblant en groupes e termes multipliés par 3 p, et par 2p, , on obtient: 
11. Ryc--(35,04-2 p, D) 7. ö F(OP—PIQO)=3p,gufe (641 —«,0q;)— “EE fo ; 
en désignant par Z la fcaction: 
RIG + (4 Q—2 4,9, P)0q, tq? P —piq? P + pipi q; Q)Ùq = L. 
On a T | 
R= QP + pis ps5 
91 0—24,0, P = — L112 + qi d-2puqi + pii a£ 
9, P—p 9? PENG 0= Is TA^Ón 92 — P193 Go — PoP 94 — Pi 192 
Cela posé divisons l'équation (11. jj por Rfc= P+pPQ+pQ", et 
mettons pour abreger z à la place de ram nous aurons 


joue UP, 2274 Sp qq 095—929). 2p. 
fe Z’+pıZ-4+7 Kan: +Pod —— ORC 
Introduisons encore les quantités vo, u EPOR et divisons par 





6; les valeurs de L et de e nous trouverons: 
gL = (2 + pv + p) ie UT ne 7, L + 
(uv’-+p,v? ae — PoPi — prt 


92 a, 
Les valeurs de u et de 7 donnent immédiatement 


0g, à og _Ôgq 
=yuru-=&, L4 — §y ER 
a * "Ro PB ar 











. Ó ; 
Substituant ces valeurs de ps et u dans DEUM trouvée de L, on 


aura, en réduisant, | 
gi L = (v nv p)s-—(v-Mpv 25 git uv)vóv 
+ (0° +p, U d- po) (u — ^ — pi D 
Ces réductions achevées on obtient: 
Crelle's Journal d. M. Bà. XI. Hft. 4. | 50 
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Ac , (3p.+2p,2) 202 _ dpud vu 2p,9u 

fe Z° Z’+p,2-+p U: v' -p,v4- p, M—V* -——p, 
2p, (v! - piv -2p, H-uv)vOv __ 27,99, 
IE X sx) 


w+p,v+p,)u—v’—p,) d; 

















ou bien 

13. he je (3po+2p,Z)Z0Z __ (3po+2p.v)vdv _ 2p,(8u—2vdv) 2p,0g, 
fe Z2+nr2+m ar ucro cef d; 

En mettant les valeurs de LIT F , tirées des équations (9.) et (13.), dans 


l'expression de S, savoir: 


on obtiendra le résultat suivant: 


14 Ge Sr. 2p, Z) (Act BeZ) OZ _ (3 po 2 Pov) (Act Bev) dv v)Ööv 
; = Z+pıZTrP: v pvp. 


2 p, Hue NUT UE 
qom p EOS bbe, 


u—1 >. Pı 

Je ne m'arrêterai pas à dévélopper EUM de cette différentielle, 
qu'on pourra trouver par les règles connues au moyen de la résolution 
d'une équation cubique, qui avait été supposée dés le commencement, en 
se rappelant, que les quantités p,, pis 4., B, sont invariables, Quant à 
la partie «pc, on la trouvera en dévéloppant d’après les puissances descen- 
dantes de c la partie restante de l'expression de S et prenant pour Wc 
la somme des puissances positives ou zéro de ce dévéloppement, aveo 
un signe opposé. Et l'on doit conclure, que chaque terme de ce déve- 
loppement pourra s'intégrer s'éparément, puisque la fonction totale est in- 
tégrable indépendamment de toute valeur particulière de la constante c. 


La sommation achevée se rapporte aux intégrales de la. forme 

"Az Bz? TIRER CES 10 RR Az+ Bz; 
f PUES zx. Mais si l'intégrale proposée était ff ae a la quane 
tité c n'est donnée que par la résolution de l'équation Px—0. Suppo- 


sons Qa —(c,—x)(ec;— ©) (C3— x) .... Si toutes les racines ¢,, Cy, C3 «e. 
sont inégales, on a: 





1 1 1 1 
13. SZ ee IA: er Te 


H Tec . 
Désignons pour abrégér, par ne la valeur de S, donnée par l'équation 


(14.), x et «L étant deux fonctions rationnelles et entières par rapport à 
c, et faisons 
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44 z, +, a A ah 322 Auzu+ By zi 4 
Ox, + —— RE ET ER Y: ENSE er 


a Aa‘ — px — (3x, er 
* T e. , 5? . " 
Mettant en lieu de 2,959 valeur tirée de l'équation (15.), on trouvera; 


> = 


NEL m Ps A 
imi PUT TTE APO, He 


La partie à droite étant rationnelle et symmétrique par rapport aux ra- 
cines Ciy Car... de l'équation Pa — 0, il sera possible d'en chasser ces 
racines au moyen des coéfficiens de cette équation. Mais il parait diffi- 
cile, de déméler la forme précise et générale du résultat, à cause de la 
grande complication du calcul. Des recherches ultérieures réussiront peut- 
être à lever cette difficulté. 

Berlin, Juillet 1833. 


Errata. 


Cah. 10. p. 195. lis. y* -]- p — 0 au lieu de y? -- p — f. 
+ — p.292. dans les formules placées ea ligne 7. et 8. u-]- pv* au lieu de uL pv. 
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37. 
Sur la forme et le mouvement d’une bulle qui se 
meut à travers un liquide. 
(Par M. Pagani, prof. ord. à la faculté des sciences de l’Université de Liège.) 


Le probléme qui fait l'objet de cet article a été traité par Maupertuis 
dans l'hypothèse d'une bulle sphérique. Mais l'expérience démontre que 
la forme d’une bulle fluide, qui mont à travers un liquide, diffère sensi- 
blement de la sphérique, et l’on peut facilement se convaincre que la sur- 
face réelle est aplatie dans le sens de la verticale. Il s’agit donc de trou- 
ver les équations propres à exprimer plus fidèlement les circonstances de 
ce phénomène dynamique. 

Au bout d'un temps quelconque 7, supposons que la courbe DED‘ 
(Tab. V. Fig. 3.), représente le méridien de la bulle fluide qui monte au 
travers d'un liquide dont la tempéreture et la densité sont partout les 
mémes, et donc le niveau supérieur est 48. En prenant la densité du 
liquide pour unité, dénotons, pour abréger, par 

v le rapport de la circonférence au diamétre, 

£ le coéfficient de la gravité, 

e la densité de la bulle, 

z== CL, la distance entre l'horizontale CE, menée au point E ou la 
tangente est verticale, et le niveau AB, 

= CD, b'= D', xzC0P, y= PM, y'= PM, 

$=: DM, et v=— 7. 

Nous admettons 1° que la pression normale sur un point quelcon- 
que de la surface engendrée par la révolution de la courbe DME, est 
égale à celle qui a lieu au point E; 2° que la force accélératrice qui sol- 
licite un filet quelconque MM! est la méme que celle qui sollicite le filet DD’. 

Cela posé, il est aisé de voir que la pression normale au point M 


est proportionnelle à 3^ da? 


, Some NG + ógds* 3 
les premiers termes de cette expression provenant de Tg pression hydro- 
statique du liquide circonvoissin, et le dernier, de la résistance du milieu, 


37. Pagani, mouvement d'une bulle d'air à travers un liquide. 385 


supposée proportionnelle au carré de la vitesse perpendiculaire à la sur- 
face choquée. Au point D l'expression précédente se change en 
3v 
AU 5g? 
et au point E l'on a simplement z. Il faut donc, d’après l'hypothèse 
admise, que l'on ait 
(1 521 dea 
al 
et dx 
(2.) y eb e 
L'équation (2.) nous fait voir que la courbe DME est une demi- 
cycloide dont le cercle générateur a pour diamètre #. La valeur de cette 
" quantité dépend à chaque instant de la vitesse avec laquelle la bulle 
traverse le liquide; la formule (1.) le fera connaitre aprés que l'on aura 
calculé la quantité v. 
La force motrice qui anime le cylindre creux produit par la révo- 
lution de l'élément (y -- y^ d x, est proportionnelle à 
ED ey]; 
la masse de ce corps étant proportionnelle à e (y +’), on aura la force 
accélératrice qui sollicite le filet MM’, en divisant la première de ces 
quantités par la seconde, savoir 


om FEL cag 
€ 571) 
D'un autre cóté, la force erii du filet DD', est évidemment 
en e(b oF —1) : 
En égalant ces deux forces, (2"* hypothèse), on a, pour déterminer 
la courbe D'M'E, l'équation 
b’ 
(3.) d / = TE y. 


On aura, en outre, peur définir le mouvement vertical de la bulle. 
dv b! 
=) rer, —1). 
II nous reste à trouver la valeur de 4’. Pour cela, il suffit d'ob- 
server que la masse de la bulle est une constante connue, En la dési- 


gnant par $z Qa’, il p N de voir que l’on aura 


Se=/yıydade, 
b 


7 
2 


I <b 


en observant que c= y 
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Substituons sous le signe vi la valeur de y‘ donnée par la formule 


(3.), et integrons. L'ordonnée y étant celle d'une cycloide définie par 
Pequation (2.), on aura d'abord 


fiyeèx= (fn; 


partant A 
PHP DE+ Ps. 
De cette dernière équation on déduit sans peine, 
A a? 
Un 
e G) IST 
| h' a pre b3 
b -L» = 1 PO ad a) 


Au moyen de cette valeur l'équation (4.) devient 
dvo 1 c v? 
(ED RE 
où l'on a fait pour plus de simplicité 
(7) =’) à peu prés. 
Si la bulle conservait une forme sphérique; ce qui est l'hypothése 


de Maupertuis; on aurait, au lieu de l'équation (6.), celle-ci 
dv 1 v? 
(8$) Fas —1)— dd 

En comparant les équations (6.) et (8.), on voit que la résistance 
qu'éprouve une bulle fluide dont la densité est invariable, croit comme la 
sixième puissance de la vitesse dans la première hypothèse, tandis que 
cette résistance est, dans l'hypothése de Maupertuis, en raison du 
carré de la vitesse. 

Si la bulle est formée par un fluide élastique, on aura, d'aprés la 
loi de Mariotte, 3 

e—A = 

en denotant par 2 une longueur donnée; et en substituant cette valeur 
dans les équations (6.) et (8.), il viendra 


dv 1 Rh € v° 
(9.) a 6I) Ae 


dv__ é h ) 9 hsv? 
(10); eT cea ee An 

IT ne parait pas que l'on puisse intégrer rigoureusement l'équation 

(9.), mais on pourra, dans une première approximation, substituer pour 


et 
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v, sa valeur déduite de l'équation (10.), que l’on peut facilement rame- 
ner aux quadratures en opérant de la manière suivante. 

Multiplions tous les termes de l'équation (10.) par Mere p étant 
un facteur LARGE ONE et en observant que l'on a dz — — vdf, nous 
trouverons 

h N 
—uzvdv=g (X —z)udz— 2 D dE aid zs 
Mais on a identiquement 
2uzvdv-d(uzw)—wvd(uz); 
ce qui permet de séparer l'équation précédente dans les deux équations 
suivantes : 


Hte 
26 Azhaidz-d-d(uz) = 0, 
I 
d (usi) = 2¢( — A)ndz. 


En développant la première on obtient successivement 
ae 


du he 2 
Mdr Med: =O, 


log. (uz) = — 35 Ar 
d’ou 
e 
Kir 


^^ 


e étant la base des logarithmes uépériens, et 





2 
27 hs 


RAS Ne: 
En mettant la valeur de x dans la seconde équation, et en inté- 
grani, On aura 





sv’ = Const, + 28 f/(1— Aye e. 
On déterminera la constante arbitraire en supposant que l'on a 
9 = 0 lorsque z— 7. D'après cela on trouve enfin 


= ges (1— A) az. 
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38. 


Deplacement virtuel d’un système de points unis 
invariablement entre eux. 
(Par M. Pagani, Prof. ord. à l’Université de Liège.) 





Euler et Lagrange se sont occupés successivement du problème où | 
i| s'agit de déterminer les variations des coordonnées d'un corps solide, 
correspondantes à un déplacement arbitraire et infiniment petit du système. 
{l m'a paru que ces deux grands géomètres n'ont pas donné la solution 
la plus simple de cet intéressant problème; et je pense que celle que jai 
tronvée il y a environ huit ans pourrait fixer un moment Pattention des 
lecteurs de ce journal, 

Rapportons tous les points du corps solide à deux systémes d'axes 
rectangulaires, le premier fixe dans Tespace, et le second fixe dans le 
corps. Soient x, y, z, les coordonnées d'un point quelconque, relatives 
au premier système; £, 7, © celles du même point, relatives au second 
système. Soient en outre, x’, y’, z', les coordonnées du point où se cou- 
pent les axes des &, n, C. 

On sait, par la théorie de la transformation des coordonnées, que 
ces quantités sont liées entre elles par les relations suivantes: 


5 = xb ost 934 ed, 
y — y t oti Ug cé, 
zom -! dra" £4- bg ol; 
a’ a? + al? — 1, 
Bb? bf? — 1, 
c -- c"? + c'^ = 1 
& b -l- a! b! ab" = 0, 
ac --a'c' tac’ = 0, 
dc -- b'c' - b^ c = 0. 


Cela posé, il est manifeste qu'un déplacement quelconque infufngene 
_ petit du Guns solide fera varier toutes les quantités qui entrent dans ces 
équations, à l'exception des coordonnées £. 4, £. On aura donc, en dif- 
ferentiant les équations précédentes, 
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dx = dx '+Eda + n0b + Ode, 

dy = dy’ Esa Lydb + Cc, 

Os = ds! + Ed a+ 4064+ Te", 
eda+a' a +a"da" = 0, 
bob + b 00 +b 00" — 0, 
cóc 4- c'óc'd- c" 0c = 0; 


adb -- boat a 05 + bat +a" 00^ -- fat = 0, 
aàc -]- cóa J- a'0c' 4- de 4- a" 9c" -- c" a^^ = 0, 
bde + c0b+b dc" + cb + b" óc" -- c" 5^ = Q. 


Or, la position des axes des £, 7, €, étant tout à fait arbitraire, 
on peut supposer qu'avant le déplacement virtuel du corps, ces axes coin- 
cidaient avec ceux des x, y, z. U faudra donc faire, dans les six der- 


eA [4 . 
nieres équations, 
1 qz 1, b= 0, c= 0, 


a'=0, bel, c'=0, 
qi 0 EE SE 0, rei 13 
ce qui les réduit à celles-ci: 
da — O0, db! =0, dc’ — 0; 
db+da —0, detda’=0, dc +Hb'—0, 
Posons pour plus de symmétrie 
db = —Qe = bz, 
ja — ÿe = by, 
Se! == — Ob" = Oe; 
les variations dx’, dy’, Os, ainsi que dx, dy, dz, resteront indéterminées ; 
et l'on aura, pour exprimer les variations des coordonnées d'un point 
quelconque du corps solide, les formules | 
Ox = du! + ydz— 207, 
(a) dy = dy'+ 20x —ædz, 
bz = Ds +aby—yde, 
qui sont les mêmes que celles qu'Euler fit connaitre le premier. 
L’inspection seule de ces formules démontre que le point, qui est 
à l'origine des coordonnées, se déplace de la quantité 
ds = V (Ox^--0y^ +02"); 
et que la droite s’, qui indique la direction de cette /ranslation, fait avec 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XI. Hit 4. ) 51 
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les axes des x, y, z, les angles dont les cosinus sont respectivement 


Ó a^ à y’ Ô z! 
CEG LET 


Il est visible, en outre, que tous les points du corps solide dont 
les coordonnées satisfont aux équations 


| 
S 


yos—szdy 


I 
o 


za — ad 
xà y — y dx — 0, 
ne peuvent avoir qu'une translation égale et parallèle à ds’. 

Mais ces équations appartiennent à une droite s, passant par l'ori- 
gine des coordonnées et faisant avec les axes des angles dont les cosiuus 
ont pour valeur m Hn 

(a) Tess 
où l'on a fait, pour abréger, 
ds = vx +0y 4-02). 

On conclut de là qu'un déplacement quelconque infiniment petit, 
d'un systeme de points liées invariablement entre eux, eguivaut tou- 
jours à une translation commune à tous les points, et à une rotation 
autour d'un axe passant par l'origine des coordonnées. 

Nous avons vu plus haut que la translation du systéme est égale 
à ds’. Il sera facile de déterminer aussi l'angle infiniment petit qui mesure 
la quantité de la rotation, en observant que le point situé sur l'axe des 
x, à la distance 1 de l'origine, donne, d’après les formules (a), 

dx—dx, dy =dy'—dz, ehr +0y; 
d'où l’on déduit que le déplacement de ce point, en vertu de la rotation, 
est V(0y° +02) D'un autre côté, la distance de ce point à l'axe de 


rotation 5, étant VECES REN il est évident que la quantité ds (que l'on 
S 


obtient en divisant l'arc infiniment petit, décrit par un point déterminé, 
par la distance de ce point à laxe de rotation) mesure la rotation vir- 
tuelle d'un corps solide. 


En supposant dy — 0, óz — 0, l'axe de rotation 5 coïncide avec 
celui des x, et l'on a às — üx. Par conséquent la variation arbitraire 


dx exprime une rotation infiniment petite autour de l'axe des x. Il est 
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clair aussi que les variations dy, ds expriment des rotations virtuelles 


autour des axes des y, et des =, 
Done, le déplacement virtuel d'un corps solide est le résultat des 


trois translations, dx‘, dy‘, Às', respectivement parallèles aux axes des 
Ty y, 2, lesquelles se composent en une translation ds’, dans le sens de 
la droite s', et des trois rotations, dx, 0 y, Oz, autour des mémes axes, 
lesquelles se composent en une rotation às, autour de la droite s. 

Ayant construit les droites 5', s, au moyen des cosinus donnés 
(2^) et (a); la translation ds’ doit être dirigée vers l'extrémité de s/. Quant 
à la rotation, on s'assure facilement, au moyen des formules (2), quen 
supposant l'origine au centre de la terre, et l'extrémité de la droite s 
dirigée vers le pôle boréal, elle aura lieu dans le sens du mouvement du 
sphéroïde terrestre, c'est-à-dire d’oceident en orient. De cette moaióre 
on détermine complètement la quantité et la direction d'une rotation aussi 
bien que la quantité et la direction d'une translation. Il suffit d'imaginer 
l'origine des coordonnées transportée au centre de la terre; de diriger 
laxe de rotation vers le pôle boréal et de considérer la rotation comme 
positive ou négative, suivant qu'elle a lieu d’occident en orient ou en seus 
contraire. 

L'origine des coordonnées étant tout à fait arbitraire, on conçoit 
que le déplacement virtuel d'un corps solide peut résulter d'une transla- 
tion commune à tous les points du système, et d'une rotation autour d'un 
axe fixe passant par un point quelconque. Les formules (a) donnent les 
variations des coordonnées sous la forme la plus simple; et dans ce cas 
laxe de rotation passe par l'origine. Mais il n’est pas difficile d'exprimer 
les mêmes variations de manière que la rotation virtuelle se fasse autour 
d'un axe passant par un point différent de l'origine des coordonnées, 

En effet, soient e, Q, y les coordonnées d'un point déterminé du 
système. En y transportant l'origine des coordonnées, soient £, 7, ¢ les 


nouvelles coordonnées d'un point quelconque, respectivement parallèles 
Les formules (2) donnent d'abord 


aux coordonnées primitives x, y, 3. 
Ju — dx’ +B) — y dy, 
(^) 9B ey 4p y6x—a dz, 
Oy 0s pay —002; 

51* 


292 88. Pagani, déplacement virtuel d'un système de points, 


ce qui fait connaître le déplacement virtuel du point (a, ß, y). En sub- 
stituant ensuite dans les mêmes formules, &+&, Q 4-7, y+ç, au lieu de 
Hs, y, 75 On aura 
EN RE 07 
dy = =öß +de —Edz, 
De = dy Ey — 7 0x. 
En examinant les dernières formules on voit que le mouvement 
virtuel du corps solide se compose d’une translation commune 
do = yw + 08 +07), 
égale au déplacement total du point (a, B, y), et d'une rotation à s autour 
dun axe parallèle à la droite $, et passant par le point (a, ß, y). 
loi se présente naturellement la question de savoir s'il existe un 
ou plusieurs points par rapport auxquels l'axe de rotation coïncide aveo 
la droite qui indique la direction du mouvement de translation. El faut 
poor cela que l'on puisse déterminer les coordonnées a, ß, Y de manière 
à satisfaire aux trois équations 


Oa x dS: OY 4.92 
36 ts 200 xz, r, as, 


oa bien à deux quelconques des équations suivantes qui s'en deduisent, 
CI 2 dx da dex Of | 
dB by’ OF 0.327.070 = 

En égard aux formules (2), on aura au lieu des dernières équa- 
tions, celles-ci: 

(dx -+-Bds—yiy)by == (ytyde—udg)ir, 
(Gx!+ Bde—ydy) dz == (02 aby —Bdx)dx, 
(Sy! ydx—adz) dz = (bs! --a0y —p92)0y. 

Les valeurs des coordonnées a, 2, y, qui satisfont à chacune de 
ces équations, appartiennent à un plan; mais à cause que les trois équa- 
tions n’en font que deux distinctes, il est clair que les trois plans doivent 
passer par la même droite laquelle sera par conséquent le lieu de l'axe 
de rotation cherché. En éliminant 6 entre la première et ia troisième 
équation, et c entre la première et la seconde, on aura les équations des 
projections de laxe sur les plans des =, z, et des y, z. Ces équa- 
fions sont 
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Bx, 0y/(0x-L0z7)—Óy (Sx! Ó x Hz di 
a = y Aem > y (0 x' 0x - z) 


z dz(8x2+0y2+ 022) 9 
Bus y 2% dx (By? 1-924) — 90 (4 y'dy 49182) 
dx 023 (Ox? Sy? LJ 22) p: 


Ainsi, connaissant les variations arbitraires dx‘, dy’, 82, dx, 0 y, 0%, 
qui servent à définir le mouvement virtuel d'un corps solide, on pourra 
toujours déterminer, au moyen des dernières équations, la position d'une 
droite fixe de sorte que le corps solide, en tournant infiniment peu aa- 
tour de cette droite à la manière d'une vis dans son écrou, parviendra 
à sa nouvelle position. ; 

D'après tout ce qui précède, rien ne serait plus facile que de trou- 
ver le pas de cette vis fictive, et le sens suivant lequel doit tourner 
son hélice. 

Nous finirons en faisant remarquer que les formules (5) donnent, 
lorsqu'on y suppose da = 0, à — 0, à" — 0, cette équation de condition 
dx x +0y dy +02 02 = 0 
nécessaire pour que le déplacement virtuel d'un corps solide puisse se ré: 
duire à une seule rotation. En admettant que cette équation soit satis« 

faite, les formules (5) s'accordent avec les précédentes pour donner 





Ox " 

u = E D 
Ox Oz 

E Jy à x’ 
Re ge 
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39. 


Die loxodromische Linie und ihr merkwürdiger Zu- 
sammenhang mit der sphärischen Kettenlinie. 


(Von Herrn Prof, Dr. C. Gudermann ia Münster. ) 


1. 


Di sphärische Kettenlinie wurde in meiner jüngst erschienenen Schrift: 
„Grundrifs der analytischen Sphärik,” welche im Nachfolgenden einfach 
durch: „A. Sphär.” citirt werden wird, deswegen als ein Beispiel gebraucht, 
weil sie so einfache Eigenschaften besitzt, und sowohl die Rectification als 
auch die Quadratur in geschlossenen Ausdrücken zulüfst. Später fand 
sich, dafs diese Curve mit der sogenannten loxodromischen Linie, d.h. 
mit der logarithmischen Spirale auf der Oberfliche der Kugel, auf eine 
bemerkenswerthe Weise zusammenhängt, wovon jetzt gehandelt werden 
wird. Es sei (Taf. V. Fig. 4.) der Punct Q. das sphärische Centrum 
(der Pol) des als Abscissenlinie dienenden Hauptkreises 7 PUR, worauf 
V der Anfangspunet sein mag; die Curve /Mv sei die sphürische Ketten- 
linie, 4 sei ihr Scheitel und Q4V also der durch ihn gehende Meridian; 
der Parameter seid =a. Ist dann QMP ein durch einen anderen Punct 
M der Kettenlinie gehender Meridian, so sind /P=x die Abscisse und 
PM =z die zugehörige senkrechte Applicate des Punctes M, und die 
Gleichung der Kettenlinie ist dann: 
tang z — tang 7. Cos (x cota). 
Setzt man zur Vereinfachung (wie in A. Sphär. $. 44.) tanga =a, also 


1 
C080 = => 


D a . . . Eri 
ve und sing = vüra 80 ist die Gleichung: 





x 
tangs — a. o6 —, 
d a 


Zum besseren Versténdnisse des Nachfolgenden erwähnen wir hier einer 
Kigenschaft der Kettenlinie, deren Beweis sich in A. Sphir. §. 45. findet. 
Legt man nemlich durch den Punct M derselben die Berührungslinie SM, 
und wird von P darauf ein Loth PS gefällt, so ist dieses Loth, wie bei 
der ebenen Kettenlinie, immer von gleicher Länge, nemlich dem Para- 
meter 74 gleich; ferner ist das Stück MS der Tangente immer dem 
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zugehörigen Bogen MA der Kettenlinie gleich. Man kann sich also die 
Tangente SM als vom Bogen 4M abgewickelt vorstellen, wobei also an- 
fänglich P auf 7 und S auf 4 befindlich gedacht werden muls. 

2: 

Wenn man nun vom Pole Q aus einen Meridian OR so zieht, dafs er 
auf dem Meridiane des Punctes MH (auf OP) senkrecht steht, und also PR 
ein Quadrant ist, so wird die Tangente SM von OR in einem Puncte V 
geschnitten, dessen Abscisse “Rt = a’ =a-+ 90° ist, und dessen senk- 
rechte Applicate A/V — 4 gesucht werden soll. Ist VW ein Quadrant, 
so kann auch // zum Anfangspuncte genommen werden, und die Abscisse 
#WR=t ist dann von der Art, dafs x! = x + 90? = 90°’-+t und also 
t— 3x ist. Die Gleichung der Tangente SAN ist (A. Sphür. §. 24.): 

Oz sin(x—2x) 


tang =’ = tangz.cos (x — x") — —. 
8 B \ ) ox cusz? 


9 


und weil in Bezug auf den Punct /V die Applicate z/— 4 und 2‘ = 90°-+¢ 
= 90°-++ x ist, so hat man cos(x — x^) 2 0 und sin (x —2^) = == — 1; also ist 
dzsy 4 


tangu = i Sas NOT 
8 Q x ' cos z? 


Oz cos z. Y (sin z? — sia a?) 


Weil weiter — = — ist (A. Sphär. $.45.), so hat man 


sına 

v^ sin z?—sina? . tan a . 

Wale dae S87) , oder einfacher cos u = 28%, Weil aber der 
sin a, COS Z tangz 








tangu = 
Gleichung der Kettenlinie gemiils tangz = tanga. Cog = ist, und auch 
x zi, so hat man die einfache Gleichung: 


i 
cos u. Cos — = 1, 


Auf diesen Zusammenbang zwischen den beiden Arcus v und — passen aber 
die in meiner Theorie der Potenzial- oder cykliseh - hy Sa INN Func- 
tionen (im VlIten Bande, 2ten Hefte S. 165 dieses Journals) aufgestellten 
Fundamentalformeln, welchen gemäls ist: 
ui 1 , oder umgekehrt {= a.&u. 
3. 

Die so eben erhaltenen Gleichungen gehóren einer zweiten Curve 

an, welche der Ort des Punctes /V ist, und welche durch den neuen An- 


fangspunct IF geht; denn der Punct JV hängt vermüge des an Q recht- 
winkligen Dreiecks MON mit dem Puncte M, der sich in der Kettenliuie 
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bewegt, zusammen, und ändert gleichzeitig mit ihm seine Lage. Zu An- 
fange, als sich noch 5 in A befand, lag P auf 7, und JY (also auch R) 


lag auf 77. Dasselbe zeigt die Gleichung u = 1; denn ihr gemäls ist 


für 2=0 auch u — 0. Aber aus dieser Gleichung lassen sich alle übrigen 
Eigenschaften der neuen Curve herleiten, und wir werden bald sehen, 
dafs sie die in der Nautik sogenannte ioxodromische Linie ist. Die Glei- 


chung u = 7 z setzt uns zunächst in den Stand, zu jeder Abscisse 7" R—t 


die zugehörige senkrechte Applicate RV= u auf eine einfache Weise, 
mittelst der von dem Verfasser berechneten Tabellen der Liingezablen, 
welche der Theorie der Potenzial- Functionen beigefügt sind, zu finden. 
Setzt man — für ¢, so geht u über in — u, und es gehüren also zu 
gleich grofsen und entgegengesetzten Abscissen auch gleich grofse und ent- 
gegengesetzte Applicaten; wenn ¢ wächst, nimmt auch z immer zu; aber 
das Wachsen von u ist ein immer mehr und mehr verzögertes: immer 
ist u kleiner als ein Quadrant; denn nur wenn ¢ unendlich grofs ist, und 
der Punct A also unzählige Umläufe auf der Abscissenlinie WRVY zu- 
rückgelegt hat, hat u die Grülse eines Quadranten des Meridianes. Daher 
legt sich denn die loxodromische Linie, eben so wie die sphürische Ket- 
tenlinie selbst, in zahllosen Gewinden, welche dem Pole Q immer näher 
kommen, um die Kugel; nur findet dabei der Unterschied Statt, dals sich 
die Kettenlinie ganz auf der einen Halbkugel befindet, wührend die loxo- 
dromische Linie beide Halbkugeln gleichmälsig umschlingt, und den Aequa- 
tor in W schneidet, wobei sie gerade von der einen Halbkugel zu der 
andern übergeht. Die sich zunächst auf einander folgenden Gewinde kom- 
men sich ferner immer näher, je weiter sie von dem Aequator WRVY 
entfernt, oder seinen beiden Polen näher sind; diese Pole selbst aber er- 
reichen sie nicht, sie sind gleichsam die Asymptoten der loxodromischen 
Linie. Wenn der Parameter o == 90°, also a — 4 ist, so verwandelt sich 


o 
diese loxodromische Linie in den Aequator selbst, 


4, 


Legt man durch den Punct JV der loxodromisehen Linie eine Tan- 
gente NY an die Curve, und wird der Winkel R/VZ/ mit A bezeichnet, so 


ist (nach A. Sphiir. §. 24.) tangA — =~. cos. Ditferenziirt man aber die 
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a.0u 


Gleichung ? zz 2.$u, so ist 0¢ = TS und also tang A = c = tanga, wor- 


aus folgt; prs 
arces 3 


d. h, die loxodromische Linie schneidet alle von O aus gezogenen Meridiane 
unter einem constanten Winkel ^, und hierin besteht die längst bekannte 
Fundamental - Eigenschaft dieser Curve. Dafs sie aber vermöge des um 
Q drehbaren rechten Winkels MON mit der sphürischen Kettenlinie zu- 
sammenhängt, und dafs jener constante Winkel A gerade den Parameter a 
zum Maafse hat, scheint nicht bekannt HE ei zu sein. 


Wenn man umgekehrt die Gleichung Ds ers tang À 





; integriet, so er- 


hält man 94 = +6, worin C eine Constante bedeutet, und also um- 
ekehrt: | 
E uuu (— + €). 


Ist nun o == 90°, also a = E; so hat man uw — C; d.h. die loxodromische 
Linie ist in diesem Fall überhaupt ein Parallelkreis, welcher den Punct Q 
zu seinem Pole hat. 
Die Subtangente YR findet sich nach der Formel tang UR — tang ^, sinu, 
uud es ist also: 
tang /R = a.sinu = a. Zang —, 
wenn die Constante € =U gesetzt wird. 


Je 
Überaus einfach ist die Rectification der loxodromischen Linie, 
Wird nemlich der Bogen WV = s gesetzt, so ist (nach A. Sphär. $. 24.) 


du==0s.cosA, und hieraus folgt auf der Stelle 
u 





scose <u oder s= i 
cos a 


Werden also die Bogen u und s zu geraden Linien ausgestreckt, und 
wird ein rechtwinkliges ebenes Dreieck construirt, dessen eine Kathete 
die gerade Linie =u ist, und mit der Hypothenuse den Winkel ^ — c 
einschliefst , so hat die Hypothenuse die gesuchte Länge = 5. 


Daher ist die Länge der ganzen loxodromischen Linie vom Pole Q 
bis zu seinem Gegenpole =, wenn der Radius der Kugel als Einheit 


dient, und unter z die Ludolphische Zahl verstanden wird. 
Crelles Journal d. M. Bd. XI. Hit. 4. 52 
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Wenn man die Fläche Æ7NR mit f bezeichnet, so ist 0f = sinu .9/ 
(A. Sphär. $.38.), und es ist also im vorliegenden Falle f — u. ftangu.du, | 


oder auch f = a log = Will man f durch ¢ ausdrücken, so ist 


f= 0 log Cos— . In diesen Formeln, welche noch mit dem Quadrate des 


Kugelradius zu multiplieiren sind, sind die geforderten Logarithmen na- 
türliche. Auch mufs man nicht unbeachtet lassen, dafs, wenn £ 727 an- 
genommen wird, die durch die aufgestellten Formeln bestimmten Flächen- 
grófsen zum Theil übereinander liegen. 


6. 
Die (in A. Sphär. §. 34. aufgestellten) allgemeinen Formeln geben 
zur Bestimmung des Krümmungs-Halbmessers für den Punct /V, der mit 
e bezeichnet sein mag, den einfachen Ausdruck: 


1 
tange = ind. tang PAS 


Wenn man nun aber auf der ee UN die Normale /Vr errichtet, 
und auf diese das Loth Rr fällt, so ist tang Vr —tangu.sinA, und also 
tange == cot/Yr, oder auch: 
e = 90 — Nr. 
Man findet aber leicht, dafs der Punct M selbst der Mittelpunct des Krüm- 
mungskreises ist, und dals also 777r = 90° oder auch 
e= MN 

ist. 

Daher ist denn enalich die Kettenlinie MMv die Evo- 
lute der loxodromischen Linie WNw, und es ist also der Zusam- . 
menhang zwischen den beiden Curven auf zwei verschiedene Wei- 
sen ausgedrückt worden. 

Zu demselben Resultate führt die Anwendung der in der A. Sphär. 
aufgestellten allgemeinen, auf die Ermittelung der Evoluten gerichteten 
Formeln. 


40, Clausen, Beweis des Lehrsatzes Band II, S. 192. No. 34. 399 


A). 


Beweis des Lehrsatzes des Herrn Steiner (im 2ten 


Bande S. 192. No. 34. dieses Journals.) 


(Von Herrn Th. Ulausen zu München.) 


f Eee Es liegen in dem Umfange eines Kegelschnittes, dessen halber Para- 
meter p, Excentricitát e ist, die Mittelpuncte einer beliebigen Auzahl Kugeln 
g, $', 8” etc, die alle eine aus dem Brennpuncte des Kegelschnittes 
mit dem Halbmesser e beschriebene Kugel G berühren: ob, und wenn 
es möglich ist, dafs eine andere Kugel G^ alle jene Kugeln berührt: die 
Coordinaten des Mittelpunctes dieser Kugel zu finden." 

Zieht man yon dem Brennpuncte des Kegelschnittes eine Grade 
r, die mit der Absidenlinie den Winkel Q bildet, bis zum Umfange des 
Kegelschnittes, so ist 


pao 5 
1--ecos p? 


Der Haibmesser der Kugel, deren Mittelpunct der Durchschnittspunct jener 
Graden init dem Kegelschnitte ist, und die die Kugel G berührt, ist also: 


cud RE 
1 + cos p 6 
und die Coordinaten des Mittelpuncts, auf die Absidenlinie bezogen: 
FE IP sing 
1--ecosp? 1+ecosp" 
Es sein die Halbmesser der Kugel G^, 2 um die Coordinaten des Mittelpunets 
"n due T : 








so hat man, wenn diese beiden letztern Kugeln sich berühren, die Gleichung : 


p cos Q : p sin @ v mu P p 
je m een =F u P peel. ape im i-e ae 1+ecos g} ? 
(a+ (ae — p)cosQy + (b+ becosQ —psing) + (1460089) 
= [R—e-+p-+(R--e)ccos@}, 


=a? + b? +e? —2p(R— )—(R— 0) 

T2[( E + d)e— a p—(R—g+# p) Ut — e] cose 
— 2 bpsinQ—2 bepsinQ cos Q 

HG ++ )e— 2a p 4r (— ge] ecosg’. 

h2r 





oder 


oder endlich: 
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Diese Gleichung mufs nun, wenn die Kugel G^ alle jene Kugeln g, g' etc. 
berühren soll, für jeden Werth von Q gelten. Es müssen also das von 
Q unabhängige Glied und die Coefficienten von sinQ, cosQ, sin® cosQ, 
und cos Q^, jedes für sich, verschwinden. Die zwei Coefficienten geben so- 
gleich bios eine einzige Gleichung 
b == 0; 
das von ® unabhängige Glied giebt 
a’ d- / RC my + 2p(R—e); 
und der Coefficient von cosQ, nach Substitution dieses Werthes: 
R—e= =, 
wodurch zugleich der Coefficient von cosQ* verschwindet. Es ist also 
möglich, dafs die Kugel G' alle jene Kugeln g, g‘, g“ etc. berührt; 
und der Mittelpunct derselben liegt, da 5 = 0 ist, in einer auf der Ebene 
des Kegelschnitts senkrechten Ebene, in der zugleich die Absidenlinie des 
Kegelschnitts liegt. 

Substituirt man den Werth von A—e in das von ® unabhängige 
Glied, so erhält man die Gleichung der Curve, in der die Mittelpuncte 
aller G^ liegen, 
(1—e)a’—z Pad pu 
welches die Gleichung eines zweiten Kegelschnitts ist, dessen Scheitei im 
Brennpuncte des ersten liegí, und deren Absidenlinien zusammen fallen. 
Denn es een, die halben Parameter und die Excentricität dieses Kegel- 
schnittes p/, e': so ist die Gleichung, auf die Ábsidenlinie und den Schei- 


tel bezogen: (1 A ex + 9 pia! + y y! = 0, 
Es ist also 
1 (Pp p' p 
P rein ae um 1 © ei — 
a Te et id-e ~ 1+e° 
Beide stehen also in reciproker Verbindung, da eben so 
1 p’ . 
e — e —; p E. ist, 
Die Kugel in der Reihe g, g’, g‘ etc., die der Kugel G vom Halbmesser 
o entspricht, ist die, deren Mittelpunct in der Absidenlinie liegt, dessen 
Halbmesser =, L— —e=e'. Es findet also eben so in Beziehung auf die 


Halbmesser dieser beiden Kugeln pi ie. Statt, da 





pa cina 
ete = 1- C dae?” 


40. Clausen, Beweis des Lehrsatzes Band II. S. 192, No. 34. 401 


2. Legt man die Kugeln g, z', g’ etc. so, dals jede die vorher- 
gehende berührt, bis zur .2 + 1ten, die mit der ersten zusammenfällt, nach- 
dem der Umkreis zumal durchlaufen ist: so hat man (siehe 6. Band 


p. 89. d. Journ.): 
249 La 

cos (227) _ 2eege —200-- 4n0 PP, 

4 PP 

Legt man eben so eine Reihe in dem zweiten Kegelschnitte, wo 7‘ und u‘ 

dieselbe Bedeutung haben, so ist eben so: 


4 fal np! o! — 9 o! o! Ceu cu pe m 
orte e’e'+4p'o PP = — 00s (227). 








n'! p'n 
Es ist also 
257 (2m +1) w+ 


n 


wo m eine ganze Zahl bedeutet. Da die eine der Zahlen = zunimmt, 








Zus 
n! 9 


wenn die andere abnimmt, und umgekehrt, so gilt das untere Zeichen; 
folglich ist: 


4 
u u 
Se Er —m.--i 
n nf 2° 


Um die Zahl m zu bestimmen, sei e — 1, e = ^! = vs i folglich (p. 90. 


a. a. O.): 


2un 21 
os (27) = 0; also — = 4; oder 3; oder j etc. 


- ist in diesem Fall aber grifser als 2, wie leicht zu zeigen ist, also 
U 


/ 
kann nur = = i Statt ünden, und also endlich: 


u u’ 
ina 
Demnach sind auch beide Reihen zu gleicher Zeit commensurabel. 
Im März 1832. 
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41. 


Beitrag zur Theorie der krummen Linien dritter 
Ordnuns. 


(Von Herrn Th. Clausen zu München.) 





1. Die zweite Classe in der von Euler (Einl. in die Analysis d. Un- 
endlichen 2. Band 9. Cap. $. 225.) gegebenen Eintheilung der krummen 
Linien dritter Ordnung enthält den Fall, wenn die drei einfachen Factoren 
des höchsten Gliedes in der allgemeinen Gleichung der Curve reel und 
ungleich sind. Für diesen Fall läfst sich also die Gleichung folgender- 
mafsen darstellen: : 
k= O=(ar-+ By) (a'a - y) (a^ c ^y) + axo + Qbay + cyy +de +ey +f. 
Es seien die Gleichungen für die drei Asymptoten ax -- (2x +", 
watByty, a'"a-- yy": so ist für einen unendlich entfernten 
Puuct auf dem zur ersten Asymptote gehörigen Schenkel, ax -- 9y = — y, 
und für die andern Factoren x = dr, y==—ar, wo rzzoo ist. Diese 
Werthe in die Gleichung substituirt, geben 
Q zz — y (a/ PR — Q' a) (a 8 — 6" a) J- ago —25a -- caa, 
folglich wird: 
., aff-—2bpe-dcoeo . 
8 = WEP aa" B— Pra) 
und eben so: rA a f 8'— 2b Ba! I- ca o ; 
S — (a P — Ba!) (a 9 — Ban) 
alt ex n eal 
(e 84 — Bal’) (a! B" — Bal’) 
Da angenommenermalsen keine zwei der drei Grölsen ae B E. sich 
gleich sind, so sind diese Werthe alle endlich. Multiplieirt man die drei 
Asyınptoten- Gleichungen, die ich der Kürze halber mit L —0, L'—0, 
L'*— 0 bezeichne, so erhält man: 
LL Ls (ax d 8y)(a x--9'y)(u"x-F9"y)d-axc-F26ry-Mcyy 
| +d'ate y +f" 
Die Gleichung für die Curve läfst sich also auch so darstellen: 
K=0 = L.L'.L"+(d—d)x+(e—e)g+f—f.. 
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Es sind hier erstlich zwei Fälle möglich: wenn d—d’—=0 und e—e =); 
und wenn diese beiden Gleichungen nicht Statt finden. 

Im ersten Falle kann f—/‘ nicht —0 sein, da sonst die Gleichung 
blos ein System dreier Graden enthielte. Es sei also f—f' = a’, dann ist: 

DA OR D BRL a. 
Der Werth von L ist für jeden beliebigen Punct der Ebene dem von die- 
sem Puncte auf die Asymptote in eine Constante multiplicirten Lothe gleich. 
Für alle Puncte auf dem Umfange der Curve ist daher, da in allen die- 
sen Puncten À = 0: 

Das Product der von einem Puncte der Curve auf die 
drei Asymptoten gefällten Senkrechten einer constanten 
Grófse gleich. 

Die Curve schneidet keine der Asymptoten. Denn da 
in dem Durchschnittspuncte K = 0 und L= 0 wäre, so hätte man 0 = a/ = 
einer Constante, die nicht = 0 werden kann. 


Für einen unendlich entfernten Punct auf dem ersten Zweige der 
Hyperbel ist, vrenn man die Entfernung vom Aufangspuncte der Coordi- 
naten ¢ setzt, L’= mtcosu”, L'-—ntcosu' sehr nahe, wo a’ und u” 


die Winkel, die die Asymptoten mit der ersten bilden, bedeuten; mau hat also: 
{ 


L =. 


mn cos u’ cos pn" tt? 
S mit der fünften Árt von Euler $. 227. übereinstimmt. 


Im zweiten Falle sei 
Che ap LM, 
LEE BY) SUP pac FEE AO 
Die Grade L’’ kann mit keiner der drei Asymptoten zusammenfallen, - 
da sonst die Gleichung das System einer Graden und einer Gleichuug vom 
zweiten Grade enthielte. 


Es ist also: 


Die Grade L‘'‘ schneidet im Allgemeinen die drei Asymptoten, und 
es erhellet sogleich, dafs in den Durchschnittspuncten auch X — 0, oder daís 
die Curve die drei Asymptoten auf den Graden L' 
schneidet, 
welchen Satz Poncelet im 2ten Hefte dieses Baudes angeführt hat. 
Das Product der von einem Puncte der Curve auf die 
drei Asymptoten gelüllten Senkrechten durch die auf die 
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durch die Durchschnittspuncte der Asymptoten mit derCurve 
gelegte Grade dividirt, ist einer constanten Gröfse gleich. 
ist die Grade L’ keiner der Asymptoten parallel: dann sind die 


À = Li! : 
drei Zweige von der Form L = 4, welches mit der Eulerschen 


dritten Art übereintrifft. Ist L// mit einer der Asymptoten Z parallel 
=: eL:tx, so wird die Asymptote Z nicht von L und also auch 
nieht von der Curve geschnitten. Der erste Zweig ist in unendlicher Ent- 


fernung L = i die beiden andern sind L' =, welches mit der vier- 


ten Eulersohen Art übereinkommt. 
Man kann also die drei Eulerschen Arten der Curven der dritten 
Ordnung mit drei divergirenden Asymptoten auch so ordnen: 
die dritte Art schneidet alle ihre drei Asymptoten, 
die vierte Art schneidet zwei ihrer Asymptoten, 
die fünfte Art schneidet keine ihrer Asymptoten. 


2. Es seien zwei der Asymptoten parallel: dann ist die Gleichung 
von der Form: 

Ke 0 — (ux 4- By) (a a --B'y)-- (ax By) (az A- 2) een t d y +e, 
und die Gleichung für die drei Asymptoten ae +Pßy rs; ax +by +85 
(az +B'y+7y) auf den ersten beiden Zweigen ist in unendlicher Ent- 
fernung aæ+By—=—Zg oder —4,; x — fr, YHA TE 99, also: 

0 — y (a'B—B'a)— y (a5— a) - cB — da, 
woraus die beiden Werthe'g und ”, folgen. Es ist daher 
yin = Ss = EL 

demnach, wenn man die Gleichungen dieser beiden Asymptoten L=0, 
L+x=0 setzt, ee 

L(L-p 3) (2 By? + og — Ce thy) + pre 
Für die dritte Asymptote ist (s+Py=—5 xir; ym—alr; 
r-—00j also . 


0=—g (aß Ba) J-aB'—ba'; ee 


Es sei die Gleichung für die dritte Asymptote L’==0: dann ist 
L(L 4L! = (ax 4 Byy (a! x d- By) J- (az d- By) (a -- 2) 


af —ba')(ap —ba cf—da ; , 
- E Ey (ue + By) + EIC x46, 











a’ 
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(a Pb data bn) d e! — c f 


(a ff — fat} ; Pa! —« B Ar 
K 20-L(L-Mx)L i Nasi teak pnr 
ist F nicht — 0, so hat man 
K — 0 L(EA 9L FA v), 
wo x' nicht — 0 oder = x sein kann; in diesem Falle durchschneidet 
die Curve die dritte Asymptote zugleich mit der Graden 0 = L+% 
und 


= F setzt: 











und wenn man 


das Product der von einem Puncte der Curve avi die 
drei Asymptoten gelällten Senkrechten, durch die auf die 
Grade, welche mit den beiden Asymptoten parallel durch 
den Durchschnittspunct der Curve und dritten Asymptote 
gezogen wird, gefällte Senkrechte dividirt, ist constant. 
Ist f= 0, so hat man 
K — 0 = L(L-4x)L-rH. 
In diesem Falle werden keine der Asymptoten von der Curve geschnit- 
ten, und derselbe Satz, der für die Eulersche fünfte Art gilt, ist hier 
auch gültig; dafs nemlich 
die Perpendikel auf die drei Asymptoten ein constantes 
Product geben. 
Diese letztere Art ist mit der eilften Eulerschen, wie die kurz vor- 
hergehende mit der zehnten, identisch. 


Crelie’s Journal d. M. Bd. XI. Hft. 4. 53 


Hore: sagt aa 
pour le No. 7. de la Note de Mr. Liouville sur la determination des 
intégrales de valenr alyebrique, insérée dans le Tome X. de ce Journal, 
4°" cahier. 





Au lieu de ces mots qui commencent le No, 7. : A la seule inspection de l'éga- 
lité, il faut lire: En excluant le cas particulier où le degré dn polynome T' est un 
multiple exact de a, tel que ap, ei à la seule inspection de l'égalité. 

Quelques lignes plus loin, dans ce méme No. 7., après les mots: les deux ter- 
mes de ces séries doivent être les mêmes de part et d'autre, ajouter ce qui suit; Ce 
raisonnement et Ja conclusion qu’on en tira pourraient se trouver en défaut, si le 
degré de 7’ était un nombre de la forme ou, et si en méme temps celui de 6 avait 
6 pour valeur; par où l'on comprend que le degré du polynome @ ne peut être que 
Tun des deux nombres n—{ ou o don! il suffit évidemment d'essayer le plus consi- 
dérable, et dont le second ne peut étre adopté qu’autant qu'il est entier. La marche 
du calcul étant la même, quelque soit le degré de 0, nous le supposerons partout égal 
à n—1 dans ce No. et dans le No. 8. 
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mithio in jedein Falle. 
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1. C. G. J. Jacobi, de tronsform. integralium multiplicium. 1 


1. 
De binis quibuslibet functionibus homogeneis secundi 
ordinis per substitutiones lineares in alias binas trans- 
formandis, quae solis quadratis variabilium constant; 
una cum variis theorematis de transformatione et 
determinatione integralium multiplicium. 
(Auct. Dr. €. G. J. Jacobi, prof. math. Regiom.) 


Introd to tei, 
i. 
Propositis inter variabiles 
Lis X2 5... En Ob Yıy yo oo Yns : 
n aequationibus linearibus huiusmodi 
yn = 00? x, Ho x, +... al” x, , 
facile patet, coéfficientes af”, quorum est numerus zz, Xa determinari 
posse, ut data functio quaelibet homogenea secundi ordinis variabilium 
X,, Lo se. x, transformetur in aliam variabilium y,, y. .. . + y,, quae 
solis. earum quadratis constet, simulque summa quadratorum veriabilium 
non mutet valorem, sive fiat 
—M ra aas hoc En En = yıyı Yiya Hesse LE YrYne 
Nim haec altera conditio sibi poscit aequationes conditionales numero 
porro cum de functione transformata supponatur abiisse producta e binis 
variabilibus confíata, accedunt aequationes Ar D. ita ut habeas aequa- 
tiones conditionales numero zn, qui est numerus coëfficientium substitu- 
tionis adhibitae, Unde problema determinatum est. 

Pro tribus variabilibus est problema tritum illud de superficie se- 
cundi ordinis revocanda ad axes superficiei principales. Problematis gene- 
ralis solutionem nuper dedit Cl. Cauchy (Exerc. de Mathém. t. IV. 
pag. 161. sqq.). Quaestiones de eadem re, a praestantissimo Sturm illu- 
stri Academiae Parisiensi commissas, nondum lucem vidisse dolemus. 

Sit functio, in quam proposita transformatur, 

Gıyıyıt Ryıya tr. tb Gr fr yes 
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n(n4-1) 
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inveniuntur quantitates G,, G,.... G, ut radices diversae arquationis alue- 
braicae n" gradus, quas Cl. Cauchy demonstravit, omnes fore reales. 
Quibus determinatis, coéfficientium, quarum ope y,, per variabiles »;, æ,.... 


Oc, exhibetur, 


aimi am ys erem 


quadrata et binorum producta per unicam G,, rationaliter exprimuntur; 

atque invenitur, cocffielentes ipsius x, in valoribus ipsarum yi, Ya +... Ya» 
| "S Oe se M 

quantitatum iG G, .... G, respective easdem functiones esse. 

Coöficientium quadrata et producta illa modo singulari sequentibus 
exhibebo; quo saepius caleulis complicatis concinnitas conciliatur, Consi- 
dero enim quantitates G,, Gr»... G,, quae per aequationem illam n“ 
gradus a constantibus functionis propositae pendent, tamquam functiones 
harum constantium, atque demonstro, quadrata et producta illa aequalia 
fore ipsis earum differentialibus partialibus, secundum constantes illas sum- 
tis. Sit enim functionis propositae terminus quilibet in 2,2; ductus, px,a;, 
invenio ulm am = Gm 

" dp 
Unde vides, unica formata aequatione n° ‘ gradus, problema confici, Quippe | 
cuius radices dant expressionem "transformatam; earumque differentialia 
pertialia sumta secundum constantes functionis transformandae, quae aequa- 
tioaem illam afficiunt, dant coéfficientes substitutionis adhibendae. 

Formulae concinniores evadunt pro formis specialibus, quas func- 
tio transformanda induit; quarum unam et alteram accuratius examino, 
Ubi etiam pro tribus variabilibus aequationem cubicam ita exhibitam inve- 
nis, uf ipso conspectu pateat, radices eius omnes esse reales. 

2. 

Demonstravi olim in commentatione „de transformatione integra- 
lie duplicis indefiniti etc.’ (Vol. VIII. pag. 253. sqq.), ad investigationem 
axium principalium superficiei secundi ordinis — qui est casus proble- 
matis antecedentis pro tribus variabilibus — usu idoneo quantitatum ima- 
sinariarum facto, revocari posse transformationem quandam integralis sim- 
plicis, cuius in analysi frequens usus est, 


Ve eee 


Ó 3 
pu G, “cos? y — G, sin’ ONT 
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Quae peragitur trausformatio ope substitutionis huiusmodi 
: B — B' cosy — B" siny 

a — a cosy — c" siny I 

y — 7! cosy — y''siny 

& — cos y — a" siny" 





cos Q = 








sin ® = 


Propter quem utriusque problematis consensum fit, ut ciiam hic locum 
habeat determinatio coéfficientium 'substitutionis adhibitae per differentialia 
partialia ipsarum G, G;, C, sumta secundum constantes 7, m etc. — Quae 
quantitates in hoc problemate inveniuntur ut radices aequationis cubicae 
(ac —1) (ac + 7) (ae + 0) — 41 (6 —1) H-m'm'(x +m) n^ n'(x 4 7) —921'm'n' 20. 
Ita e. gr. dedi.l. c, pg. 329.30 formulas *) 
(G--m)(G--m-—rr 

(G— 6^)(G— G") ? 

n'(G -- n) — i m' 
(G— G^)(G—G")? 
quas expressiones, si aequationem cubicam allegatam in auxilium vocas, 
vel ipso intuitu patet, fore 


aa = 











0G 0G 
| GG Ts UB = agn 
Eodemque modo pro reliquis obtines: 
aa =, a! a! = — SEs, rad = OG, 
06 oG 06 
ß en L'L'=— 1 p" BY = — 29 
Om? à Qm? Om 
oG 0G, 26 
NE a VY=—-F yy! um, 
porro: | 
oG o G' 9 G" 
By-—3y) BYE DUY——— 3g 
— dG . al mcm 9 G' Mall o G" 
ANDRE TE Qj nr Dom? SA mote TTE 
ME ET NEO AC Tip ty RES aus 
apuro grim A Tan: 


Transformationem plane similem, docui in alia commentatione an- 
teriore (Vol. II. pag. 234.), adhiberi posse ad duplicis integralis transfor- 
mationem. Sit enim | 

xxkyyt+zs=uutkuvtwwsz=t, 
unde x, y, z nec non u, v, w considerari possunt ut coordinatae puncti 
sphaerae, cuius radius — 1: demonstravi, coëfficientes sedecim a, ß, y etc. 


*) Loco citato pro G, G,, G,, scriptum invenis GG, G,C,, G,6,. 
= H % 
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ita determinari posse, ut locum habeat substitutio 
„ Rl ef ott y Ar ez 
TE O84 dx po yo" z? 
LEE, XM My tes 
— $4- Nebo yp" z? 
y-F2tu-palty sere 


w= ob dE 0 y ee -- o" z 
simulque functio data 
& -]- a! xax te" yy J- a" "zz +22 +2" v 20" z -2cP yz A- 2c" zx 2c" xy 
abeat in hanc expressionem 

[G— Giuu— G,vv — CS, ww] + ac 2- 9^ y + 0" zy, 
ipsis C, G,, G., G, rite determinatis, Sint 2S, 95° elemento spbaericae 
superficiei, quae coordinatis x, y, = et u, v, w respondent, probavi, e 
substitutione adhibita sequi 


0$ — fe Sce OS: : - 
Unde habetur (à + Ó' zc + OM y + EE 


oS 
Wi tec ue meer ipte pU E d-2b5'5z OM z--2syz--2cxx-4-2c" xy 


= Na os! "T 
~ Al G—G,uu—G, — 6,vv—G, ww” 


Quae est transformatis integralis duplicis, de qua diximus. 

Et hoc problema, adnotavi in commentatione supra citata (Vol, VIH.), 
ope quantitatum imaginariarum idonee adhibitarum convenire €um pro- 
blemate algebraico initio proposito, casu yuatuor variabilium, Unde et 
hic locum habet determinatio coëfficientium | substitutionis adhibitae per 
differentialia partialia ipsarum G, G,, G:, G,, sumta secundum quantitates 
a, a’, a” etc., quippe a quibus constantibus illas pendere, 1. e. demon 
siravi, ut radices aequationis biquadraticae : 

Q m (a — 2) (a! A- ax) (a 4-0) (a + x) 
6 de(s + a) c'! c" (a —x)(a' M x) — el l(a — xa" d- a) 
b! (a'r) (ax) — b b! (all 4 x) {a + a) —bM b/" (a! 0) (a+ x) 
d oM on b" (a! --x)-]- 2c" 5^" ba! oe) 2e" ba ? Pci 
2 ud "ele /-d- ^ b" ctc A- DI bI Ut elt —2)'b''c!c — 92b bot el PING, (tfe 5 
Ae reapse, hac aequaticne in auxilium vocata, e formulis a ae traditis 
(Vol. iL. pg jg. 240. 41.) ipso intuitu deducis sequentes: 








de zo aa, FEB = -- zs on Bd 
Ve : 2 qa mm 4 LL = — Dar YY=— ja ? 
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avr 06 oG 0 G OG 
fg oed BE DI C ar 2 BUN Is 
Ô Ô -— a mS | a, a — Jar» (Ca EU — Cal ? y y"! = — a^ 9 
G Las o G, fs { À mn 0G, 4 ; inso, 
OM! OM — a u nn p Bin — EET y' dio = TUA rts 
porro 
0G À 0G OG ‘OG, 
112: +. abd u 7 oL. MA 
an nr RE Ey yy 290 > 
0G oG ’ OG 0G, 
UT TI RE X viene 2 a 
dd 99892 aa 2099") Bo 7 99813 y Y^ 23p7 


Tee OG JE A. Dre AO GE nr. OG, 
00 EZ ao EE po = 338p)" M y: = 3j: 


gu gu — 0G Date 06, pp“ = OG, y= 9G, 








290%? a 0 arie » x 99? 994)? 
0G 0G 06 OG, 
ONDES HUE gt — 1 04 (24 -— 2 LIRE 
ry ‘= 290”) uU & 2907? ß ß do y Y — = 75509 


Quas formulas, sicuti antecedentes, uen usum earum PR TRS 
hic in conspectum exposui. Transformationem similem adhiberi posse in- 
tegralibus multiplicibus cuiuslibet ordinis, adnotavi I. c. (Vol. VIEL. pg. 350.). 
In qua generaliter constantes, quae integrale 2tuplum transformatum affi 
ciunt, inveniuntur ut radices aequationis algebraicae (2-]-2)" ordinis; quae 
rum differentialia partialia sumta secundum constantes, quae infegrale pro« 
positum afficiunt, suppeditant substitutionis adhibendae coëfficientes, Quae 
transformatio generalis de problemate algebraico generali eadem ratione 
derivatur, quam l. c. pro Casibus 7 — 3, 7 — 4 indicavi. 
3. 

Problema, de quo dictum est, algebraicum ita gencralius concipi 
potest, ut in locum summae quadratorum variabilium proponatur altera 
quaelibet functio homogenea secundi ordinis transformanda; sive proponae 
tur, binas simul functiones homogeneas secundi ordinis cuiuslibet numeri 
variabilium per substitutiones lineares transformare in alias, quae variabis 
lium solis quadratis constant. 

Sint functiones transformatae : 

Gıyıyı Cs ysyi M GnYrYns 
Aıyıyıt Foy e Hays 
v) Ut CINES. l. c. dite cum his conveniant, scribendum est — G,, —G,, 


— €, loco G', G^, G‘//; quantitas arbitraria x poni debet = 1; porro 


ac = cosy, y z—sinycosq, zr sin wsing, 
156087, wvessinycost, w=siunsind, 
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exprimantur porro variabiles propositae xr, Zu. ble uL per variabiles 
yi Yo s Ys Ope aequationum huiusmodi: 

En 72 D, yi 85 yi d b Bye 
Facile patet, E proposito tautum. determinari rationem, in quibus 
sunt quantitates G,, À, et coefficientium (X9, BA .... X? quadrata vel 
binorum producta. Nam si loco y,, quod liéot,. scribis p, y,, designante 
p, factorem constantem arbitrarium, quantitates illae simul per eundem 


factorem p,p, dividi debent. Quotientes | 
Host HIT, 


et hic invenis ut radices diversas aequationis algebraicae 2" gradus, Deinde 
coëfficientium PP, B® .... B® quadrata et binorum producta, divisa per 


: G 
G, aut H,, per unicam H. SACOLDNER exprimuntur; porro quantitates 


E, fj. Ls 
VETERE ARS Rye o 
inveniuntur respective ut eaedem functiones quantitatum 
6, G, Ga 
Hi,’ H, "evo H, 


G 
Quantitates Br si rursus spectas ut functiones constantium, quibus 


datae functiones transformandae affectae sunt, et hic clegantissime per dif- 

ferentialia earum partialia, secundum constantes illas sumta, exprimi possunt 

coéfficientium quadrata illa et producta, divisa per quantitates G, aut 7,; 

eaque singula binis modis, sive constantem, secundum quam differentiatur, 
ex altera functione proposita, sive ex altera sumas. Sint enim termini 

earum in x,x, ducti px, x,, 9x,2,, invenio: | 

popa i Hi0G;—G;oH; — GC: H; —H0 G; 


~ 








à H;óp ar 6G;0q 2 
SAVE: 
G; (S) 
es 9) eo dq | 
Ah "i op ? Gr s og 


Unde etiam bie, unica aequatione algebraica n" gradus formata, totum pro 
blema conficitur, | 

in commentatione HY. de Integralibus Duplicibus (Vol. X.) demon- 
iravi, quaestiones algebraicas, quae casui ne 3 respondent, ad transfor- 
mationem et determinationem integralium duplicium commode applicari, 
Qua de re placuit, sub finem harum quaestionum generalium theceemata 
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in commenfatione citata de integralibus duplicibus inventa ad integralia 
multiplicia cuiuslibet ordiuis extendere, quod per easdem methodos successit. 

Jara singula accuratius persequamur. Quae alia varia theoremata 
afgebraica et analytica adstruendi occasionem suppeditabunt. 


d rox eg a. 


investigare substitutiones lineares huismodi 
/ ‘ ÿ 
y=, z,--o, Ta trou Que 
"mu p ht " 
ya, x, TC, Ly Ferse, ns 


e . “ee e € € € e 


& ; 2 yer dis deat + ae, 
quibus efficiatur 
| yii Yyprt + + mm x im d- nan Lily 
simulgue data functio homogenea secundi ordinis variabilium xy, x4 .. . 
u... c, transformetur in aliam variabilium yy) Ya «... ys, de qua bina- 
rum producta evanuerunt." 
4, 
Investigemus primum varias relationes, quae inter coëfficientes pro- 
positos Jocum habere debent, ut conditioni primae satisfiat, 
]. Barton te. mn = YıfıtYayat er. Yan 
Ac primum, ut substitutis ipsarum y;, y; .... y, valoribus aequa- 
tio illa identica evadat, fieri debet: 
a, 0$ + oz o +... + apap 0, 
^* Ju Ory N ce 
Propter has aequationes, substitutis rursus valoribus ipsarum jy, Ya oo. Yn 
valoribus, identica fit etiam haec aequatio: . 
D / D my. . 
3. Ly = d y, Ya ter tags 
cuius ope variabiles propositae zx, , 45 .... x, exprimuntur per yi, ya «ees Yne 
Quos valores ipsarum Mis X» .... X, Si rursus Substituimus in aequatione 
(L), nanciscimur, ut ARR Pier formulas ip did 
Le i a aa 4 (o E exes eu u / 0) a pen 1. 
Videmus ex antecedentibus, quod maxime, tenendum est, tales existere 
inter coëfficientes propositos 47" relationes, ut propositis ? aequalionibus 
linearibus huiusmodi, 


4. 


: 
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y, — a? x, + o? x, + ee H- ofa, 

earum resolutio pars n aequationes sequentis formae, 
= BY ary eed oay 

unde etiam vice versa harum resolutio illas suppeditat. Porro animad- 
verto, e quaque relationum illarum seu quae ex iis sequuntur, statim nos 
eruere alteram. cotffcientium indices inferiores cum superioribus permu- 
tando. Qua permutatione simul variabiles x,, X; e... X, et yis Yoseec Yn 
respective in se invicem abeuat, 


5. 

Aliae relationes inter coëfficientes propositos, quae e (1.) sequuntur, 
derivari possunt de relationibus algebraicis generalibus, quae locum habent 
inter coéfficientes aequationum linearium propositarum aliarumque, quae ex 
earum inversione seu resolutione obtinentur. In quaestione nostra aequa- 
tiones propositae et inversae eosdem coëfficientes habent, nisi quod illarum 
series horizontales coëfficientium harum verticales fiunt et vice versa. Hine 
ex unaquaque eiusmodi relatione generali easu nostro relatio inter ipsos 
coëfficientes propositos nascitur. 

Supponamus, designantibus c" datas quantitates quaslibet, ex n 


nequationibus linearibus propositis huiusmodi 
y, = aC? gy, Ha "az t...ta”x,, 


J it 


per notas regulas resolutionis algebroicae haberi aequationes formae: 
Ax, = (yy ys BP ys 

Ipsum £44 supponimus denominatorem communem valorum incognitarum, 
qui per algorithmos notos formatur; sive fit 

Amt Ova es Uns 
signo summatorio amplectente terminos omnes, qui indicibus aut inferioribus 
aut superioribus omnimodis permutatis proveniunt; siguis eorum aiternantibus 
secundum notam regulam, quam ita enunciare licet, ut termino cuilibet per 
ceriam permutationum indicum orto idem signum tribuatur, quo afficitur 
productum sequens conflatum e differentiis numerorum 1, 2, .... 2 

(2-—1)(3—1)....(n—1).(3 —2)(& —9) 0. (22). (4 — 3) etc, 
eadem numerorum permutatione facta,’ 
Eadem notatione adhibita, sit 

Be zip... ff), 

ubi ipsam B e quantitatibus BC” eodem modo compositam accipimus, quo 
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A ex ipsis «7? componitur. Quibus statutis, observo fleri: 

Qu Hirst | 

ac generalius : | 

DX TE epee Bu = mU Lars amd) ale, 

De qua formula generali (6.) cum pro variis valoribus ipsius #7, tum in- 

dicibus et superioribus et inferioribus omnimodis permutatis, permultae aliae 
similes formulae profluunt. 


Casu nostro fit 
Grn} eee m 
Bn z da”, 
ideoque ' 
Hp scc xu a he od 


unde (5.) suppeditat toßf@ulara iu quaestione nostra prae ceteris memo- 


rabilem: 
"ie Aid Ne Bol aue a ei, 


sive: 


^ 


A— md a 0 rl 
Porro fit e (6.) casu nostro: 

8. dZtac, nalen — en an as en One 
Quae relationes (7.), (8.) iis, quae $. antecedente traditae sunt, adiunctae 
relationes praecipuas constituunt , quae inter coéfficientes propositos locum 
habent, quoties datur conditio 


ETE: Xii RT, 


6. 

Ad demonstranda theoremata algebraica generalia (5.), (6.) metho- 
dum singularem in auxilium vocabo, qua-saepius non inelegenter uti licet. 
Quamquam res etiam per methodos notos liquet. 

Sit 

a a, + a ae, -- end pop —— EU 

D yi ya oc BS y. 
ac supponamus, dignitates negativas expressionum 2 x, es X, evolvi 
respective secandum dignitates descendentes ipsarum 2, 2; .... x,; porro 
dignitates negativas ipsarum Y,, Y; .... Y, evolvi respective secundum 
dignitates descendentes ipsarum yis Ya Ya. Designemus porro per 


[UP n 


X.aXQ..eXno | 


LE . ^. . LA T 
coëfficientium termini XXX: in ipsa U, secundum potestates variabi- 


Vy over ky 


lium is eso Er certa ratione evoluta. 
Crelle's Journal d. M. Bd. XIL HA. 1. | 2 
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Quibus statutis, demonstravi in commentatione anteriore: 
Exercitatio alsebraica circa discerplionem singularem fractienum 
” 5 / 5 J $ 
quee plures variabiles involvunt" 
4 T QA A 
(Vol. V. pag. 344. sqq.), fore: 


1 | 1 
9. 5 NAT 1 Pasi? 


sive etiam, quod idem est, 


AU. TN MBIT u MÀ 3 
vr, ’ B 
ac generalis: Yıyz In 
Lbs Eats c fei at ‚r 
T | Eure,” | | 1 ÈS il 
of rt) shat? nt — rende s os sn , 
< 1 , Xe AX cie tar mes A : y " Ji 1 2237 n xd poe te V 
XYX25.... Xn Yıyzrv+Yrn 


designantibus Fi, Po .... r, AC $,, So .... &, numeros quoslibet integros 
sive positivos sive negativos. 
Sit ex. gr. 


Pacco pg ee ale 
Ce em eq Ie 


formula (11.) e (10.) in hanc abit 


1 An 
1 St A [| es 
AR AN PE € i HM 


L 
Viryarre¥n 





quae est formula (5.). 
Sit porro 
Ben. SEP, Sem Ly lou = Pgo = Tr, = O0, 
SpE Sy ee 7m 8,222 — dy msn ee SSS, = 0, 


formula (11.) in hanc obit 








I dios, t ars à | — Art. ie 
7 E WX — AL. E NC RE" S 
Amtı Monte see Xn ; 1 . T greece Ln i 
0m i € m-po * *** On Vida Yy 


Expressiones uneis inclusae variabilium x,, X; .... xx et y,41, 
Ymt? +++. ys tantum positivas dignitates continent, uti per assignatum evo- 
lutionis modum liquet, Hine cum eos tantum consideremus terminos, qui 
a variabilibus iliis non pendent, in expressionibus X,,,, X 
ponere licet x, — a, .... æ,—= 0, in expressionibus Y,, Y, .... Y, po- 


nere licet y, i, — Ynpo+++«== y, 0. Quo facto patet e (9.), (10.), fore 


mna eo» X, 


1 ] i 
Fare Xinta ...s AS 1 Re et at) a+?) a” / 


mi ms tT CM 
inate Kyipa ses s Kr 
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is 4 
I; Y Vern En 1 ARM ZB... RR 


335)25:J5 





Unde habemus 


1 dim 
(mt) Gn--2) TEE m nen 
>. Eat ma. nn: Un > + i fi ho gm + 


quae est formula (6.). 

Formula (9.) auf. (10.) prae ceteris attentione digua videtur; aliam 
eius infra videbimus applicationem. 

Fe 
Conditiont prine, at fat 
By Li Ly La traces Hy En = Yi Yi Ty. Vente aan I Ya Yas 

st adiungimus alteram, ut dafa functio homogenca secundi ordinis. in aliam 
abeat, quae solis quadratis variabillum constat, problema determinatum esse 
vidimus, Jam varias examinemus relationes, quae ex hac nova conditione 
ortum ducunt. 

Si 7 data functio transformanda; sint termini eius. in x, X, v,2, ducti 

20,2 3, Ny, Ly, Ly Lys 


ubi supponimus 
, à I 05 y * 


Hinc functionem 7 ita repraesentare licet: 
F = EG, 12,0) 


#5 4 
quo nofationis modo intelligimus, sub signo summaforio numeris x, A tribui 
valores 1; 2, .... n. 
Sit functio transformata, 


V= Bl eines Gi yy PBIymy sim dede Th Y Ya) 


À 
substitutis formulis 
Va = 0/7 x, aM ary +. + al ax, 
si singulos terminos infer se comparamus, S tuU 
12, 2,0 Go, + Ga, +... T Gera”, 
quae valet formula, sive x, A diversi, sive ARAS Mut 
Vidimus supra §.4., eas existere inter coëfficientes propositos rela- 


Bones, ut datis z re linearibus, 
— (n 
‘D. Yı tt 0s yo te ees fay dy n 
inde aliae 7 Ace (UN 


AR Ym = ai y, tol” x +. rp aeg 
simulque fieri 


No 
* 
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Dy By ro eee M En mots d +Yıyı eee EY nS ne 
Hinc, posito 4,950, 1, ya Gr, 
sequitur e (12.): 
13. Ga = a a, + OM Ay En MES u ONG, zy 
porro 
14, olid- eid. ban, = Graja,+- 620; 0; +... + Goal”, 
De aequatione (13.) facile etiam hune deducis generaliorem : 
15. 0,,0,, +0, d; deT4241- 
Gi 0,0; + Go n, dy +... + 6505? af”, 
quae et ipsa valet, sive », À diversi, sive aequales sint. 
Ex eadem formula (13.) sequitur adhuc, advocatis formulis $. 4. 
propositis : 
16. Gh nity. T Ga. y, = 0,404 F 02; Xs TT core dr 0i Une 
Positis in hac formula loco A valoribus 1, 2, .... 2 et quadratis, quae 
inde prodeunt, aequationibus, obtines summando: 
175 z[n; Li 02; Dates Ly]? = 
G, G1-YıyıF G G;. yay» + + 6, Cr 
Sequitur generalius de formula (16.), 7 omnibus relationibus, guae inter 
variabiles x,, x. +++. æ, et variabiles y, Ya +» y, locum habent, loco 
ym» x, Simul statui posse G,, y, atque a; Li Gy, Lasers À 0,; Tue Quo 
facto ex. gr. (17.) e (1.) prodit. Quod si iteratis vieibus adhibetur theo- 


rema, expressionem G? y, ya - Goy ys GRY Ys 
per ipsas 2i, x. .... x, exhibere licet, designante p numerum positivum. 
Adhibita enim substitutione indicata, de expressione illa provenit 

GE yi GE y y c Gee Valine 
Dati autem sunt expressionis ilius valores per 2,, ©... 2, exbibiti pro 
p= 05 P 1: 

Supponamus porro, e 2 aequationibus huiusmodi, 

(tie 0,141717 024 Hp E ze. Ar On, Las 

sequi per resolutionem: Ka 
Tue SER 1 Oy gc 00 Onn eb, 1 Wi b, UT... 5, n Wn, 
ubi per theorema notum fit rursus ^ 
b = bir *). 





#) Facile enim probatur generalius, quoties ex x aequationibus, 


nn ! . 
1. wi a, Ta, Latest Gui am, 
sequantur # aequationes 
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Hinc posito e (16.): 
4, vy n 
Ww, == 01. Gu yid à. Gaya al”. G,y,, 
simulque loco x, valorem eius, 
v, = QG, Yi e yao e HA Yn 
comparando terminos in y,, ductos in utraque aequationis parte, nanciscimur : 
m; 3 Lond T ( {nm 
wet, Bar vee Oy Se ri tt b, , a]. 
Facile autem patet, quod infra probabimus $. 8., esse 
18. Zta,,055....0,, SG, Garis. Gy 
unde habetur: 
zs ied a, , 
19, Gr, Gare G,. "Es 10, 1 at? +. Ba am te... db, hats 
Ex hac formula memorabili comparata cum (13.) videmus, i» omnibus 
formulis assignatis, coéfficientibus uf” iisdem manentibus, loco a,; 





ant posse: 
P i b,, 2 ER: by, À 


Sta, 102,2....@n,n GG. 5.664? 








Quo facto igitur de valore ex- 


‘ ; 1 
dummodo simul loco G,, scribatur az 
e. m 


pressionis ds a " 
Gy, y: + Gy ys Vases. Gy Ya 
per dis X. .... X, exhibito deducis valorem ipsius. 


VER A Yorn ut -L YnYn 
Gi 6; G!, 
a Deducuntur ex. gr. e (19.) formulae sequentes, quae formulis (12.), 

(16.) respondent, | 

b, À a a’ 


2 Le - = x) “ie P r.os " 
20. G G. eres Gn G, ap (eA DE + 


L4 


etm ot) 
GU 














- 


» 2 xd 01.1 a» Ann = b, 10, + bys wb... Dur Wn 5 
etiam e z aequationibus sequentibus. 
k J u) = se vi +3. va. oe tan Uny 
sequi has: 
4. wet a) zz boi Uy baue... Tin, an 
Nam ex aequationibus (1.), (3.) sequitur 
2 9. vw, + Ug Wa Hm Un = UD, Rumes XR 
Qua in formula substilutis aequationibus (2.), si comparamus in utraque aequationibus 
parte terminos in w, ductos, habes aequationem (4,), quae probanda erat. Quolies 
a; } =}, quod in quaestione nostro locum habet, aequationes (1.), (3) eaedem 
fiunt; unde cliam earum inversae (2), (4.) eaedem fieri debent, sive 
b, 27 bs. 
Ceterum vix monitu eget, expressionein 
| ZE ait 2,2... Ann 
E ? se 2 } , f 3 d } (x) 
per eundem algorithmum formatam accipi, quo expressio A 5. 6, nisi quod loco cj 


hic invealatur i. 
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Dia Pn ui eee n en gi. y 
21. GG DI UN ixi ptu 


De quibus facile etiam haec sequitur: 


22. Same Oi SMS 
x. À 1 5 i 


ej" Pr, 











quae formulae propositae respondet: 

2505, 190,0 = G,YıYı tr GyYıyYı- +. + G,y,sys 
Porro de theoremate antecedente sive de (21.) sequitur, Zn relationibus 
omnibus, guae inter variabiles o, , 2, .... a, et variables Yi, ya vee Yn 


y 
locum habent, simul loco y, poni posse =~, atgue loco x), 


Gm 
by iom, debo io, eee rl On, 10m __ bum +62, 209 eo ee D, ion 
GG GTA = + a1,10, Duos» Ann ? 


Jam ipsam coéfficientium propositorum et quantitatum G,, afferamus de- 
terminationem, 
8. 
In aequatione (13.) si loco À ponis valores 1, 2.... 7, babes 
(m). 


n aequationes lineares sequentes inter 7 quantitates a), af? . .. ai: 


0 — (0,1 — Ga Ea ud eere mi Ones o, 
0 = ay 009 L (0,2— 6) a d- 0 E €, 2 ou, 


Li , = ' , e 


23. 


(Os a, 089 -- a, Oe ln EA 4— — 6, Jat. 
Quae aequationes cum terminis constantibus careant, ipsas a7, a2? .... a 
ex iis eliminare licet. Quo facto inter coëllicientes aequationum linearium 
(23.) invenitur aequatio conditionalis , cvi valor ipsius G,, sotislaciaf ne- 
ocsse est. Quae per notas eliminationis regulas invenitur 
D =0, 
supponendo, expressionem I provenire de expressione 
Z ke ss 
terminis @, 1, Apr .... Q, , mutatis in 
Ur 7773, arg ran Laon Ly 
ac statuto «= G,„. | 
Si loco indicis 7 eius ponimus valores 1, 2 ....7, proveniunt e 
(23.) eiusmodi z systemata aequationum linearium; e quibus singulis nan- 
ciscimur, eliminatione incognitarum facta, aequationem conditionalem : 
[10 
cui pro singulis valoribus ipsius 72 satisfieri debet, ponendo ipsius x valo« 


- 
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res G,, 6, .... G,. Unde quantitates illae G,, G, .... ©, ut radices 
aequationis | — O0 determinantur, | 

Patet c compositione assignata ipsius T', eius terminum ductum ia 
suamunem ipsius x pofestatem provenire ex unico termino 

(ais — x) (a: —à) VA a (a, ps 
ideoque esse (—1)'z". Unde habetur aequatio. respectu ipsius x identica, 
DU —(G,—2x)(G,—2cm)....(G,— x). 
De qua, posito x —0, prodit 
GG. G, = DAG Op gee ee Any 
quae est formula (18.) supra apposita. 

Quod attinet ipsam ipsius U formationem, observo, si signo sum- 
matorio S amplectamur expressiones inter se diversas, quae pernuriatis 
indicibus }, 2. 3 .... % proveniunt, fieri: 

De Zito,%2...0,n 
— BS DAA 1 Org vee. Ont, 14 
Tema, (15, à e008 Gyo, n-2 
RATS cepa €, 2 
Far's 0Q,1- X^. 
Qua in formula expressio 
SZ Ta, doom m 


* n(n-——1 le (ht 1—m + : 
designat summam a expressionum , uae 6 


a y 
> ar G, 1 Q» DOME Cyn 


roveniunt, si in j 
p 4 O11 Gog «Ou 


loco indicum priorum simul ac posteriarum 1, 2, .... 7 scribimus omni- 
bus modis, quibus fieri potest, zz alios e numeris 1, 2, 3 .... 7. 
«9. 

Postquam quantitates G,, 6; ,... G, ut radices aequationis alge- 
braicae 2" ordinis inventae sunt, earum ope coëfficientes propositi. deter- 
minantur. Nam una qualibet ex aequatiouibus (23.) ablegata, e reliquis 
mm —1 aequationibus rationes, in quibus sunt quantitates a”, af” .... af”, 
per unicam G,, rationaliter exprimuntur, Quibus inventis, e (4.) quanti- 
tates ipsas obtines. 

Eum in finem in expressionibus 2, ; $. 7. loco @,,,, 8» .... Ann 

ja —G,, 0527 Gu 3 rose Ann On; 
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quo mutetur 4, ; in BY”). Unde facile constat, cum sit 5, , — 5; ,, etiam fore 
24. By — Hy. 
Quibus statutis, de aequationibus (23.) ablegata A* aequatione, e reliquis 
n— 1 aequationibus per regulas nofas algebraicas eruis: 
25. aviam BE ER. Din 


Unio 
Unde cum sit 
el) at -- at aC? be fe A opm) — 1, 


habes (m) 
26. af? == LL 
Y (Bi BE + Bi B BY) ++ B7] BY? 
Ita posito loco m, x valores 1, 2 .... 2, coëfficientes omnes propositos 


per ipsas Ci Ga visn1G, ERDE habes; et quidem a”, af...) 
per unicam G,, quarum adeo rationes per quantitatem illam rationaliter 
exbibentur. 
De formula €. 4. tradita, 
o 0? ot^ JE atm QE. + at at? = 0, 
sequitur per (28.): 
27. By) Bep + BYP Be +... + BY Bor) = 0. 
De qua aequatio ne, Au eve: Cl. UNUS sequi, aequationis algebraicae 
propositae UN Gi, Gr .... G, omnes esse reales. Sit enim, si fieri 
potest, Gry Om‘ par coniugatum radicum imaginariarum, formae 
Gram L--My-—1, G,—L—My-—1; 
cum BY), Bi) sint respective functiones eaedem quantitatum G,,, G,,, 
etiam BY), BC? erunt par coniugatum quantitatum imaginariarum, sive 
forma gaudebunt, 
Bn=i+my—, BUDz-1—mwy-—1. 
Unde cum productum e binis conflatum BY BY"? semper positivum sit, 
aequatio (27.) locum habere non potest. Qua de causa radices aequatio- 
nis propositae imaginariae esse nequeunt, 
Eadem de causa patet, quod supra tacita supposuimus, pro ipsis 
G,, G. .... G, sumendas esse aequationis propositae radices diversas, 
Nam si ex. gr. pro G,, G,; eandem radicem sumsisses, foret C 
B M "m Bis 
neque summa (27.) ut summa quadratorum evanescere posset. 
Coëfficientes propositos aliter adhuc determinare licet atque fit per 
formulas (26.). Nam cum rationes, in quibus sunt quantitates a”, a”, 
2e @&™ non mutentur, singulis multiplicatis per eandem quantitatem a, 
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formulam (25.) etiam hime in modum repraesentare licet: 
o e cmo serta rene am ape s Bee pou os Bi. 


Unde poni potest: 
RE md me pow y 
De qua, permutatis x, ^, etiam haec provenit, 
Pt, go gf — BY, 
Unde cum sit 
sequitur : 
PE = PY; 
quam igitur quantitatem videmus pro indicibus omnibus inferioribus ean- 
dem valorem servare, Hine loco Pj" simpliciter scribemus P°”; quo facto 
habetur: 
2n Pp nomm Bo. 
Ipsam quantitatem P^? determinare licet per aequationem 
a gU tof) Gf) + o am == 1, 
de qua, .substitutis aequationibus (28.), deducitur 
29. pu? == Bi) -- BY? -L.... + BY; 
unde fit e (28.): 


Br} 
30. 


BL BU AN LEN’ 
quae formula perinde. valet, sive #, A diversi, sive iidem sint numeri. De 
hac formula: ipsum ulm) babes, posito À = x et radice extracta, cuius si- 
gnum arbitrarium est: deinde de valore ipsius af”? e (30.) reliquos coëf- 
ficientes a”, al” etc. deducis, ponendo ^ — 1, 2 otc, 
Adnotemus adhue formulas, quae e (30.) fluunt sequentes: 
Dis HB Bod, 
unde quoties À zx, NM = x’, 
32. BY BY. = Boy, 

, Alia adhuc ratione formulas (28.) sive (30.) non ineleganter dedu- 

cis de formula supra tradita (20.): 


é a uo 

bi Gib... 6, [4 a, te ANNEE er], 
Quod fit per considerationem sequentem. 
Supponamus enim, in functione data 77 augeri constantes 
Bits One eee Onn 
omnes eadem quantitate £, unde ipsa 7 augebitur expressione 
| £[x, x, tm Ft... Fam] ° 
Cretke’s Journal d. M. Rd. XIT. HA, 1 3 
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ideoque expressio transformata 
| V = Giyiyit 689:»y-d----d«98.. 
augebitur quantitate 
Ebr sys des tre Bin bn te. +x, ml 
Videmus igitur, constantibus Oy 45 0555 sec non auctis omnibus eadem 
gunntitate Ë, etiam. guantitates Gi, G, e. G, omnes eadem quantitate 
E augeri, cuëfficientibus aU? isdem manentibus. 


Sit iam £-- — G,,, sive mutentur quantitates «,,, 0, . .... @n,n IM 

a Ging 42,2 — Ging see. Ann Gry simulque quantitates G,, G..... On 
in G,— Gus 62— Oms see. G,— G,. Quo facto in altera parte aequa- 
tionis allegatae abit 5, ; in BS? in altera evanescunt termini omnes, nisi 


terminus 
a m) aU? 


LOS 





G6: Ge 
qui in sequentem abit, 
33. (ay G, (Gs ee PA TT (G,, ee (a 5) aC? at - pe Bj», 
ubi in producto | ; 
| (Gi G,)(Gi— En) +... (G,— Gr 
factorem evanescentem 6G,-- G, omittis; quod in eiusmodi productis in 
sequentibus quoque tacite supponemus. 


Aequationem (18,) etiam de (12.) deducere licet, quippe qose sug- 

gerit identice: 
AG, 1 Cryer Oy = 6,6... GE X Tota. a 
de qua formula e (7.) ipsa (18.) sequitur. Demonstrata (18.), per con- 
siderationes antecedentes ex ea statim aequafionem generaliorem deducis: 
L -—(G,—zx)(G,—2x)....(G,—2x). 

Unde habetur demonstratio maxime directa, pro G,, G, .... G, statuen- 
das esse aequationis I = O radices diversas. 


Comparata (33.) cum (28.), (30.), prodit: 
34, po —(G,— G,)(6;— Ems irr Gy) S Bio BID +. Bane 
Notum est, haberi 4 
(G,— G,)(65— Gs eei —G LÉ 
siquidem statuitur ; ar 
Im = 3 
post differentiationem posito «= G,. Hinc habetur etiam e (34.): 
35. —I,- BYP + Bj? +... + BOD 


n,n 3 


{i CSG y cobi , de transform, integralium multiplicium. 19 


Porro e (30.) sive (33.) habes: 
D? 


36. acm aV — — 
Y» 


10. 

Alio modo valde singulari exhibeamus iam expressiones of” al”, 
videlicet per differentialia partialia ipsius G,,, sumía secundum constantes 
a,;, quae datam functionem 7 afficiunt. 

Revocemus aequationem, cui satisfieri debet: 

ME Ty, A) = Giyiÿi + Gyiyac + G,ysya3 
in qua, si substituimus valores ipsarum z,, 
&, = Ji az ya eves POL ys, 
singulos comparando terminos nanciscimur : 
nu za, Qi U 
*%, 


Gh. 


| 


38; zn, al atm 
#, À 


, 


Tam aequationem (38.) differentiemus. 


Eum in finem observo, esse 


4 A ‘ ps {m 
250,40. 00 = 250, a” dal”) = 2 Z[O o. Sa, , aC], 
x, A z.À : y: À 
ideoque e (13.): 

‘ m) À n 
Z2, 0.0 ag) == 2 6,220770 AP 
EAN A À 


2 


unde e (4.) 307. s d, pl à ac ai — 0, 
BER Ae a 


Itaque in differentiatione expressionis 
220,4 QU? aj" 
x, À 


variationi coëfficientium of” supersederi potest, ut quae evanescit, fino 


differentiata (38.) secundum 2, ;, habes, quoties 4 et A diversi sunt, 

















06 
40. 2 gg a — 7 3 
C a;,1 
quoties X — À: ac 
4l. aan =. 
O (ly, x 
Quae sunt formulae perelegantes. 
+ . . 0 Gn . . . 11 == 0 
Valorem ipsius a, ; invenis ex aequatione [ = 0, 
x 
OY. 
' Jai m? 
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* ol e . or . * LJ e 
| designante +" valorem ipsius 77— , post differentiationem posito x= G,,, . 
Ach I, 


Hinc fit ar, 


Asse ag") = — du», 2 En 2 ; 
Vn 


cu 


44. ag ae — Tone, 
Y» 
Quibus formulis comparatis cum (36.), habetur 
9 Bo „u 9T» 
45 ^d Ó gj, 
: : QT, 
Bin) =, 


ay x 














9 


3% 


Data occasione observo generaliter, 57 a,, e£ a; , inter se diversi sunt, 
propositis n aeguationibus linearibus huiusmodi: 

Q9,,U, - din Une + Q, , Un == Vis 

Ay Ur Con Ur Con Uy = Va, 


a,,,t uy + le Use + Cain U, — Ung 
s/atuto 
T LÍ olas 011 GC,» Zn 3 


segui vice versa: 
or em or 
U, = D Iur Es MR eeue 
U - Fe de tss RS ro a i 
Ó m 


nn oro m 
1-2 


12,2 Can 








+ Li ? e t e. Li 





Y 
T = ROX. U, -3 I 


y ipaa" 





eos T] 7, 


x 1 
dain 9 „a Ü Ann 





r 





j : AE ar . ° : 
Quoties 2,;— Air: differentialis ;.— Semisse tantum sumi debet, si z 


Jz. 
et A diversi sunt, Quo casu, posito insuper @,,—-G,,, @.-—-G,,, .-.., 
6, ,— G,, 1000 G45 Q3» ce. Gang € theoremate illo fluunt formulae (45.). 


Staíuamus 
G'yiy: zh G; ys ys Mrd tt + GT y, Ya == Z pui, X 5 
9 
nbi GP a, | + Gran + Gral af”) = p, 1. 


Quoties p est numerus infeger, sive positivus, sive negativus, quantitates 
p,) semper vationaliter per ipsas @,, exprimere licet. Posito enim 
41 + D 1 
p= & + GP GET 


poh E. 
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quantitatem P e regulis notis combinatoriis per coéfficientes aequationis no- 


strae I —O rationaliter determinare licet. Qua inventa, habes e (40.), (41.): 
oP 
Pi ER 
oP 


Pr, ae Q CE . 





Si p — — 1, statui debet 
P zlog(G; G,.... Gy) logz ta, 01... Cine 
Qui casus fomulam (22.) suggerit. 
1l. 
CI. Cauchy loco citato in commentatione inscripta 

„sur l'équation, à l'aide de laguelle on détermine les inégalités 

séculaires etc." 
problema, de quo hactenus egimus, tamquam problema maximi minimive 
consideravit; quo quaeruntur valores variabilium x,, x; .... æ,, pro quis 


bus sit 3,2, mn tt... bx, wx, = T 
simulque data functio 77 maximum minimumve valorem induat. Cuius 
problematis solutio e solutione nostra hunc in modum fluit. 

Nam e conditione inter variabiles stabilita, 

ax, Fe te Hy Ly, mm Jia br Vober typ 
sequitur | 

V =G,+(Gi— Ga 12 41 FE: — Gn) Vo Ya eevee + (6 — Ga) Yn Yn 
Unde, si C,, est maxima quaníitatum G,, C. .... G,, erit G,, maximus 
valor ipsius 7; quoties G,, est minima quantifatum G,, G, .... G,, erit 
G,, minimus valor ipsius 7. Quem induit / valorem, variabilibus y,, 
y» etc. praeter y, evanescentibus omuibus, undi fieri debet y, — 1. Hine 
autem prodeunt valores, 
S TEE TAM era. it), 

Unde videmus, investigationem valorum variabilium x,, x; .... x,, qui 
ipsam 7 maximan minimamve reddant, eandem esse atque coéfficientium 
am, oC? .... af”; atque investigationem valores maximi aut minimi ipsius 
V eandem atque quantitatum G,,. 

Per regulas notas in theoria maximi et minimi, in auxilium vacato 
multiplicatore x, determinantur valores quaesitos ipsarum x, per aequationes, 

or or or 
Da Cr Dar i105] CHERE 3a. KG 


"n 


Fit autem 
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or 
Qa) = 2a at arr Io AC 


Unde habetur aequatio 
ae 
eh = 0,1247] di La + u... + Tin Une 


Quae eadem est atque (13.), si insuper ponitur 5 = Ge Ad quas igitur 
aequationes, quibus solutio problematis continetur, hic sine ullo calculo 


pervenitur. 
12. 


Sub finem formas quasdam speciales datae functionis transforman- 
dae V consideremus, pro quibus aequationi algebraicae, a cuius resolutione 
problema pendet, nec non valoribus coöfftientium substitutionis adhibendae 
maior concinuitas conciliatur. 

Supponamus primum, datam functionem 7 compositam esse ex 
ipsis variabilium quadratis atque insuper e quadrato functicnis linearis va- 
riabilium cuiuslibet; sive sit 

Pom dux + Amt... + Aye, ©, [Gay 0x a, 
Hoc casu fit 


a 


unde aequatio §. 7. proposita: 
WE, ly 8,23» 2b e + Chr 
in sequeniem abit, 


4 
" —— c pa We. (T » n un y.^ 
qe —Ó A, ! ** Q. , Az 2) = 7, ré, 2.5 


— des d 
U,-—0,U 2d. 


X7 
siquidem statuitur: 
Ub By Ry À Oo By eee À Cyr s 
Hine habetur 

; E. lc dy ie 


Qua = — 7$ 


M A, 
quo valore ipsarum x, in aequatione antecedente substituto, prodit 
0110, 7, Ws, p. Qn Wn E d, a, a, An à | 
Le Ss Ce s wt ———Ó— — — -— ——— 29 5 5 at ———- d dU 
A, ak FE u : in ud. 1 wi An 4 
sive 


Bue pe | SL : | 





siquidem statuitur : 








a, a a, a Gn An 
at u... gun, 


Hiuc ipsam x, per zo, FU QU. TUS expressam babes per aequationem: 


We DORE [4 w, ce = 4 aie | 
: | ae Ae uii An 2 








eel = 
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unde multiplicatione facta per Mrd orte D Bt 


A; FES AN PRIS AL] pro, — a, Gr -L SIE TS | i 
Hac aequatione comparata cum sequente, $.7. proposita, 
D+ A, 4055 ware Ann — bi w, + ba U», use D UD, , 
facile probatur, haberi: 
Z + Gite ee nn RAA NS LR EP), 








1 


unde etiam: Ad 


b, ; = — À, À, .... Aug. 
ER Ar a,Q, 
„td [p. 2. 
Quamvis enim utramque aequationem comparando, tantum aequalitatem 
habes fractionum: 


x 


OU of nt 4,a,a; 











b, nad elon ts fi 
Saa nn A, A Ash 3 
CHERE et ces) 
ba, i The ein aie aa 
Ztaı@a... ann E NI EEPREE DIE QUSE 


famen, cum in singulis fractionibus numerator et denominator sint func- 
tiones integrae, quae factorem communem non habent, separatim aequales 
ponere licet numeratores et denominatores. Nam eo casu et numeratores 
et denominatores tantum factore numerico inter se differe possunt, quem 
factorem vel-ex unius termini comparatione cognoscas. Ita habes in ex- 
pressione Zi 0116055 ere nn unicum terminum 4,,055....0,,, de quo, 
posito 2, , = a,G, + 4,, productum 4,44, .... A, provenit; qui cum 
etiam sit terminus expressionis 24, 7, .....2,. P, ex unius huius termini 
aequalitate cognoscis, aec factore numerico expressiones illas differre; ideo- 
' que, sicuti proposuimus, numeratores illos et denominatores exacte aequales 
esse, Demonstrationes similes in sequentibus brevitatis causa supprimo. 
Demonstravimus $.98., expressionem 
T —(G6G,—2z)(6G.—2x)....(G,—2x) 

prodire ex expressione Zba,,05.....0,,5 mutato &,, In @,,—% 3; quod 
casu nostro idem est ac si mutamus Z, in A,— x. Hinc cum substituto 
valore ipsius P habeatur: 

Zkag0,.... On. = À A, T e |: er Er A ER Tet ==], 
obtinemus: | 
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DT-—(6G,—2z)(6G.—»x)....(G,—»x) | 
= (4,— 2) (4, —2). 0 (4,—2) er]. 
Unde eo casu, quem consideramus, actio: p ade cuius radices sunt 
G,, €, .... Cu, induit formam elegantem: 
; An An 
0=1+z" ee 
Statuimus porro $.9., mutato @,, in ¢,,—G,,, abire b,, in BY); quod 








x,À ? 
casu nostro idem est ac si mutetur 4, in 4,—G,,; quo facto expressio 


P evanescit. Hinc, sive x, ^ ndem sive diversi sint, e valoribus inventis 
ipsarum 5,; habemus: 
Bo? = — o,a;. (A, —G,)(4, — G4). . da — En), 


camp questum ep TS ee 


Unde, inventis valoribus ipsarum on G,,.... G,, dantur per (33.) $.9. 
coëfficientes propositi ope formulae generalis valde concinnae: 
ac? uf) — a, 02 (A, — Gm)(A, — Gm) — Ga): (du — Gm) 
(4. — Gm) (444— Em)" (8, — Gn) (6, — Gu)... (Gu — Gn)? 
quae et ipsa valet formula, sive x, A diversi sint, sive Cen. 
Si valores expressionum ef” a” per unicam G, exhiberi placet, 
observo, differentiata aequatione 
G, —2)(G,—2 G,— x aa, | An An 
alae a) aaa) 7 rel ee 
ac posito post differentiationem x = G,,, haberi: 
_ (G,— Gn) (G, ape «(6.6 m) 




















mis — Gm)(4.- OWNER (4 EG) 
a, RE an 2 
lern er =) a (> es’ 2 iA Tee + (= res =) F 
Unde fit: 
(m) (m) — aui s a CUP MEN Le RON RE a E 
ri (4, L— Gm) A EBAY GR a, a, Ag An y 





An An 
(A, -— Gm In TC Gree Gin) 2t anis rh (An, — On)” 


Posito A — x, ex hao formula fuit: 
ulm) == ay, AES A] m On: 4, Gn. An— Gm 
va G, — Gr. G,— Gm. Gr — Gm 
ie N Er 


A, WEISE a n An 
Tes bc i 35 te gettin c ie 
Unde substitutio, qua adhibita obtinetur: 
A x + Am ++ dax xu d-(a,3,- ex... + a.a.) 
= Gy 6yiyy.--r 6n» 


BJ 
MTS G, 


^ 
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designantibus G,, Gr .... G, radices nes 
0 dq nn. + ex, 
Var G A is Fev her Ym 


Auen gud RES 2 La An Lp 
=, Free ers gg 


fit: 


13, 
Forma aequationis 7" dec 


a, «a Ana 
=1+Z ee meet 
a cuius resolutione Tee pendet, eo commodo gaudet, ut ipso intuitu 
pateat, radices eius ornnes esse reales, adeoque earum limites assignari 
possint. 
Statuamus, esse 
" dU AD am ds 
ita uf er pesce T dor hia ROUES Te us Ml 
sint Ur positivae, Quo statuto, videmus, decrescente x» a 4, 
usque ad 4,,,, simul expressionem 
Ou Und 
fetes jas Dar NS Here 
decrescere a “+ oo usque ad — co; unde inter 4, et 4,3, una certe radix 
aequationis propositae iacet. Porro decrescente x a + co usque ad 4,, 
decrescit expressio proposita à -|-1 usque ad — co, unde etiam inter + oo 
et 4, radix aequationis posita est. liinc omnes aequationis propositae ra- 
dices et reales sunt, ef singulae positae sunt in singulis intervallis seriei 
+09, Ai, ty s Ane 
E limitibus assignatis facile etiam patet, quot aequationis propo- 
sitae radices positivae, quot negativae siut. Statuamus eum in finem, e 
quantitatibus A,, 4, .... 4, esse m positivas, n—-72 negativas, ita ut 
e quantitatibus Ay; 4,1, se proxime insequentibus altera positiva, altera 
negaliva sit. Quo statuto, facile probatur, prout expressio 


An a 
iT En MAR cu cu er 2 
aut positiva aut negativa sit, ARE inter 4, et PA positam aut nega- 
tivam aut positivam esse; ideoque e radicibus aequationis propositae auí 
esse 771 positivas, 7 — m negativas, aut zn +1 positivas, n—72 —1 negativas. 
Crelle's Journal d. M. Bd. XII. HR. 1. 4 
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Quoties e quantitatibus 4,, 4, .... 4, piaves inter se aequales 
existunt, patet, aequationem propositam ad .minorem gradum ascendere 
quam x", videlicet ad (z —» +1)", si x est numerus quantitatum illa- 
rum infer se aequalium. Quod etiam ex ipso problemate proposito hunc 
in modum patet. 

Sit enim 44, ,.... — 4,: lieet infinitis modis quantitates x;, 
25... x, lineariter exprimere per alias Yı, y. ...., Yi, 6, ita ut sit: 

2,305 + ma AR Eum m Y a Y Ys d Ys 8 Ts 
simulque : 
0,2,-1- 0525 He. +, = V (a,0, mf 050; +, 2,0, ) £,: 

Hinc data functio 7 induit formam sequentem, 
F zx A (Yi Fifi te dy m EE) + A, a YXuaimXaid- ed ACRES 

ly (mean) Et 6 a xad 2 m]. 
Unde si per transformationem secundam applicatam ad variabiles &,, 2,415 ++ 
oo X,, efficimus: 

EE +2, 1X ree (ceux y Veh Yarı Sept FF Yn Yns 
A ENE d- A aa PISE PES + ORE + 4d, 8,2 2 
-- [v (a.a; +... d 2,0) E, Fa. udeee] 


= G,, yYsx T Gy Yopi +: see + € Sg.) Yn T n 3 
babetur : 


z,2, 77 aL, tee mn Yıyı ya Yates fF In Yns 
V=A, (y +YY2 +... Yt Ve) 
+6, YxY: + Gest Vet Yen ++ GaYnYns 
designantibus G,; Gyr «+ G, radices aequationis: 


Qu ba ep er rus t ab bern p Seite DA AR ol an 


A, — 2% An— x 
quae est aequatio (7—x--1)' gradus.  Reliquas igitur quantitates G,, 
Gy .... G,., videmus aequales fieri ipsi 4,. Simul patet, eo casu, de 
quo agimus, substitutionem adhibendam plane determinatam non esse; cum 
transformatio prior supposita infinitis modis succedat, 


14. 

Si solutionem problematis generalis pro 2—1 variabilibus notam 
supponis, eius ope problema pro z variabilibus facile revocatur ad eum 
casum, quem antecedentibus consideravimus, 

Eum in finem observo, functionem 

P=za, X,X32. 
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in qua ipsis x, À valores omnes 1, ? .... n iribuuniur, ita repraesentari 
posse: 


ear Sete Liu. SE d-a n—1,.n'""n— 
pq ee deu + (ain —mmxx, 


Oy. A1 
+3 ig Verte er Le) gun, 


in qua expressione get m rem constantem prorsus arbitrarium, 
atque numeris #, À tribuendi sunt valores 1, 2, .... 2—1. 
Jam per substitutiones lineares efficiamus: 


mm d-aumxmT..ecbxeciaxa-—5lcl&6bd...dEàE.EA 
z(n.— E72) ea = RÉEL EE M. TÉ EAR ni ° 


” 
a 


Unde functio 7 formam induit : 
‚= [n8 +0 & T. + er +mx,] 
+ Fié & + P, a. & + eee HF En ar 4 (an n— 7» 7»1)3, X, 
quae ipsa est forma c, quam antecedentibus consideravimus. Unde si per 
transformationem secundam efficimus: 


&&T hà. PE bi ben en SIH Niobe In Say 


simulque: 

T= Ginn yit GYYt-+ ++ GyYnYn3 
duae substitutiones iunctae suppeditabunt propositam, eruntque G,, G, .... 
.... G, radices aequationis 2" gradus: 

C,€ c„c Cn—1 Cn— mm 

Il ph ef ame Mu | 

Observavimus $0 antecedente, ex eiusmodi aequatione vel ipso intuitu 
sequi, eius radices omnes esse reales, siquidem constantes, quae eam affi- 
ciunt, reales sunt. Unde per considerationes antecedentes demonstratum 
est, si problema pro 2—1 variabilibus solutionem semper realem habet, 
etiam pro z variabilibus solutionem problematis semper realem fore. Hinc 
petitur demonstratio nova, quod problema propositum solutione semper 
reali gaudet, quippe quod pro valoribus 2 — 2, 7 — 3 facile probatur. 

: Quantitas 2 in antecedentibus prorsus arbitraria erat; considera- 
mus casum, quo in infinitum crescit. Eo casu, si statuimus, expressionem 
Z kg, 0.5... 0, 4,5 
mutato 2,, in @,— x, abire in B,,, erunt F,, Fr .... P, radices ae- 
quationis B,, — 0; porro &,,— mm abit in — oc. Jam vero e $o ante- 
cedente , siquidem F,, Fr .... F,., magnitudine se excipiunt, quantitates 


G,, G, .... G, positae erunt in intervallis seriei 
4 * 
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To, Pis Fosses Fins on mm 
singulae in singulis. Unde, posito 77 ==, sequitur, radices aequationis 
D-0 sive quantitates G,, G,.... G, positas esse singulas inter binas 
radices aequationis B,, — 0, magnitudine se proxime insequentes; praeter 
maximam, pro qua altera limes est < oo, et minimam, pro qua altera 
limes est — 2». Quod et ipsum alio modo demonstravit Cl. Cauchy. 
Idem etiam hunc in modum e formulis supra traditis derivari potest. 


Sequitur enim ex algorithmis notis algebraicis, si notationem $i 7, 


rursus adbibemus, b, s = ZA Wy og eua note 


Unde, si ponitur «== G,,, abit B,, in B("?), Erat autem 


if Don 
aC? i 








P 
siquidem I’ = SE 7; et post differentiationem ponitur «== G,. Jam si in 


expressione I’ THEN loco x radices aequationis T — 0 eo ordine, 
quo magnitudine se excipiunt, eius valores alternatim positivae et negati- 
vae fiunt, quod e theoria aequationum liquet, Unde, cum «{”) o£? semper 
positivum sit, etiam valores ipsius B, , alternatim negativae et positivae 
erunt. Unde singulae radices aequationis B, , == 0 positae sunt inter bi- 
nas radices aequationis I ==0 se proxime insequentes, ideoque vice versa 
singulae radices aequationis [= 0 inter binas aequationis B, „= 0, se proxime 
insequentes, advocatis insuper limitibus extremis oo et — x, 
Casu trium variabilium functio 7 iu forma illam specialem, quam 
antecedentibus consideravimus, semper redigi potest. Sit enim: 
Foz lac, + mas, + nas 21! 7, 03 + Qn! 2,9, 4-22 2x, 

ac supponamus, 7'7;'n' esse positivum; ubi //;7?'2' esset negativum, loco 
7 tantum — 7” considerari deberet.  Expressione illa ipsius 7 comparata 
cum sequente, : 


V Az a, + 24, x, o, + 4, X33; +- (ati Gy x, +0; 23) 


um) nm) eI) 


mn! ni i! U’ m! 


habetur: 





‘ n! ? 
Hinc aequatio cubica resolvenda fit, 


LA in‘ n° nl’ Vm! 
O=i-+ FE) ue Beer ar oo 


z)—m'n' ! m'(m-—z)—n't * n(n—x)—{m? 


cuius radices ipso intuitu patet esse reales, quod olim non nisi per amba- 
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ges a viris doctis demoastratum fuit, cum eadem aequatio sub forma ex- 
bibitä esset sequente, 

0=(l--x) (m— a7) (n— x) UV (x) —m'm'(m-— x) —n'2'(n—z) +21’ m’n‘ 
simulque patet ex illa forma, singulas radices positas esse inter binas 
quantitatum 


tz "m Ni 

m'n n'l i'm 

Dom ln Im — — jj pd a 
2 i! 3 m! ? n 7 





magnitudine se proxime ie ead atque prout quantitas 
n° I 7! m! 
lE CUI RTI 
aut positiva aut negativa sit, aut tot esse radices positivas, quot e quan- 
titatibus 


m'n!. nil! » Um’ 


Y ? m! ? n’ 





positivae sinf, aut numerum radicum positivarum illo numero unitate mae 
iorem esse, Hinc proposita aequatione superficiei secundi ordinis, ad coor- 
dinatas orthogonales relata, facillime diiudicas, an superficies sit ellipsoida, 
an hyperboloida continua, an hyperboloida bipartita. 

15. 

Supponamus porro, quod est alterum exemplum, functionem 7 
praeter quadrata variabilium adhue constare quadratis duarum functionum 
linearium variabilium; sive sit: 

Foz Ay 0, 8 Ay Hy Hy oe dcmum 
+2 Heat... H- sos] e [01 m, e 020. ride? 
Quo casu fit 
Qi» = A,+0, a, + a a's 
0,1 = 0,0,-- 0, a, 


Hinc aequatio §. 7. proposita: 
D, — Q, | az,-p Ayo Cp ee -]- 22, En ? 


w, = A,x,+a.u+au, 


um m Oy xd... On Un à 
ul zz gm -- em, edo x, 


haec fit : 


siquidem statuitur: 


Hinc habetur: i 
Fe PORN M 
r= x [av,—e,u— a u t 
Quibus valoribus ipsarum x, im expressionibus ipsarum u, u’ substitutis, 


prodit : 
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: a, w An W 
Q4 101 A I| tre HO re y amie Pu+Piu’, 
4 
‘av An WwW d 
a‘ apes Eu zx == Pup Pu, 


siquidem ponitur: 
P 














Ld en hen + t, 
P, = T T. 
HS 144, op oem Eh. 

E duabus illis aequationibus fit: 
[PP,,—P,Pu = p, [2 ThE pu. ge 


Apr Tn npe E 
po npe PLE fh 
dupl quu 


Substitutis autem valoribus ipsarum P, P,, P,,, babetur: 
(a, ,0;— 0,0, ty 


nn a a, 
PP PLR, tp p I 


| 




















bi 














positis pro x, À valoribus RP ANNE 
Valores ipsarum u, u’ inventos si in expressione ipsius x, supra 


exhibito substituimus, prodit: 





Wy a, D ,— «a, P, len ‚w, a, w, ah ee 
FL E APP — EE) HE mito. 








a, P—a,P, +3 + ee 


ER P, ,—P,Pj) P) 
Qua aequatione uro cum hac 6.7. proposita: 
Wid, ,w, Mee 5, D, 
N PROT NDE aw i 
per eandem ratiocinationem, qua $. 12. usi sumus, obtinemus: 
Nod n Nd d PM [PP,, — P, PA, 
a à, P—2 a; a, P, -]-2, a, P, 
ba, = iod A PP, —P, p— fete e i], 
> x a 


bi = 47 [ai a P—(a a; 4- a5 a, P, +a c, Pl 
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Fit autem ipsarum D, P,, P,, valoribus substitutis, sive ~, A diversi sint, 
sive iidem : 
a’ a, + P—(u, e Dp +e a Pi: = 
a )(a, a' — a, a ) 
, NENNE re EN 
aa; + a D : 
siquidem in summa assignata tion # ponuntur valores 1, 2,.... 27. 
His praemissis, cum e $. 8. mutato @,, in @4,,—x, abeat 
= - Q1 Q5» 4% Ann 


in 
= Le RE (G2), 


> 


ar ne — x) == 
(4, nee tn fit (aa) JI. 


ao ope a CAT —x)(41—2x) 
Unde determinantur G,, G, .... En ut den aeqnationis: 
021-4 2Z—7- Hate Lys (mare 
— & Arnd; — x) 
Porro statuimus §. 9. N a,, in a,,——G,,, abire b,1 in BY}; unde 
casu nostro mutato 4, in 4,—G,, e Nds ipsius 4, .5 D, "Het 


habetur: 
| ES ra —a a a’ — 
BY? =— re Ium [«. a+ a, 0; + = Se i era : 2 ; 
Quae formula valet, sive diversi sive aequales sint numeri x, A, cum mu« 
tato .4, in y Mee G,, expressio PP,,— P, P, evanescat. 
E valore ipsius BY’) invento sequitur per (33.) $ 9.: 
CL ^ (a; 0, — 25a, 
CERES ERAT GH RE E ehh HZ Gs —- 
(AGA) Gut (= G5)(G; —G,):... Gm)? 
quae et ipsa perinde valet formula, sive x, À diversi, sive aequales sint. 
Qua formula, postquam quantitates G, per resolutionem aequationis algee 
braicae adstructae determinatas habes, coéfficientes propositi determinantur. 
Eadem manet methodus, si functio 7 praeter quadrata variabilium 
adhue quadratis trium quarumlibet aut plurium functionum linearium va- 


riabilium constat, 











at) avus — 


16. | 
Sub finem breviter adhuc agamus de casu, quo functio 7^ gaudet 
forma sequente: 
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V =A, 19 4xmx oe FAH, xd 2x (amd am d vee 02325 2)5 
sive in ipsa 7 praeter quadrata variabilium tantum unius x, producta in 
reliquas inveniuntur. Ad quam formam functionem 7 facile revocas, si 
pro n—1 variabilibus problema solutum accipis. 
Ex aequatione §i7., qua quantitates w, per x, exhibentur, habe- 

mus Casu proposito: 

U, = A,X, ar (Gu X 3 

Wy, = A, Fam ax; te On Toro 
ubi numero x tribuendi sunt valores 1, 2 ....2—1. Hino sequitur: 


1 
= [au —0,x,], 


qua expressione in valore ipsius zw, substituta, et posito 




















TP EL LOL 
E à " A; Ar 9 
determinatur x, per quantitates zz, ope aequationis: 
a, w a,w An Wat 
Ne = D, — : : — : : CBC CD pees tos 
Q Xn n Ed ER S" ER 3 
unde 
O a, | QW 0430; eer] 
= FE «WW c en UD — — @eeee me 
Ox; A, # A, n A; eh 7 An »3 C. 


Qua aequatione et antecedente comparatis cum ea, qua vice versa quan- 
titates x, per 22, exprimi statuimus: 

(ZE Gy 1 Garou Onn) Ly = b, , Wy + 0,2 U^. + se bn Wry 
obtinetur per eandem ratiocinationem, qua supra usi sumus: 
EG, Gares Onn mE Ay deed tu Q 





DMWEDRI S 
Ab 2 Hel n A, A, Es 
b A idee vo Ant x 
cg asia 





AeA fn 
he "EZ: 
A, A 9*9? ‘AS. 
m nn t, 


3 «2» 
x 


b, s = Ay Ay eue 
ubi numeris x, À valores conveniunt 1, 2 .... 2—1. 
Ex his valoribus sequitur mutato 2,, in @,,—2x sive 4, in A.—x: 
T 2(6,—2)(G,—2)....(G, — x) 
Ir) (s a) Ama) | e — — T s za], 
unde sunt G;, G,.... G, radices aequationis: 


(0. 0,5 








4. €. G. J. Jacobi, de transform, integralium multiplicium. 53 


| a, @ 0,0 a a, 
us Lud US veni pe ca EET leg aida Tat ch riba en 
DEEE 4,—2 A,—x Le Mam: 
Porro mutato a,, in 4,,—Gy sive 4, in A,— G,,, prodeunt aequationes: 


(m) anon (4 ri m) (4 — Gp... (Ari — Gm) 
Poh em (Ay — On) (Ai — Gn) Eit 


CA, ee Gm) (4, ee! Gur. «doti uds Gin) 


erates OP TE ae 

Brn = (Aı— Gm) Ar— Gn) see (Aya On); 
in quarum prima %, A sive iidem sive DEA statui possunt. De qnibus 
fluunt sequentes: 





al” af? LM Ru A, — Em) (4, — Gn) Coi = Gm) 
- md Rem Gm) (G, — Gm)(G, — Gr)... (Gn — Em) . 
On ES CA, — Gh) (A, Een Gu Mom Gm) 
— Can" (G,— Gm) (G,— Gm)... (Gp— Gm) ? 
(4, — Gn)(4, — G4). .... (4 — Gm) | 
(6,— 6,)(6, — 65)....(G— En) " 
Unde coéfficientes propositi fiunt: 
m (A fi — Gs) C4, Gm An — Gm) 
ei = VE (ee GTC: ea ees 
RENE yet — 6,4) (4, — Gs)... (An — es 
A, — Gm A (6G, — G4) (6, — Gm)... (85 Gn) 
Quae sunt formulae satis concinnae. 
De formulis illis sequitur etiam : 








oUm a” = 





a m) u) === mile 














aU? — a-— 


a, aC 
1G. A 
unde substitutiones adhibendae, guprum ope flat: | 
A 2,2, + Ay m m, ....+4,0,0, +9 x, (2,2, My Hy see À Gr a) 
= An u... bt Gsys Yn» 
designantibus G,, G4 .... G, radices aeguatignis, 
0,0, Qu An—t 
Aix A,—x Mat rp? 
hanc id mam concinnam induunt: 


eU — — 


= — um) ds ua rs a e ] ; 
ros On [4 Ge ax TUE i ddr et cm m 2 
(A, TE Gr) (4, yer GA bn cT Gin) | 





E j 








um) = RES Rhe UD I NE ELT NE 
(6, = Gn)(@, — Gn)... (6, — Gm) ' 

Aequationem propositam, cuius iU sunto GG; cs GG. Vel 
ipso intuitu patet, radices omnes habere reales, easque singulas positas iu 
intervallis seriei: 
inter Lot, A Re A oo, 


siquidem statuitur > A... > An 0» 
Crelle's Jonrna! d. M. Bd. XII. HA. 1. 5 
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His fransactis, iam demonstremus, quomodo per quantitates imagi- 
narias in usum vocatas de quaestionibus propositis algebraicis deducatur 
transformatio singularis integralis multiplicis; quam sequente problemate 
proponemus. | 


Problema H, 


»Statuatur, inter n —1 variabiles &, &£ .... £,, quarum summa 
„guadratorum = 1, aliasquae U,, Ur .... U, 4, quarum summa guadra- 
» torum et ipsa — 1, locum habere aeguationes huiusmodi: 

a — 00 Pk 0, E, .... mee, 
nus FT re as 
a ra Sk ear Sue An Sn 


Las, "c u; = — "to 
fon GS, €. So ...o a, s, 


Do 
22 ; 
ce — a Ë —«, 5, .... — t, uu 


° L . . + . - . '"* a . » . L 
e) — IE, — a0) E... aE 
a— a, £— q.i rece A 
„sit Rah W data functio ae secundi ordinis - variabilium &,, 

: proponitur, integrale (n—?fuplum — . 


NOR Dés rent 
» ne PET onn 
LES We r 


„per dictas substilutiones transformare in aliud huiusmodi, 


nez QU. O Uv O0 0.2 7 
$5 Eee. 0 RG oor or adenine ec zi MERRERRCT SEN MB dE US V CR nA mae « 
0-4 S4 [6G — C,v.v,—- 2 


s — G, (D. Us “ern GV n—1 LEM 


»U,-— 3 


5b ete &,3 











I^ 
Suppenamus, ipsi X tributis valoribus 1, 2 .... 2 — 1, in formulis 
antecedentis problematis esse: 


we * x ph * 
12 zei Ti Pe? 


ubi 7== y —1. Unde formula 
By By Lo $4 roves Mg Ly yi Yi +292 Le ae ee 

abit in hanc: 
2. 1— 6 G6 & b — Enns En + = (i — Uy Dy Vy Ug re o Uh AUS). 
Porro loco a”, al), ai” scribamus ig, —ld,5 a; quo facto e formulis, 
quae de substitutionibus in problemate autecedente adhibitis fluunt, 

y, Oy hE aoe a or 

In We, Hate, +... oO m? 
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4 “4 2 2 
LEE Te Va +. pay 
eet go UST T SPON EYE SER E DENN Tor rp 
Th N 6, scito vee 
habcatur formulae: 
j «o ME UNE... Oa t 1 > 
D, m 7-1 
3 € —«, ni, Er — Ont Ent 
: e, -—Q v, — ay — ar) 
E i SM X x Ug rn U, u 
> nn. Vy E LU vile neue? 
nec non de hac: 
y. LL AV solos ces Topic vo RT 
CN Zu e nJi o, y, Fe" y+ Yide dre x, : 
fit : 
1 
4, Wo g—o, 17705 Doro hh, 4104 = Y EUM I De GNU Mer EL Out | 
Xn E E / ipi Vy UV, se Uni Un] 
Unde e (2.), habetur: ; 
^ met V, — V v, — oo Vy U 
C — u NN er i - „ut 
1 ánh E> Er i aid sti (eee v, — 0,4 eo .— Anita) " 


Formulis (3.) et variabiles 21, v... Das per E, & .... En et hae 
per illas exprimuntur. à 
Porro, si etiam A designat numeros 1, 2 .... 2—1, loco c 


x,19 





Guns Ann seribatur — 0,3 2a,, a. Quo facto, si ponitur in problemate 
antecedente: 
r x, er 
ii ape V A ,2,-]- 2a, 0 Lost 2a, m a y gini x 4 
On Ly, (e Xn On Ln. 


Cis +6, oe Va Lee 


— DNI EPI ET > 


hic habetur, ubi insuper loco G, VM et 
5. Wa 2 a Er + 2a, & +. T 2411 e EC 3: & 


G—G,v,v,—G,v,v, En IE 
Ya aly, — ahy, mee ay. 


nt LÀ 


Fuuctionem WY videmus esse expressionem secundi ordinis variabilium &,, 
&,...+.& 1 maxime generalem, quippe quae nec terminis linearibus caret. 
Per mutationes indicatas expressio 
Ja Za 102200. Ann 
abit in hanc (—1)Z xa 0, 054... t, ia), 
de qua prodit D; si loco a, 2411, 02», +... 05,1 ponitur: 
a—cx, Aut, «dx... un te 





#) In hac expressione formanda loco a scriplum pules a, atquae indicein 0 
spectes tamquam n" indicem. 
5 * 
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Quibus statutis, e §. 8. fit 
GT (G—x)(G,—2x)(G, — x) .... (G,.,— x); 
sive determinantur G, G, .... G,_, ut radices aequationis 
DT = 0. 


Deinde e formulis (40.), (41.) $. 10. determinantur coëfficientium a”, 














at") ,.., a” quadrata et producta. binorum per f ormulas se veus in 
r i 9 
quibus m designat numeros 1, 2 .... n--1: 
€) aU as” — .- Ó Gr am) ulm) — — 0 Gin 
= da,’ x 0 D aux 
3; aU 4" ers ee 3 a") of — oe > 
= 3 
7 x 
‘ oG 0G 
Daum — 05. D. = 
x 2 + day,” x x + à dax 9 
06 
Ga = Te . 


De formula (17.) $.7. sequitur, 


obtineri etiam: 


per easdem substitutiones (3.), 


Zu [a + e, À Re qui Lour uie 


md heut best 
8. : - Dispo made 


ares n—1 él i 


eve] TED m dy tet + T2 se Es ag + ipis E 2E 


pe 


GG—G,G,y,y,— 0,6 ree s e ie 
[oh y. ufo. jas 


AT a1) yy 7 nf 


Statuamus porro, in formulis problematis rte loco! 5b», bo c ee 
scribi — 5,;; —ib,, >. Quo facto observo, ex aequationibus linearibus: 
aur Gu deed Oui Wu UW, 

Mut Oy Fort Gin Un = Wry 


5 a LI e . [] L] LI 


5 LJ . . e L 


Qua Ub + Q1 U; + ss. + Cy —1,n—1 Lm == Wr—19 


sequi vice versa: 


(Au Stace. em) = =bw+ bw +... bu wa, 
(1m Steal... On Yom ie w tb. Wie + Orns wes 


DT; 
9. F=b—IuE— 


1 — 
= (— i)" G, G4 CONTE Ga: 





1Ztaaie.. at = n WW dn 11. Wi-F esse + b, 1n—1 Use 
Hino e formula (22.) $. 7. obtinemus: 

2 ba En voue — br Gs p ELE 
Gu,v, 


G U, U, G Un—1 Un—1 


LS JE T Jr ene 
G, Gr—1 





[a — ev, — Og ee aD v, 4]? f 
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18. 
Relationes inter coéfficientes .propositos, quae de formulis $$. 4. 5. 
traditis derivantur, hae sunt: 
— — — ar) gr) ae” 
Ba el at, 
Ce Cy — 0, 0, — Oy Ly ee — A) N 1, 


10 
i ad, À bo Bed «e — On) Ag 0 
Gl — hy, CL} — Che Op tes ve mm N AN D == Q, 
porro: 
/ Q0 my hy — 0,04 —.. 0,40, 4 — +1; 
1 1 u,” a x) == a a” > a) u, aee llo a, ai) = — 1, 
& o? — a, o(? — & A —....— u = 0, 
\ 2 2) „id 
| a «9 — af of — af? a = Oe 
Sit porro 
(—1y-'z 4- a0, o7 .... "T IU 
invenitur 


kart 

ac generaliter \ 
199 HIM ES deo vrai emi mda ac + ue pita, 
In qua formula si loco &, a”, o, scriptum putas af, a(?, a, permu- 
tando omnibus modis indices 0, 1, 2 .... 2 —1 et pro m ponendo varios 
valores, permultas alias formulas obtines. In quibus signum anceps +, 
signo summatorio praefixum, fit +, si termini alterius summae solis coéffi- 
cientibus a!” constant, fit illud —, si in terminis alterius summae inveni- 
tur coéfficiens huiusmodi of, ‘in terminis alterius coëfficiens u); ipsis 
x, ^ semper designantibus numeros 1, 2 .... n—1. 

Addimus, e relationibus appositis sequi, quoties dentur aequationes 


lineares: 


4 Peaks 
U ww — uw — 0 We, — a Way 


U, 


4 J ‘! T mE (n—1) 
Q, UU, — 0,U, — 0, w, cere a Ww 


nei? 
e 2 a e * e . > LJ . . M * 0 2 LÀ , [ 
u ! : caus -1) 
Bari 0,4 li An Di Gu GU T 77 D» p US 
fieri vice versa: 
w= a uU a, U, rue o. uU, re CH gp we QUT Lt ees e 
4 4 4 ‘ 
Ww, — UT, UT en «etm OL, Sie Un—19 
* . . e . L] * ° LI * *. . e. * e. 5 . 


HIR VC aC - Du — OD N — ED uus, 


simulque esse 
UU Uy Uy eg Ug «e és Unna = WW WY WY — Wa perse Was Ua s 
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19. | 

Substitutionem propositam iam transformandis integralibus adhibea- 
mus. Eum in finem consideremus &, & .... £,_, atque tj, ty .... UL, 
ut variabiles iudependentes, de quibus respective £,,, v,., per (2.) pen- 
deant. Ac primum posito 

ee ta MEU, OT... 00,2; 

quaeramus valorem ipsius M. In exemplis, quae olim tractayi, casibus 
n= 3, nz, in commentationibns citatis inveni: 


1 E 
M = yup" m 
C—O V, AV, Vi 
Hbc e ee 


er A e et y] ln, 2A 3 
fa—a’v,—alv,—a''y,]* v, 





unde facile coniicis, fore casu nostro generali, 


He Be Fe m 


[e ah Vi ug a’ v, u... 777 gent) JEAN tore : Un—1 Y 
At demonstratio ea generalitate non ita facilis est. Cuius in gratiam theo- 
remata quaedam generalia anteinittam, quorum demonstrationem brevitatis 
causa supprimo. \ 


Sint &, & +... E. datae functiones quaelibet variabilium v, v, ..... 
he. Dace habetur: 


ue 
À ; ; Garde O8, 
[oj £ denm c0 Au = (= PA AS ee Ov ae ev 
Ci Q2 ete e. E vd v, Qv, OS 1 are. OV, oy 





in summa assignata omnimodis permutatis functionum £ indicibus, ac sin- 
gulis termiuis praefixis signis per notam regulam alternantibus, Quam 
nofationem expressionibus similibus in sequentibus sine ulteriore explica- 
tione adhibebo. Spectemus iam £,, & .... £, » ut functiones variabilium 
Lis Vos Unni; Ubi nova variabilis v, , a reliquis pendet per aequationem 
Fé, 4 cone 22 = 0, 
designante E, et ipsa novam functionem datam variabilium v,, 15 .... D a. 
Hine in expressione 
= 40% o£, O0 En 


Qv, Ov Some 





























loco 9 Em ponendum est: 
Q Ux 
: OF 
QE, + © Ëm € Ur Lu. € Em © Em Cv, 
Qv; Ou. 1. du, NECI novice o Fd 
c Uni 


ubi babetur: 
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OF OF 0$, Feu fo Rte St 
Ov, 0E Ody Eos LRO Ei ci ad peus 
Qua facta substitutione, expressio illa abit in hanc, 
OF. 
I + 98, =. Odi, 
OF Tv, HAE 
© Vn-1 f 


sive babetur 
Theorema 1. 
Datis Ei, FE, eee £4 ut functionibus ipsarum vi, V4 .... Vi, St 
inter variabiles illas datur aeguatio 
Co refund ee Et 











erit, OE, 9E. 0h (z d 98, OSs des dv O3, or 
Bees gr ONES Oase OF | 
QE H Q Uni 


Addo, propositis inter variabiles duabus aequationibus, haberi theorema 
simile: 
Theorema 2. 
Datis &, £.... &£ ut functionibus ipsarum Vy, v, .... 9,4 si inter 
variabiles ilias proponuntur duae aeguationes: 
Fein) P(E, Eve) = 0, 


OË, OË, QEN C Ov, Ava. On 
YE Db TE da = \* 450, on" Ou) SF D$ OT OC 
TT RR 0€, og, ¢ GERT, OUr-1 O Un Qv, OUj—1 

Et facile patet, quomodo baec ulterius continuentur. 

Fingamus, in theoremate 1. loco 7 —1 variabilium &, & .... £a 
poni 7 variabiles æ,, x, .... x,, loco 2—1 variabilium vj, v; .... Uno 
n variabiles y,, y; .... Yne ‘Sint porro inter utrasque variabiles datae 
aequationes in Problemate I. propositae. Quibus statutis fit e theore- 
mate illo, advocata (7.) $. 5.: 


BEE ER SEEN a“ nam) Dr 87's LO Ys ee 


erit: 
k 


e£, 0 meet Ven ) E, 2o 





cies 
Pa 


OY n—1 on O's sn. © Yn--1 








oF OF — OF 
Ox, O Yn | O Yn 
Sit 
F —xaxd-xmx.eedxeax—1d-—yydyny-.edyysi 
unde a JE 
Su: = En) Syr 


habetur theorema sequens: 
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Theorema 3. 
Quoties fit per substitutiones lineares, inter variabiles x,, Xz +... 
soe By GLGUE ry Ya cn Yn propositas: i 
s, pean n == 1009 5o ys 
simulque inter variabiles illas Tn aequatio 
len ton... + m HV Ni ysya ess pens 
fit: Ba, D y nee Ones REAPER Yn 
Ln Jn 
Quo infra utemur theoremate. 
20. 
His theoremata addi debent sequentia. 
Theorema 4. 
Supponamus, ius = Ros iE datas esse sub forma fractionum 


E —— > a= eee Pci pes 3 


u 
Fit: S + og, Of, Sopa dre d y 9s Qu, '  Otni. 
— Qu 0v, DU E Mv, Ou. Oma? 
ubi in altera summa inter indices ne. etiam referri debet in- 


dex O seu index deficiens. 
Si in theoremate antecedente functiones vu, u,, Ur .... Una Per 
eandem functionem £ dividuntur, valores ipsarum &, &.... & 1 inde non 


mutantur, neque igitur valor expressionis 


S + of, 0&, DER eee pa Qu, Qu, Qua 


= QUI QA Du au Des. Qv Qs S P VD Ui in 


Unde deducis 














Theorema 5. 


SPA r . u u u + u | 
Si loco functionum u, Uy, Ury.... Un. ponitur —, > y IP 





designante t aliam functionem guamlibet, expressio 


E Ou; © Usi 
Ztu vou, WOMIT 








abit in. 
i m y 95 Ou, Q un-1 
ED du.  hROSQAM 
sive in pees instituendis denominatorem communem £t ut 
constantem considerare licet. 


Theorema 5. iam olim casu n==3 demonstravi (Comm. IL de 


integr. dupl. Fol. X.) Theoremate generali infra utemur. Postremo hoc 
unum addam. 


. 
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Theorema 6. 
Sint u, Uy, Us ^... Up» expressiones lineares aliarum functionum 
W, Wy, Wy sers Was datae per aeguationes huiusmodi: 


fi Uy, = by tb + u, w +, Wa + ss, + Da UO y 
ic 














ous Oln—ı , Ow, dw I, 
"neuere Foo M = lou 0%... dt ee (S4w : "ODER UR 
T OV, Ó Un—1 (Ztuua,o, nt) Qv, Ov, OUn—i 


eee si functiones propositae essent 7 variabilium v, 7,, v; .... v 
haberi similiter: 


Ou Ou, Ó uaa 
ais, Ohi te oa 


nel» 


o Ow dw, Q wi 

(1—1) Ew 

=(Ztuu, u. RT Mz ue Qv. ; A RE 
21, 


Applicemus iem theoremata antecedentia ad substitutionem supra 


propositam : : 


4 “u (n—1) 
Ay — hy 0, — hy Vy — ne — À} Uum 





& Wt asc V, —&" v, —.... Da” 
in qua supponamus: 
» & » x cat 
abd bebe ever Get Gna = A, 


unde e formula $. 17. tradita, 


, enl Ut Un —: £ 
EE + re. + En ML 1 = nuc 19202: -l-v, 1 Un 1 DUM 


f La —« v, —O pnm ite 
it etiam ; 


Vv; 2; + D. Vo "09 of VV = 1. 
Statuamus igifur: 


Mor payee giant 
F = hat: b sete Ent Te 1 ee Pi HU VU ie E Mente — 








er, QI y, eee GU yD? 
unde 
IRÈNE ced DU T [e — e^ v, ll N Un— ap" 
Hinc nanciscimur e theor. E.: 
o£, CE RER PEN RES OË, o £, EAS Qv, Ov, .... OU. 
LT JUR TDR DOC. D f — Dui “0. e Moe De aN ea 3 
ea Qv, dv, À vai Un—i 
siquidem ponitur : 
u e: uot V, — q d" IY, QUNM LT U, Lie 
Sit generaliter: 
Uy — WERD We Uae eee om QUTD pi, 
ideoque 
f TAS U, i 
! Sr AGB u 5 
habetur e theor. 4.: 
25,08 o0] (gu Ou, Qu, € a) TAN OC Das à v0 Ui? 
og ee mM Tr u LEES HONOR Mn nd RN of 
Chi Ov, Ov, © Vu un? Un 
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Jam si in theor. 5. ponimus: 


fit i 
Ow, dw, OWn—t _ ne 
zZtw7, Qv, eset OUn—t = (—1) B 


unde e theor, illo, advocata (12.), prodit: 


Qu, Qu, Quai, ne: u (n1) 
Z+u dv, dv, °"" ee Eth, ur: m ==. 1. 


Hinc habetur formula, quam demonstrandam proposuimus 
OË, OË, eve O 52. .— OV, OV, 0 Una 
| Ei wu"? vag > 


Cuius ope habetur e (5.), (8.), (9.), $. 12.: 


m2 GE OE,.... Oba Lais OV, Ov, «eee O Un—2 
fi m Nery A Em. 
$i IV 2 Un-i [G — G, v,U,— Gov, Urs oe Geox Un Uni] : 


wv og, RL ER = OV, Og 00000 Vio 








n—29 


n—2 
3 3 
Un—1 [G — G} v,v,— G3 Ur Va u... Gus Un] 2 


ON AC 
2 08,085 ee dôme _ 
na 0 





Ente Wi? 
p Ress af dv, Qv, 00000 Un—2 
= 1 U,U U, U, Una Un— ps 
IG GG; 085 s] i vae etm 2 


Quarum formularum prima est transformatio proposita. 
| 22; 

Addam pauca, quae ad naturam substitutionis propositae melius per- 
spiciendam facere possunt. Introducamus enim loco variabilium £i, E ... 
es Enna alias a, di, 22... x, 5, quae ab illis pendeant per aequationes 
lineares huiusmodi: 


= OTE Oo bee OTI I, 
statutis inter coéfficientes c? relationibus talibus, ut fiat: 
wath ado leu SUA te ate 
quas relationes e problemate primo ut notas supponemus. 
Sit porro : 
== Mey, am Mo, a mm Me; 
ubi poni debet: 
MM = au Had tisse + 6, 40,2 — 44—1; 


unde fit: & — ee = a — Mae 


E formula, 
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, 4/4 
ri po wee 0 2) ow mew tml) 
[4 p a, un p U, e Urt 





E, WC a — a’ Ui eh a Us 00 ar) Ur] 4 
statuto: 
i CN = = cea 4 cem ot x) TN + pon am 3 
sequitur : 
C, — C; v. PTE OD, 
aus = — 


À & — CU, — Q4" v, mm QU) y 





Fit autem: 

C Cid + C5 the -- à , + Ci—1 En1 = M (cc + €, Cobhos + Crm) Ha)» 
sive | 
| U = M; 
porre si x non — 2, 
CO = 6,0 + ea bea, = a Hr. +), 


sive e (11.): 
a aC) 


M 





(Qo = 
porro si m non = 0, 
On I cg, + ct a, +....+ 6 À ec 
= Mc. + 000 e + + 00 6a]; 


sive 
05 = 0, 
Hinc fit 
a [MM à 

C EG. U, T Ge Us: pee (6-1) Di = 7H = —— a U, ern 24 Va a een, ar D v.a] D 
ideoque MM F ars 

y rs ae wat — à Val Dn—1 

JU ERE ra mre LU 

M € — «t vi ret Uy it — at) Un—1 ? 

sive _ €M M—e'y,—ea''v,.... — D gy a 





duo entre Rudi 
Introducamus etiam in locum yariabilium 2,, Ua, .«-. Un-1 Variabiles novas 
y, Yay Ya ce. Yr, quae ab iis pendeant per aequationes huiusmodi: 
— y, = Chut Cs Dyes FON veas 
‘in quibus loco m ponendum 1, 2 .... n—2; quibus pro m = 0 addenda 


aequatio: fe 
- gU nct. + a uu]. 


His statutis, fit 


m | 14 
x = lu sive 1-4 = (a+ M) — n 
porro, si m designat numeros 1, 2, .... n —2, cum sit €, = 0: 


$a 
In = yd My 
ideoque 
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Qa _, 1 Ym 


ips = Muy 


UM rc ey) tn ee y Pre 
C (g- Myy 


Kit porro: 
= retary ef Ly ot, se 
ideoque cum sit «a — MM = 1, 
== À pre ar À cepe e Voce 
Variabiles £j, Er .... &4 et variabiles v,, v, .... U, ,, quae ae- 
quationibus satisfaciunt 
bags - p Pi 
1 Gi + BE: + rt + AA Ens c ge 
vv d- 15 7, - .... 3-0, 10,4 = 1, 
substitutionibus propositis exhibebantur aliae per alias ope fractionum línea- 
rium, st ita vocare licet fractiones, quae denorninatore.et numeratore linea- 
ribus gaudent. Jam si in locum variabilium illarum per substitutiones 
lineares integras aliae introducuntur x, æ, .... Ana et y, y, .... V. 
quae et ipsae satisfaciant aequationibus : , 
Xx + Li Li + MEO, ~+- Lys mo TS 1, 
Yyytyıyıt--- + Ya Yan = d, 
demonstratum est antecedentibus, substitutiones illas semper teles statui 
posse, ut relationes, quibus variabiles novae aliae per alios determinantur, 
lianc induant formam simplicem et elegantem: 


A a een Gr ere En a, 
taco EST LT PN TER ein 
: i 
designante p == ai factorem constantem. ‘Idem cam 7 == 4 in com- 


mentatione citata (Vol. Vill.) demonstratum invenis. Casu 2 = 3, formu- 
lam similem dedit Cl. Gaufs in comm. determinatio attract. 
23. 

Adhibitis substitutionibus, de «quibus problemate primo actum est, 
functioni 77 formora conciliare licet simpliciorem, de qua producta e binis 
variabilibus confiata abierunt, 

Ey ARE PA CE LIEU. ocn 
+ 22, & + 2a, +....$ 24,1 ore 
Quae expressio prodit ex ‘expressione ipsius 7, $. 16. proposita, 
V = A, x, x, + Ana, X. r]- A, Li En Fr En (012, an 05355. 0s Fo Dad a), 
— ponitur rursus | 


Xa . a) 





mi ; I 
si in fractione = 


"n In 
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porro loco 4,, 4, .... 4,_1 scribitur. — A, — A, .... — 4,3 loco a, 
0; .... Uni autem 20,, 20, .... 12,43 denique A loco 4,. Quo facto, 
e formulis $ 16. traditis sequitur, si rursus G soribimus loco G,: 

(x — G)(x-- 6,)....(02 — Gua) = x—4 He UD 29,0, AM hte 
CA, -- x) C£, -- 20)... (a Hd) DA a. a+, c+An-ı? 


sive G, G, .... G, , esse radices aequationis: 








MTM LU a,@, An—1 G1 
0 ea dA OO Er pug 


Haec aequatio certe 2—2 radices reales habet, easque singulas positas 


in intervallis seriei 
19 — À, aeee — Andy 


siquidem 44,7 24;.... 7.4, ,. Reliquae duae radices aut imaginariae aut 
reales erunt, eaeque, ubi reales sunt, utraque simul aut inter — et 
-—.4,, aut inter — 4, , et Ho positae erunt. 


Ponatur, ut supra, 


ac loco af”, aC? scribamus ze”, a Quo facto sequens formula, quae 
de formulis $. 16. traditis fluit, 


a,x, Œn—1 ICn—1 

ME am) 24 xad Ga, ar v: co Leas ar Ans my Gm t 
yw MD" am qo 0.0. LT UEM 

cree GE : Me Cr EO 

abit in hanc 
a & e. &, an J Sui 

AE Rem eC") E DECRE AERE » 4.6 Ern PELO 

mu s Yi rary eee | 2 








a aren a,&, Qn T2 
ter 9G dene OT DG 
in qua, ubi de valore ipsius o£" €. 16. tradito fluit, fit: 


Sens V (- (Gs +45). (G5 4-4.) .... (Cnet AnD) 
LE (Gm — G).(G, —G,)....(G" — Gn-1) 
PY Wu) 
sé (G— G,).(G — G,)....(G — Ga-ı) 2 


Quae facile ita quoque exhibentur: 








An—1 An—ı 
2 


1 
as GT to. ray t De ta) 














Ly SERE Lu Lu Eg Y5 onu Lm len. ) 
« NGA (644 7 (GA) 
Hinc, posito : 
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y— G 4- 4,.G J- 4, .... G+ Ant _ G.—G. Gn — Grosse Gn te 
Um: CGa+4, -Gn+4,. ... en G— G,.G— = 65 Ga — Gr d 


9,5, Ani Ent 
A Cr edad: um DAL Iss 
ovde PLE ada mi) D 





a P VC UA An—1 IE 


HG tape t 6. 


designantibus G, Gy, Or + +++ Gro radices aeguationis, 











a, @, (5 —1 Ant 
0=x— A Four pen ADI uno 
habetur: 
n—2 0£,0£, 0, + 0 Eo 
n-—2 
e ET [4 +4, É, ë, +4, u Es A dead Ent En-ı +2 (a, E +a, ie beat + On-1 Sel 0? 


yv Qv,Ov,.... O Un? 


not > ee?) 





J Un—1 [G— ir: UU, G, Ug U4 eee» 7 Gi Un lt 
inter variabiles Ej, E .... Ena nec non inter variabiles v, Va ser, Unc, 
existentibus aequationibus : 


& at Ee vo + alba = 1, 

Vy Vi Vo Vo core À Vint Vu = d. 
Casum huius transformationis n—1 = 2 tractavit Cl. Gaufs in Comment. 
Determinatio attractionis etc. 


Observo, ad aequationem 








.— ey a, An—1 An1 

D=xr— Ar Hs; Dp DR Re up T. 

perveniri etiam, ubi prepa um est, datam functionem 77 redigere in 
formam sequentem: 


We Qu NE) Qs RED" soe (Pas 0a En) « 
Quod ope aequationis inter variabiles £i, & +++» E, stabilitae 


re seh Ent En = 1, 


efücitur hunc in modum. 


Addita enim datae En W expressione evanescente, 
x (& a zs & & ecc Ent En 1); 


A pe Ade 3 
E dl DE Pi: Pi + Pa Pa Uran = a Pret 
! Ber REL — 
a + À, = 94035. a + A, = Po 02 etis oh Ann = 9-1 Yn 9° 
Qu TE Pis By — Pofarrery nes = Pur n-1* 


Unde illa prodit aequatio, 


habetur 
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un mA G4, + An—1 Ant 
æ + À, x + À, An 
Cuius ope determinata x, habetur 


F-bLw—46o6aMJ + lati tvetanel - 
+ [ptt + Vet ef". 


Unde videmus, ut data functio 77 modo reali in formam. propositam redi- 
gatur, radicem x, si fieri possit, ita eligendam esse, ut quantitates. 
qd, ct Ados co x44. 

omnes positivae evadant; sive aequationis propositae radix x summenda est, 
si qua datur, inter —4,_, et -]-co posita. Quae ubi datur, observavimus, 
alteram quoque aequationis radicem inter eosdem limites positam inveniri. 
Unde functioni W forma assignata: realiter conciliari aut non potes: 
aut binis modis. : 

Eadem ratione realem semper invcnimjs solutionem eamque uni- 
cam fantum, ubi propositum est, functioni 77 formam creare sequentem, 
= (a+ &) T Pak 92 En) ee Pmt Im EY 
rea (Pings zb /m+i En) — ( Pma2 + I m-+2 Ent) s TE (Pia + Gn—1 Pes 


designante 77 unum quemlibet e numeris 1, 2 .... z —2. Scilicet hanc 
formam induit expressio antecedens ipsius 77, si aequationis propositae ea 
radix pro x statuitur, quae inter —.4,, et —A,„;ı posita est; quae sem- 
per datur eaque unica. 





24. 
Si functionem 77 iam exhibitam supponimus sub forma: 


JF = (pit 9 E) T (Prt ye En) ++ + (Pas + fea Enr) 


fit aequatio, cuius radices sunt G, G, .... G, ,: 


Q == x pipi pipa eem Pea DEI Hehe... 


€ + gs 4. 
Pn-1 Pn-1 In qni 
pun at: Qn—1 Qn—1 

Cuius aequationis una radix est «=O, sicuti fieri debet, cum eo casu 
expressio x (Fs & + & E cece + E 17 1) 
datae functioni /7 addi non debent, ut ‘formam propositam nanciscetur; 
quippe qua iam gaudere supponitur. Radice «=O ciecta, aequationem 
(n—1)" gradus obtinemus formae simplicis : 

mU pret i 

TH LH 3 Ys D Qn1 Qnt 


48 1. C. G. J. Jacobi, de transform. integralium muliiplicium. 


Cuius radices, siquidem 7, > 92 .... 7 4, , , positae sunt in intervallis seriei : 
ug Aus ne 92 TR et Gots TR 

Erunt igitur radices omnes reales, earumque certe 7 — 2 negativae; reli- 

qua aut positiva aut negativa est, prout expressio 


Pi Pa Ps 9: Pn—1 Pn—ı 
91 9: 23 Yo ds d: In—ı Qn—1 


aut >1 aut «C1. Ceterum e §, 12. sequitur, aequationem illam (7— 1) 
gradus eandem esse atque aequationem, ad quam devenitur in problemate I., 


& statuitur PF = [px + Pat, «sd» Paca dai]! 


— [9 9, Kı%ı + 09292 X5 Kyr 0. +9 ga Fr oci. 
Demonstravi, si functio 7" forma proposita gaudet, eandem formam 
altero quoque modo ei conciliari posse, Observo, quod facile probatur, 


expressionem 
p PıPı p PzPz,,,,y Prot Pa 


JTE Te Ir—1 In—1 
pro altero modo fore >1, pro altero <1*). Unde alterutrum semper 
supponere licet. Pro altero enim modo, quo WY formam assignatam in- 


duit, Pn» Jn fiunt: 
__ Pn In = 
V (x 4 Gin qm) 3 Y (x + Yn p) 
unde expressio illa fit: 
Pi di prr PERTE 


—— ——— I 


(24-4. 4.) (v4-9,3' ^ ^ i (x-4- 9, d, 
Gd. Pı Pa $ Pz Pr n— P a—1 
n ln T Cr Ps) ec ts a GE Ar ex : 
quod aut <i aut >1, prout x positiva aut negativa, sive ex anteceden- 
tibus, prout expressio illa aut 71 aut — 1, 
Casu, quem consideramus, habetur porro, si 7 designat numeros 
1, 2 ae ete 

















— (6G, — G) (Gn Gs. ae (de Tew C,1) 





Un Um T POP QUEUE Dx SAL EI ESS EUR RIT eias om am mer ag LEE . 
(G5.-1- 4, qi) (6m + 3 Q3) (Gnd ni xi). 
du = (G— G,)(G — G,)..2.(G— Gna) 


(€ 4-4, GG + Ga Gadi ve (G+ gni qua) " 
Qui ut reales sint valores, stattienda est G, G,, Gr, .... G,.,; hoc est, 
quofies expresaio 





*) Consideratiouibus similibus pro tribus variabilibus factis in quaestionibus ce- 
leberrimis de altractione ellipsoidarum superstruxit Cl. Ivory reduclionem puneli at- 
iracti externi ad internum, 
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Pa Pi P2 Pa Pn—1 Pn—1 
qi FR APE MT an qu—i An—ı 
fit >1 ,erit G radix positiva, qua eo casu aequatio proposita gaudet ; qtio- 
ties expressio illa fit «1, erit G —O 


Habetur porro aequatio identica; 


(z — G)(a — G) .... (8 — Gi) ww} 
Ur - q, qi) (a + a 2) seve (@ Ar (nt Qui 
PıPı 9ı9ı P2P2 9292 Dn-1Qn-1 In-ı Qn-1 
QA = Di 5 Pa ocre p, n— eI e 
Fa Pi Pip Psp I Pro Semi ren ax VE apr In—i Ont at 
Qua dilferentiata et posito post differentiationem x = G aut w= G, erui 
tur, si valores ipsarum @,, &,,, 44 advocamus, 








A Er pe que, OP has di Dre Pres Got gen q 

Cm Em (Gn--diduY (mr (Gmhqn-s giá : 
rod: a oP Pr%s 41 __ P2Pa 9202 o Pr—1 Pn-1 Yn—1 In—ı 
oe (G+9,9,)° (GE gd) 


(G+ Tai ns)” | 
Quoties igitur epi fit 





Saat] ET CLR Peg ur i 
gi qi Ja Ge In—1 Tnt 
Collectis antecedentihus, casu quo supponitur, quod licet, 


FıPı 4. PeP2, Pant Br 
Tr 01 92 a EL t In—1 Nr 

si insuper scribitur — x, — G,, loco x, G, , habetur theorema sequens, 
T heorema, 
» Proposita functione 

TL (At AE) + (pr tei. uS tun FI: (Pat ^ mt En 1} 2 

in qua statuitur: 

N webb bbe thai, 


Pi Pr Prien Pn-1 Pr—1 1: 
Dg, d ERN dy; ot < 


e tU 


Pn—1 Pn-—ı 


m 


„porro supponitur : 


Qu—i An—ı 
„int Gy, Gr, G, , radices aeguationes : 
rt Pr P2 Pe COME EE ub prt dA 
a, Tire 1,927 x ; 


qn—1 dn-1 — % 
„yuae omnes erunt positivae; ac statuatur: 


Pr Pi d: AIRES Po P2 0, _PeP2 92 72 _ : Pr-1Pr- Pr=1 Ja—t Ari —1) 
VE snd Ti Jis AK + | (Gm = dme Lii. T2 m (es (Gm — Qui Qn—1 Guts)? 
Vt fon bel. Parse 


» 


Dn pes prem 
Q1 9ı Je d; Qn—1 In—i 
1 p: gi 5, P. oes d$ E mum Prot qai Ent 
I ——M a HT RCE FREE duel: 
ae sass ne ar Bi... per: 


Qqn— 
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„erit etiam: 
3: Ui Or +. T Vs pies ui (Er 1 L.. d Mmm 


bx 


„ac habetur iransformatio integvalis multiplicis indefinita: 


des 





" C $1 o dam 06, 2 
99 ig cin) NT NEIL OA equo mq MM CT Oe 20 
s Eni [Cp VR RE En) eee (Prt + 42-4 sy] : 


LEN ROS Us res OUn—2 SU 
uus Un see v,v, +6, v, v, ....- I Guy Un—1 Unes jm 


Addo, si integrale propositum extenditur ad volores omnes variabi- 
lium &, &,.... E41, qui satisfaciunt aequationi 
EE, +8, & esc ND Eua = À, 
etiam integrale transformatum extendi ad valores ones variabilium 1, 
Viry ose Duo, Qui satisfaciunt aequationi . 
DV U3 Vy de ve USD m 
Applicatis quaestionibus algebraicis, quas problemate I. suscepimus, 
ad transformationem singularem integralium multiplicium: jam quaestiont- 
bus illis maiorem conciliemus generalitatem, proponendo binas simul func- 
tiones quaslibet homogeneas secundi ordinis per substitutiones lineares 
transformandas in alias, quae solis variabilium quadratis constant. Quarum 
functionum altera in problemate T. erat summa quadratorum variabilium, 
ideoque iam carebat productis e binis conflatis, Quod igitur problema con~ 
siderari debet ut casus specialis problematis, quod sequentibus proponimus. 


/ 


Pin Gebel era air 


„Datas binas quaslibet functiones V, W homogeneas secundi or- 
» dinis variabilium Lis uy ere Ly per substifutiones lineares hulusmodi: 


Li = ßi Ya + Li: E. +R y; 
»4 = BRyı Rip RP y,, 
3? . e. 

„I. = CE UT 


„transformare in alias variabilium yy, yay see Yo; 


"Hu 


„ Iho Giyiyit G^ Y, Sr Milo zr Gs Y» Y^ 9 
»M = H, y, 34 + H, y, Yarecs + HAS , 
»ouae solis variabilium quadratis constant.” 
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UE 
Kunetiones 7, 77 desiguemus hunc. in modum 
y + mms 
V = Eu,ix, x), 


ay 


ia ni 3 


quibus in summis numeris «, x valores omnes tribuuntur 1, 2 .... 7. 
Statuamus porro 
Q, i = y) b, ; Lb, 
ita ut termini in æ,x, ducti, ubi x, À diversi sunt, in functionibus illis sint 
2,42, Xs ARTS Xe 
Supponamus, © - substitutionibus propositis vice versa sequi: 
yia x d- 0,2... tb On May 
me CAN ‘4 u 
Yp=%& 2x, 1-0, 35... À Un Lu 


yx — aO x, + a” x, eeee + aC) X ° 
Quibus expressionibus variabilium y;, y; .... y, substitutis in. aequation- 
bus propositis: | 
"TIS I : | 
Fm SAP = C, y, y C. ys y. esc pe Vel 


If Ema, Hiyiyi+ Hays yi... + LIAS ys 


singulos comparando terminos nanciscimur: 
2. (2,5 == G, 0,0, + G, 070; .... + Ga af, 
6,,== Ho,o, + HM, a7 aj... + A, atat? : 
Determinantur autem coéfficientes of” per coéfficientes substitutionum’ pro- 
positarum Q7", uti facile patet, per formulas 
y, [te aO + an pes... + amp, 
0 2 a? CM + 6 BY ..,. A- ot? Go. 
in quarum postrema x, À, diversi supponuntur, Hine nanciscimur e (2.): 
4. yo)? Qt + 00 G, lf + BM a, =G, a, 
I5, , E B9 0, ss. PE, = Ha, 
Unde posito brevitatis causa 
Apte Deo Ep E, B UNUM UM HOUR 


1. 


habetur e {4.): ; 
í (23 Bi) ' a) 
9. Lei Ij +12 pt fee + I 


“yn EU + 0. 
Quae formula, posito 1, 2, dy Y x, suppeditat 7 aequationes se- 


quentes . 
49 
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TH} go 4 TAQ... ID BM — 0, 
p NBO + MEN. e 19) B = 0, 
72.00 4. 7200... + I pio — 0. 


De quibus aequationibus eliminatis QU, B® .... BM, habes aequationem 


conditionalem 1 
8. Z +719 IO = 


2,2 eee 
De qua aequatione valorem expressionis 
6 
H;? 
per resolutionem aequationis algebraicae n" ordinis eruis; cuius radices 
omnes obtines, ponendo pro A valores 1, 2, .... 7, Hinc si statuimus 
75 = Ha,,u— Gb,n, 


habetur aequatio, respectu ipsarum G, Æ identica: 
QUE 














SEK yy ap au Hs) (HER)... (jg SE) 
mE bine (A — 6) (55 — 6) .... (S38 — e). 


E quantitatibus autem G,, H; alteram semper pro arbitris accipere licet, 
quippe quarum rationem tantum problemate proposito derterminari, facile 
patet. E quibus cum etiam J, innotescat, e quibuslibet 7 — 1 aequatio- 
nibus, de aequationibus (7.) desumtis, obtines rationes, in quibus sunt 
(4) (4) - 2 
BU Bi), À esse» c 2 
per ipsas ZU), COSE expressas, Unde ipsarum (X? valores facile de- 
rivantur. | 
Adnotemus adhuc formulas, quae e (2.) sequuntur: 
10. Jeu: autre de m = Gies y, Gia, y, pee + G00 ys, 
5, 100, + 5,2; eree + Bonn = LO yir a y: +... +H, ay 
26. 
Eadem methodo, qua in problemate Y, usi sumus, coéfficientium 
E , 
(X^ po po 
202 $537 RT n 


quadrata et binorum producta de formulis (7.) derivantur. Supponamus 


enim acquaticues 
x he 
11 TD y Fu: HE Tiu, en Wy 


° e . > 


(2 2) (à 
Tu, $12) Us so... d Iu, pe ry 


” 
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de quibus vice ibus sequantur: 
(a a ee. KY = ZEN) IN... 74, 
12 Kj uw, + KQw,....-4- R® — TUNER STUPET Key 
Kio w, + Ku, .... + KQ = = Up ely s. 1; 
ubi ex iis, quae in problemate i, adnotavimus, fit rursus 
Ky E Ku 
His statutis, fit per eandem ratiocinationem, quam $. 9. adhibuimus, 
1308960 pK, 
multiplicatore p? eodem manente pro omnibus valoribus indicum x, x. 
Cuius ut eruatur valor, observo, per substitutiones propositas haberi e (1.): 


Za, be po po = c Gi3 
i4. d 
= De pt» Op = A, 3 


porro ubi A, A’ sunt numeri diversi: 
xx BPAY = 0, 


bi: zb, BM BY) — 0, 


Unde iam habetur e (13.): 





Gi H; 
16. pA = — = Se 
: , KO) u KA, 9 
ED Kr 2 ur KL, 
27. 


Alium modum determinandi quantitates B®“, nancisceris diffe- 
rentiando aequationes (14.) secundum constantes @,,., 5, ,, quao functio= 
nes 7, /7 afficiunt. Eum in finem observo, fieri e (4.): 

E08 BY BP = 2z (GLP Z a, B7) —2 G; Za 002, 


17. ES b, 12. BPO = 2x (8? Bb, BG 2) = 2H Dah 9p 








Vars 
Unde habes, differentiando (14.) secundum @,,, 4, ,: 
9 Gi _ 3H go». (D Ser. age 
d'a. p Ps +26; 2a; dayr CER 
CHERS 2JT ma ) OA 
5 d, x 2 by y 
18. a 0 
ah: (2) 
à T =a ^ 0,2 o Eco m 
9Hi. hop () d 
25. = BM BM 12 H, Zu; 55 
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porro, quoties # et «^ diversi sunt: 


oO 




















(E. cc a0P og 30 Ea? y=, 
G Gur ay, rad 
d Hy d 5 H, zd 1 9 8; 
dup ect 
19. -- a 
ae 
A =, SIE 
x, x! x ob, x! 
of, Seit i 
———— — 9 (2(4) (XC) 2 S (2) 
VO b, ? [2 x! + E H, EE a, b. We 


Kk (18.) sequitur: 
25013 H;,06G;-—6G;20H, G;oH;-—H;0G; 
4 WAP, em i aee arg Eu ma UN soweit ten pps 
20. p: es bur H; "| "TN G 16 5 


e (19.) sequitur: s 
21, BEBO = H10G—G10H — 6.6 Rese: Ga. 
x x 2 H, O ay,» 2G;0b,, 
Quae sunt formulae quaesitae. E quibus videmus, etiam S. uti in pro- 


blemate I. magis speciali, unica formata aequatione n" gradus, cuius radi- 


| 





ces sunt Gi 

H;? 
totum confici problema. Videlicet per differentialia partialia barum quan- 
titatum, sumta secundum constantes, quae alterutram functionem proposi- 
tam afiiciuct. siatim habentur e (20. dv (21. ) quantitates 

BABA, po BY, 

unde per extractionem radicis quadraticae mt substitutionis propositae 
coëfficientes 2°? prodeunt. | 

28. 

Valores expressionum 


H, o OG; "wet o IT, 
* . 0 . 6; - e 
de aequatione, cuius radices sunt i invenimus hune in modum. Sit 


breyitatis causa: 


coy ata Hess Las... A = 7% 
22 UA Ga ER * CR Gain = 4, 
so: bit bo» sone Dan e D; 


est e (9.): 
23 0006 








| 


«(a — S85) (a — 8)... (u$) 


I 


zr(5-e-6.--—9) 


quae acquationes respectu ipsarum G, H identicae sunt. De quibus, cum 
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sequatur : GI 0SuG. 


A 
Dic: HH EH 


simul statuere licet: 
A GEH, 


N EDT 


Alteram enim quantitatem ex iis, quae $. 25. diximus, ex arbitrio 
Hiuc aequationes (23.) magis concinne exhibere licet hunc 


as. | 


acci- 


pere licet. 


in modum: 
20. i= (G,H— H,G)(G,H—H,G).. » MG, ET — HG). 

Differentiata hac aequatione secundum G, H, #,,, 4,,, 

differentiationem G — G;, H — H;, provenit: 


I I a ; 
o1: rn. re cg — (G, H;—H, G:)(G, A — i, Gi). m6. H; zum TIE Gi), 


quo in producto omitti debet factor evanescens 


, ae posito post 



































G,H, —H;G;; 
porro fit: 
a H,0G;—G i 
ss = (6, Hi—H, G:)(G, H1—H, 63)... (Gn H;—H, Gi) — UM 
28. en R E pu H e; Te, à IH; 
Sig = OM, Gi)(G, H,—H, G2)... (Gn Hi—H, 8) 7 5, 1—52 
sive e (27.): 
= aa ne & 
H;0G;—G;oH; __ H "m Bozen O Oy, x! 
PT ae Pat an CT oe 
oG cH 
29. = oF 
H10G1—G10H __ Oe te) Q by sr 
U NE De EN ELO 
i 9 oH 
Unde habetur e (20.), (21.): 
or ol 
Gi Oa, x H; Q bur 
(A) (2) --— S ———— ee nr lent PE 
pe Bs p Hand RANG: 
er oH 56 


ue Bi) Br Gi 20 an m A H, Y 20b. 

: r H, of Gy of Y 

8H o 

Quibus formulis collatis cum (13.), (16.), colligitur : 
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0I à 
Fer Za, s 


2,” 


Q 
Q5 
- 


| 


= — 2 by ys A x' 9 
3l. af rus dy 
H; © yx G; Obs = AY xj 
al 25. 
es DE ——————— LL (4) 
2 A; Q an,#t D G; e b, xi b age A 


Q5 
©) 


Quibus in formulis, sicuti in antecedentibus, post differentiationem ponen- 
dum est G= G;, H=H,. Fit porro e (16.), (27.) (31.): 
32. p^ = ——— TEE M 
(6, H; — BH, Gi) (C, H; — H,6;)....(G,H; — H,G5)? 
ideoquo 
AG, 
33. LOL = RUN HH EF 
* (G, H; — H, G,)(G, Hi — H, G;) ....(G, Hi — H,G;)* 


Docent formulae (30.) unica formata aequatione 7 — 0, cuius radices 


6, 6, 


G DT Mes ee MR 

Im = Pere a , determinari etiam ipsos substitutionis propositae coëff- 
2 LCA 

cientes LL, 


29. 


Alia formularum systemata memoratu digna hoc modo inveniuntur. 
statuamus: 


^ 


Dan Li + Do Da oo ve a GENRES, 
de quibus aequationibus vice versa sequantur hae: 
5. ie 0,1059 2000 G,, n) Cy == AL, = A}: t, + Ay. Leen. arz c N 
(2+ bit by» en On) Hy = Ba, = BV; + Be. of B, LU. 
Fit autem e (10.), (34.) etiam 
36. i CS UE re e a Gy, = t, 
%.H,yı ra. Hy; Lam, Hy BE v, 
de quibus aequationibus deducitur: 
ay, [OY BO t FBO by ee FBO 6, 
LH, y, — BPD, ABP Uy. Hu. 
Substituatur in his aequationibus: 
Yn = at ary + a tg vere FOP ys; 
quo facto de iis porro deducitur: 


34. int X 0,2% + dyn Gy = É,, 


En 
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een tEL, + B,4,) + 
Br [77 oe 4“ 
rg iab Re... + Bret) + 


o : a 4 EVE 
(Bt FAM te HN); 


4" 
TV) 1 
XL, == H (f, v, + 3, CORRE & U,) y 
Le 


H. (By V, + By in... 3-0) + 


ES bay TES 
H, (Bj? v, 4- PSY v ... . +R 


Quibus formulis comparatis cum (35.), dents 


bs Ua dd B. 63 HALE 


38, 


(n) U,) 











rente 
* ° Hs e 2 sk 4A 82 gy 
BUE fuc? TI La 


Si in his aequationibus per pee agp exhibemus coéfficientes (9 
nec non quantitates c, ,,, quod fit per formulas (2), aequationes illae iden- 
ticae evadere debent, Afficiuntur autem coéfficientes 6% omnes eodem 
denominatore Ska atis ral, 

Unde si expressiones (39.) sub. eundem denominatorem redigimus, ae de» 
nominatores in utraque aequationum parte aequiparamus, colligitur : 

Tm: uad: un FILE 0.00] Gy G;....G,, 
' IB=2+ b,, Dos pie rn are COR ETS AN à PSP à ee 


Unde etiam sequitur e 6. 5.: 
GG. RG, H, H, .... H,, 


41. (2 an Bit Dia i as Ban) See re + GELD Eat 
De formula GG GE IHWH HI 
Jud Te TOME 


per- considerationes similes iis, quibus 6, 5. usi sumus, aequationem (9.) 


via directa derivare licet. 
D M D,; 


Sequitur e (39.), posito DEL. b,;, simul (d Gr; 





AS ge) 1 1 2 B 1 
H, abire in Pi, G,? H,? unde etiam 4, B, Ay. H 7,29 pi in T B? 
9,15 b, i» a abeunt. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hft, 1. 8 
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IV. Theoremata varia de transformatione et determinatione 
integralium multiplicium. 


30. 

His breviter annectam varia theoremata de transformatione et de- 
terminatione integralium multiplicium, quae aliam adhuc docent appiicatio- 
nem quaestionum ‚algebraicarum propositarum, atque in Problemate II. de- 
dimus. Eum in finem antemittimus , quae sequuntur. 


Supponamus 
1: Hy Li + ma... XX, = 1, 
sitque. - 


x x Es 
Di 2 € a ag ee 
2. Sn Gt TUS ci SUD x = En; 


facile probatur, fore: 


"ire 


NP ^ 

SU do ato Ts or OC DIO PRO M 

d — — —— MÀ — M — en a 
n 7" 


On e 2 T — 
[14- EE + ea & P „+ Ec Ex = 


qo 





IE, DEL sete te 
Sit porro: 


4 £ AA. m 1 v E A chi my, D t» 715.1 v 
— Sn 0 — MZ. P 5 =. 
. 1 pM 2 sp er En=1 ma Un-i5 


designantibus 7, 72,, .... 71, constantes: fit e (338 


u nn nn nn ——— MUTET FETT 
— 


Xn Y E] 


2 2 4 2 212 
Lr? vv, +m? VU, + mis Uni Ya ma] 


GY Yeh Yee typ = 1, 


an | ^ 
5 enu “4 2 O eek Ta 0TH. se Min "2 U, Ov, eves © Un», —! 
. Tamm ——À MÀ M — € — 


Sit rursus: 


atque 
by 1 y EE u 
y Vv; =}, mb nore sie Lys pes Pisa 
n n Jn 
habetur eodem modo aique (3.): 
a yi ral . t9. n Qy — E 3 
hs re — y^ QU, dui. MC 
ya n 1 1 1—19 


qua formula substituta in (5.), prodit haec formula memorabilis : 


$ Ox,0xX....OXxn.1 — M3 M, vec Mn Oy, Oy, eO Yn- 

. re P EE Wet MGE oap HR : 3 nd 
Jn [miy,y, mi y, y... me ya ya 
Habentur autem e (2.), (4.), (7.) inter variabiles m, , æ,, .... m, et yi5 
Yay «+++ ¥, relationes sequentes: 
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In = pp 
P — j EET 
[mi youre» Fast mnynyn} 
m Chers E OUR Y 
Jo Se NICE qt 
m E ae o. + Exp 
9. P m, n 2 n, TED Ma Mn 
2 BEE tema = —— 1 
MN ico mi ya acces mE Ya ya = x, I vp Oa D. 
M EA! 27% UE Jii 4 
m, m, ie m, B pmmaping 


Si variabilibus x», x, .... x, valores omnes positivi tribuuntur, qui aequa- 
tioni (1.) satisfaciunt, variabiles £j, & .... £,- valores omnes induunt a 
O usque oo, et vice versa. Simul variabiles v, U, .... U, , valores omnes 
induunt a O usque co, ideoque variabiles y,, Ya .... y, valores omnes 
positives, qui aequationi (6.) satisfaciunt. | 


31 


Determinemus pro limitibus assignatis integrale 
19 S8 acd Cyn Qe 0 a. ext an ace 08,08, wate Gad 
L2 f In n Ld 
2. 8. [14- &. E+, E, d Eb]? 


Eum in finem integrale sub eadem forma exhibeo, quae pro 2=3 usi- 
tata esf, ponendo 


x, = c0sQ,, 
x, = sin, cosP,, 
11 ii Pa — sin Q, sin Q, Dos Q;, 
& 
- * . . » . . e . * . . La « * 


%, = sin Q, sinQ, .... sin Q, C08®, 3, 
ax, — Sind, sinQ,.... sin Q, 5 sinQ, ,. 
Quibus statutis facile probatur, fieri 
12 9 m Em un mn = sin” 0, sin” “Q, .... Sin Q, 500,00, .... 00,4, 
uti iam irdicavi in commentatione anteriore supra citata (Vol. VIL). 
Iutegrali (7 — 1)tuplo inter limites assignatos sumto, apguli Q,, Pr, .... Q 


ni 


7b . » 
a O nsque — extendi debent. Fit autem, quae sunt formulae notae, 





2 
, : S wd 1.3.5....(9m--1) x 
I B pop e du Dy 
o 
z 2:225. 6.. 41.6:.:92 n 
2m-4-L atm 
f’ sin qoQ = AR ER 2m--1) 


Unde, guoties n est numerus par, eruimus 








Ce. CA in up LE d 1.3... (n—3) 
2/7 2 72.42.4.6 Da (n—4) 2 d WE 
90 9144914, 6 ie eee fr A) 
| 13 3.500700 aitu 3)? 
SVG n 
3 
138 = 


nn ET: 
Quoties vero n est impar, hit 


n-—1 











ovid (e Hie TUER E edo 
aoe) MOV ATEN UNS AAA EESTI 
9 2.4 2.4.6 2.4....(n—3) 
53.519 5 Tu D (ia) 
sive nt 
5 UE 
2 "AM 
14.0.5 = D te 
32. 
Invento valore ipsius i$, babetur inter limites assignatos valor in- 
tegralis : 
ji 07, Ov, .... 9 Yn—1 S 
15. m la eS 3 
: 2 3 i> M, My +. lin 
. Yn m? ViVi me Va Favre oun Yn Ya] 


quoe magno usui est formula. 
Ponamus in ea m’ tx, mix, .,... m, 4x loco mj, ms, «6. 


| rac: 
16. dinge OY, 9ys- oe OYn—1 
Yn MEM Yıyı Ms Vo voce mM; Ya nl? 


= YieTnjs e m). (nemi) 
Qua secundum quantitates x, 7, 771, »... M, differentiata, alias varias eruis, 
Ducamus (16.) in dx, atque integrationem novam instituamus a 
a == 0 usque ad «= = quo facto, prodit haec formula: 


17. e Lua mare TE 
yaIni y. y, demi ya yas mis dl 
= Ox 
= S 
sf. Y [o VIG En) (2 mi). --. (Emi) 
De qua, advocata c3. etiam bane deducis elegantem: 


eget Mrs fit: 
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mt oan. 
18. PE TAGES LOU ue = 
[+ a 2 v EE 


m, Ma Ma Mn Mn 





m m.m, (Ma. Hn Go 
RM ee. Jenn: em]? 


. . 1 
sive posito — loco 7:5, ac deinde — loco x: 
m, Ps 2 


ln aX | m? x DT PLAY es en] 


dx 
e Y [(t4-m? T2 V ETE e(mia)] 


n—2 Ss vum er "Ox 
MT V (Ge mi (a Emi)... (a -]- m]? 
Quam formulam ex elegantissimis esse censeo. Generaliorem nanciscimur 
modo sequente. 
Sit X functio quaelibet ipsias x, quam iteratis vicibus a x =: à 
usque ad «=a integremus; sit porro 


habetur nota formula: 


! 5 AP 
PACEM URGES TEM Sx X = X,— px Xy pia X, LED t2?X,, 


ub? 
ded p(p—1). (prim 
Pr Le MTS 


Sit a=o, p+1 wc porro statuatur; 
X= [7 ut es CY DOIS E Urat ! 
ys loo demi y, y, demi ya ya em ys y? 


F 
v 


S 
= Viet m, m) (a -]-m? ) )....(2--m3)]? 


eruitur, p + 1 vicibus integratione facta a a — x usque x = oo: 


ptt ol grt n-i OV, OVE Tus CY 
21. y. d deer cpm f. XOU TTE PUTES 
yn latmi yi y mir ae Tm und? 
_ Xp—pie Xp Xp ta X, 
E MOUTON ? 
siquidem ponitur: 
X, = 8 ue 


5 TEE ....@+m)]" 
Ne qua formula, posito x — 0, ac scribendo p—1 loco p, nanciscimur: 
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QP, 1. 5 3....(p—1) mt , | Qy, — y Oy, teen Q y 


22. D D. ....(na—2p) 





Ys Im? rime yu fg vee LT ed 


qal Ox 
Merge Doni 


De qua formula per (8.), (9.) deducis hanc: 





2.1.2.3... (pon) o meto Ox, OX, 2... Ont 
= (n—2) (n—4)....(n—2p) E [2 d EC EE ER DR l 
m, m, "Ung Mn Mn 
"m. 


—1 
MONS le SAP TEE 


o Y [(a 4-3) (x + m?) -... (&-+m})]? 


| 





; : | 1 1 hes dei 

sive etiam, ponendo aO NM loco 7j, 75, .... m,, ac deiude 
1 2 n 

1 

— loco x: 

x 

Dino dE Fro Be n—2 5 dx, E joa PO Et 
n 2.3... (p—1) 2 | 
"US  (n—2)(n—4)....(n— 2p) En [mi ‚tm? Ly Ly vere MS En ou^ 
ars lom 
prs c VUE a) (ons x)... (1-- m x)] 
n ti 

E. DUNT TE 
m a YARIS Lin) mers Em] 


In formulis (22. — 24.) suppositum est, esse P numerum infesrum 70 


atque «C > Ubi 2 est numerus par, formulae (22.), (24.) eodem re- 





e 72 T e 
deunt, dummodo loco p ponitur 5 —P. Ubi n est numerus impar, docet 


comparatio formularum (22.), (24.), sufficere, ut sit 2p numerus integer 
>> 0 atque «77; quo stafuto, utraque formula inter se convenit, posito 
ST p loco p, dummodo coëfficientem numericum, posito 2p Ee exhi- 
bes hunc in modum: 

DIES mE] LT [(9—2) )(q—4)... Jn —9—2)(n — 9—8).. ei 


man a — M a MÀ b DC WELT Le ——— —— ee TEN 


(n —2)( (n—4)(n—0)...... 2 
TG duch rare quousque in numeris positivis possunt. 


| 33. 

Iutegralia simplicia, quibus in antecedentibus integralia (2 — 1)tu- 
pla expressimus, exhiberi possunt, etiamsi quantitates Hy 11e. ite NOMS 
explicite datae sint, sed ut radices aequationis algebraicae z" ordinis. Cuius 
observationis usum commodum in sequentibus videbimus. 
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Integralia (7— 1)tupla ad valores tantum' positivos variabilium 
Lis 2,,.:.. x, extendimus; in sequentibus integralia ad valores earur: exten- 
demus omnes, sive positivos, sive negativos, qui satisfaciunt acquationi (1. » 

SPI. 3$ Fan, el, 
Quam rem ita intelligimus, ac si loco integralis 
ue RA 
ee CR TE PRES yd 

ponatur summa duorum, 








n-—l ox, Q a, +» » Ani A gar, Qm. re O Xv 
ICE is Aris AE NUE a, f (Ly > 9, NE IE Ds an)? 


in quibus statui debet 
x, = V ((0l—32 x — xx... Hy Ht) 
valore radicalis semper positivo accepto, ac variabilibus æ,, x, .... Lu-ı 
valores reales cum positivi tum negativi tribuendi sunt omnes, pro quibus 
242, Foyer. Kay nt — — 1, 
Adhibeamus iam substitutiones, quas in Problemate I. proposuimus, e qui- 
bus cum fiat: 
LIE Lies pee Pee NE ONT Vays + Yo Joie Yn Ins 
pro limitibus assignatis integralia etiam respectu variabilium y,, Ya ++ ++ Yn ad 
valores carum omnes extendi debent cum positivos tum negativos, qui aeguationl 
HiFi Por ty. = d 
satisfaciunt. Per quas substitutiones transformavimus in Probl. I. functio- 
nem homogeneam secundi ordinis variabilium x»;, 25, .... Lng 
Fm Z Cri Cr X1 
x, 
73 = €; Yıyı + Go ys Yo ent GO, Yan Ya» 
Demonstravimus porro in Probl. Ii. 6.19. theor. 3., iisdem substitutio- 
nibus adhibitis, ease | 
dx, 0x, .... QXxaa aas Oy, Ó y, n Ó ya 
Xn Ju ^ 


in banc, 


Unde fit : 


‘28. f 2 EIER 159A 7 e GA — fis QY, OY, vu Ü re LET BER 
Zn P7 . Yul y yc Ga 2 Ys ode Gs Yn nl 


Supponamus, functionem # pro valoribus omnibns variabilium æ,, 2», ... 
... &, valores tantum positivos induere,.sicufi ex. gr. locum habet, ubi 
V proponitur tamquam summa complurium quadratorum functionum linea- 
rium jpsarum Li, X», «+++, 2,: quo statuto, necessario quantitates G,, ©. ++; 
… G, omnes crunt positivae, 
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Observo iam, si in (25.) integrale (z —1)tuplum extenditur ad 
variabilium ÿ1, yo, .... y, Valores omnes cum positivos tum negativos, 


pro quibus 
Yıyfıt sys = A, 
integralis valorem esse 2"tuplum valoris, quem induit, ubi ad earum va- 


lores tantum positivos extendatur. Hinc posito 7 —— e formulis (25.), 


(15.) nanciscimur: 
26 (mot Om Om ru Oni o 225 
pe "jp ius reete o 
= ,,) 04%] * 
sive e formula Gr & qu 
! Ox, 0x, pm eos OX AN 


27. e boss S cca. qM 
iP Ey VE ait 02,200: Ann) E 
m az, A By, HX, DE £ 


De qua formula, differentiationibus secundum constantes e,,, institutis, rur- 
sus innumeras alias deducis. | 
Vocemus T' expressionem, in quam abit ipsa 
ZT Gin 05.605255 
ubi loco 2,,, 055, .... C, scribimus At, 055 - Ly vee nt Quae 
ab expressione Tl' $. 8. proposita eo tantum differt, quod loco x scriptum 


est —x. Unde e formula $. 8. proposita fit: 
= (x--Gj)(x-- G3... (a+ G: 


. ee * n s 
Hine si in formula => ponitur m= ——p, M=P, ubi p est numerus 





integer > o atque <->, habetur e (22.), (24.): 
ni Ox 2 M = 2n—P (n—2) (n—4) ons mE AT <p) (on) an Ox. 2; 
J : Sr 1.2.. rl) 
euim 0, i X x) 2 


28. 


* Ox, OX, OL, ... OX» = re ae e ...(n—2p fe BE Uy 
an ( 2 a+, 1 Lx cae 172% 19 rein 100 


x À 1 / 


uae formulae eo mexime se commendant, quod integralia (2— 1)tupla 
proposita ad integralia simplicia absque ulla aequationis algebraicae reso- 
lutione revocantur. Ad generaliora adhuc pervenimus modo gere 
34. 


e mem m.eeedtmomo = 


Posito 


elementi 
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Oz, 0; Oz, Oi 2.2: Oz 


Ann mn nn nn nn 


Zn : 
quod designemus per © Z, expressionem generalem per alias variabiles 
antemittamus. 
Sint z,, 225 «++, z, datae functiones aliarum variabilium /,, 4, ... 
eee In-13 erit 
at, Qt, o 


2,02 = (Zt | OU MEE) 


siquidem sub signo summatorio indices ipsarum z,, 2, .... z, omnibus 
modis permutamus atque singulis terminis per notam regulam signa idonea 
pracfigimus. Si expressionerı illam iterum ducimus in z,, atque simili 
modo expressiones omnes 2,2,9Z exhibemus per differentialia omnium 
praeter ipsius +, variabilium z,, 5. .... z,, quod fit ope aequationis 
202, --25025 seve 2,02, 25.0, 

qua uuius cuiuslibet variobis differontialia per reliquaru:s expcmiutur: 
nanciscimur, summatione facta: 

20. 27 = ere Ls (wre Do anions, 
sub signo summatorio ipsarum z indicibus 1, 2. .... 7 omnimodis permu- 
tatis. Quae expressio generalis elementi az per alias variabiles et prop» 
ter symmetriam, qua gaudef, memorabilis est, et saepius commode adhi- 


beri potest. 


1 92 Oz 
Dr e ne- 











be: 19 








Supponamus, variabiles x, ,2,,... z, datas esse sub forma fractionum, 


Y» 
i, = 
ubi fieri debet, 
t£ = yıyıt Yeya+ Ya ns 
sequitur e theoremate 5. $. 20. proposito, fractionibus illis substitutis in (29.), 
in differentiationibus instituendis denominatorem / considerari posse ut con- 
stantem. Unde fit: 
3 (3i T. Oy, 6) Q Yn-1 3 g 
30, Pa S ot, = SIME 


an i 











Expressionem huiusmodi 


dy Oy O Yn1 
dulce ^ 


haud difficile probatur, non mutare formam, nisi quod in constantem du- 
catur, si per alias variabiles x,, x;, .... x, exprimitur, «quarum suní y,, 
yi, «+++ y, functiones lineares, datas per formulam: 
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| y. = ai? x, balan... ar, 
Scilicet his substitutis valoribus, habetur 
noo y, CY 
= L1 U 2 PICU CY MER TT “| fs 
31: DEE Ot, Ot, Ot) "u 


(n > - aoe c ae jr 
= (Ztaa [cg o dn ) (= ETE E ETÀ j PE S. 


In hac formula, n variabiles 2,, æ,, .... x, consideramus famquam fune- 
tiones 7 —1 variabilium /,, fay .... Eu; unde inter illas certa quaedam 
aequatio locum babere debet. Quam si statuimus, 


a0 LH CERN Toxx. = 1, 








üt e (29): 








Ox, Ox, Q duci 


(ix xe 
unde habemus e (31.): 





^ "^ » OR, Qa TT 
Zs) hd, 9.81658 I bau = = ———— ren 


2. , 
ft 


© Uni 














% Ü T "| na. fal | ? 
3 (zz ie Ee oeve are 3) 95,05... 00 
RAE 2 ne 
N 5 Ox, Ox, On el 
(en 
n 


Quoties igitur 
zB at 39... +22; 1, 
Hy Ly coe u PS d 

atgue dantur Zi, Zi, vec. Zn per Lis Las ı... 9, Ope JOFTRUIGES 


at) an a) a, poe, ree han, ns 
[A 


ll 





Ta 7 


ubi fieri debet: 


LÉ LI (di x, +0: Asus Lo, x.) + 
it ie END 
(0 ay + Gy Lo rues dit) d 
(a ac, + P? os us POM av, A 
habetur formula : 
* Cz cb cr Me L 4 iu A ax Dy a eee 
33. ere parus (2 Loo purs AE eek 
it n 


Substitutio adhibita ita .comparata cst, ut variabilibus »,, «x. 
... 2, tributis valoribus realibus omnibus, qui aequationi 
ENTRE Lo Dyin à ee A NT 
satisfaciunt, variabiles. z, , 2.5...» 2, Valoves reales induant omues, 
aequationi satisfaciunt 


b ECL S 


qui 


a iei t RE el, 


ac vice versa. 


1. € G, J. Jacobi, de transform, integralium multiplieiums 67 


35. 
His praemissis, sint coéfficientes a ideoque quantitates y, eaedem 
atgue in Problemate JH, adhibitae, Et cum in problemate illo quantita- 
tes H,, H., .... H, arbitrariae sint, ponanius omnes — 1. Unde fit: 


Poss Ze == DEV Ge y 
IF = 2 D, gp; = Y 1 yi Yo Yarısı +. Yn Vus 


HL Vy d 


xh 
quarum aequationum postrema suggerit : 
bi WE 
unde 
eee St 
x VW? 
ideopue 
NE I3 


Ir T = ^I a+ G F9 wo A Ye eae ~~ G. Sn tye = 
Fit porro e formula (40.) &, 29., ubi ponitur A, —#,..,.= H,=1: 
(= + E A VN i a}? per = Xt. b, 3A Drs 


z 
Unde formulae (23.) suggerunt: 

















yox. CD, nt _ OZ, Dry 0i... © Er 
TROU Tarp ONE t 
n | 2. P pa? Y vem TI + b DUE n Er) iR 2 LÉ, EA. attt HG zs uj" 
34. 
| i oes Qa, 1 OT y» OU A js OR rds 
T-—D n SE i vv ban) y= —P 
taf x P Py ae: 2 i 2471-6, Za Tao PG, En 2n |? 
Hinc, quoties p est numerus integer >> O0 ac x habetur e (22.), (24,), 
siquidem integralia proposita ad valores varisbillum reales extenduntur 
unes, qui aequationibus | 
DE Dia en nb mime ats ce Ut | 
satisfaciunt : 
\ T-PA 
| 2 a OX ee OX RAE 2"? (n—2) (n—4)... np): Cx. 
RS 3-7 a 73 1.2.3... p- LS XU 1,1 02, Dusse b, s. Gone: Xxt6, tt, mt 
35 } SN AE HS 
| WS Gat, da.-sOmma. RT Pine) (n—4) "ete ESP) 5 rs dat 
TE € Re CS VIDEO EG EEG 1 
1h P à —n jp? $90 i n TEENS bos T ERA m via +G AT G ale. (xd 604i 


Quas formulas observo alteram ex altera prodire, functionibus 7 et 77. 
sive quod idem est, constantibus a,, et b,, infer se permutatis, ac posito 


= loco a. Ham si in Probl. HIE, $. 25. (9.) ponimus 11=1, G==—7, 
g* 
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sequitur, posito | 
Isa == q, 1 ir 0,25, 
fieri 

Zia... „= (SH bib... det G,)(x-+ G.). oO (zd G,) 


„Qua expressione substifuta in (35.), habetur theorema sermeus valde generale, 


Theorema. 
vet 


I, ; — GL + b 2,2 Hs 


ub: f 
Tri == 01s s b, ; = b, E 


. . . » Ft 
erit, designante p numerum integrum >0O ac < :2 


n-i Ox, OW, .... © ns 
Vs TP 
a, Z Gr y 20) z b, Xy EL?) 
> 27 uds >, #, À. 


2"—P(n — 2) (n —4).... (m- E PET we 4 
T2 (p—1) o V GIU.) DT. n 


integrali (n—1)tuplo extenso ad valores reales variabilium Lis 90023» TRIES 





omnes, qui aeguationi 
Li La + x. Meer d m, x“, = 1 
satisfaciunt, ac posito, ubi n par, 


Nu (n—3j(n- = BEDE 


ubi n impar, 


n—1 


(PERS 


(n — 2) (n (na) s r 

Etiam hoc theorema generai: es insigni gaudet proprietate, ut inte- 
grale (2--1)tupium revocetur ad simplex absque ulla aequationis alpebroi- 
cae resolutione. Qua fit, ut per varias differentistisnes. institutas secun- 
dum constantes c,;, 5,;, de theoremate ilio tamquam de fargo fonte in- 
numers alia facile decurrant theoremaía. | 

Ceterum supponimus in theoremate apposito, fuuctiones 

Xam XEbxQn, 


jj = —— 


pro valoribus realibus variabilium æ,, x, . ... æ, neque evanescere posso, 
: neque adeo negativos valores induere. Alioquin enim integrale (2—-1)tuplum 


dim ul 
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propositum aut in inüuitum abiret aut adeo imaginarium foret. Hine 
probari potest, etiam quantitates G,, G., .... G, omnes fore positivas, 
quod et ipsum in antecedentibus ve! tacite supposuimus, 

Si in theorematis antecedentibus ponitur 2 —:3, habentur theore- 
mata, quae in Commentatione nostra Terlia de Jntegralibus duplicibus 
(Vol. X.) promulgavimus *). 

His addam aliud theorema, quod e theovemate $. 24. proposito 


fluit, si loco n—41 variabilium £, £,.... £4 ponantur z variabiles 2, 
n-—4 


Xi, +... x,, simulque in formula (24.) statuatur n Imper atque p:- ——. 
Theorema. 
Sit n numerus impar, ac suppponatur- 
p P2P Papa 
PıPr PePa i] PE CL 


e700 














; 4193 — dads dug 
erit 
Mor AT. OD. as On 

ren RES PETER Ce ae OT es ee 
Xn Ip. + Ys 2.) -- (p. + 2; c.) pod + Gs Gn In)" x 

n—T 

2.02. e Ge re a eh eh 
n— T | ( no 0d pt od Toss DR TR — Ber] 
12... ( 2 ) ? V[zcta. 9) 73,92 Gre gn an) M +9,94 YF pe Ped] 


integrali (n—1)tuplo extenso od variabilium zx, «,.,.... x, valores 
reales omnes, qui aeguationi 
x +02... aan = d, 
satisfaciunt. 
Scrib. d. 23. Aug. 1833. 





*) In commentationis citatae formula postrema, quae theoremati apposito re- 
spondet, typothetae errore loco Y (xX) positum est Y (A... 


+ 
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2 
Über die Zeichen der Mathematik. 


(Von Herrn Dr. Schellbach zu Berlin. } 





- S. ix 
Un den Gedanken gleich an einen bestimmten Gegenstand zu knüpfen, 
stellen wir hier die einfachen Rechnungsarten zusammen. 


Addition "gaps PaL T 


Y Ne je—a b » 6 « »& p 
Subtraction n 
Ic—b = G * eee Oe 
Multiplication eb cj .... 4. 
C Ld 
er En DA ee TTA 
Division g 
c 
D a CR EE 9. 
À à a 
Logarithmirung Anz «| AD ey Lr 
2 EE 1 / 
Extrahirung a 


ud 


b | Klauen: 
Potenzirung be rr ig MTS, RO EN GE | E 
Das Zusammenfallen der Rechnungsarten (2.) und (3.) in die Sub- 
traction, so wie (5.) und (6.) in die Division, erklärt sich aus der Gleich- 
gültigkeit der Summanden und Factoren; in der dritten Gruppe, wo die 
Grófsen «e, b, c verschiedene Bedeutung haben, sind auch die Rechnungs- 
arten gesondert, welche durch sie bedingt werden. 


Die Nothwendipkeit der Bezeichnungsweise des Potenzirens und 
Extrahirens zeigt sich darin, dafs jetzt Wenger rait der Grundgröfse selbst 
operirt wird, ais mit dem Operationszeichen, d, h. dafs die Rechnung mit 
Potenzeu und Wurzeln auf eine Rechnung mit ihren Kxponenten zurück- 
gebracht ist. Der Gedanke bietet sich von selbst der, auch die Logarith- 
men durch eine schickliche Bezeichnung diesen Vortheil geuiefsen zu las- 
sen; daher ist statt der unvollständigen Formel 

log c ED 
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die Gleichung 


SX à 
il 
ec 


entstanden, | 
Die Wahl einer divisionsförmigen Bezeichnung der Logarith- 
men rechtfertigt sich wohl dadurch am besten, dafs 
eV UE po 7 >... 
(ht) — E(b—1) d- i0 {)° — 
der Logarithmus von # für die Basis 5 ist, 
Der Satz vom Modul wird dann auf folgende Weise geschrieben: 


i 2h a 
10. ED 
Desk k 
weraus sogleich folgt: : : 
d t" a b abe a bec a 
ii. doe x ocx x ox x OX EXOX OX X X me. 
a b a btc b.e.d a 


Nennt man in der Gleichung (7.) « den Logarithinandus, 5 die Ba- 
sis und ¢ den Logarithmus, so läfst sich (11.) durch den Satz ausdrücken: 
in einem Producte verschiedener Logarithmen heben sich 
sleiche Basen gegen gleiche Logarithmanden auf. 

in dieser Form ausgesprochen, prägt sich der Satz (10.) vom Mo« 
dul dem Gedächtnifs auf der Stelle ein, weit er hier mathematischer ere 
scheint, als in der gewöhnlichen Weise. 

Man hat aufserdem folgende Verwandlungen: 


m ; 1 
nt 
9 m € a a a a^ 
Eg. Ux Six E OX X us 
n b b € b^ L 
b? br 


Auch hier zeigt sich der Vortheil einer divisionsfürmigen Lo. 
garithmen- Bezeichnung deutlich. 

So wie für die Multiplication und Division verschiedene Bezeich- 
nungen beibehalten sind, weil sich manche Formeln auf die eine Weise 
geschickter darstellen lassen, als auf die audere, so kann man anch aus 
demselben Grunde für die Logarithmen noch eine zweite Bezeiehnang 
einführen. Es ist nemlich ganz gleichbedeutend 

axb und. a. 


a ; * 


eben so sei es init 
und 2:5 


SX R 
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Sind Logarithmand oder Basis zusammengesetzte Größen, so wird 
man dic letzte Bezeichnung anwenden, aiso den Logarithmus von a Là 
für die Basis ¢ schreiben: | 

(a d- à): c 

Dieser Bezeichnung wird man sich ebenfalls bedienen, wenn der 

Logarithmus von einem Logaritbmus genommen werden soil: also drückt 
In ye 
den Logorithmus von a:5 für die Basis ¢ aus. 

Durch diese Bezeichnung wird nun auch die formelle Auflösung 
der Gleichung 
€ a^ = € 


den übrigen mathematischen Opérationen analoger; denn so wie man sie 


sonst in Bezug auf « gewissermalsen multiplicationsweise auf 
Taste, durch 


rj 


4 à i 
ge "zc d h.e c; 
so list man sie jetzt in ähnlichem Sinne divisions weise auf in Be- 
zug auf 5 durch 


a Ca. c 
ax dohish ne 
a a a 


Der nächste Fortgang vor den obigen 9 ersten Gleichungen ist 
durch die Gleichgültigkeit der Anzahl der Elemenie a, à. e gegeben. 
Siné diese ohne elle Bezichung zu emarder, daun entwickelt sich aus der 
aufgestellten Gleichungen die Buchstebenrechuung. Treten sie aber nur 
in die einfachste Beziehung der Aufeinanderfolge, so müssen wieder neue 
Zeichen gewählt werden, die sich an dic schon vorhandenen anschliefsen. 
Hier sind nun zunächst folgende wesentlichs Unterschiede der mathematis 
schen Zeichen festzuhalten. 

1. Entwicklungszeichen, Zeichen, die aus der Entwickelung 
der Mathematik selbst entstanden sind, ohne welche überhaupt kein wah- 
rer Fortschritt dieser Wissenschaft möglich ist, Sind die ersten dieser 
Zeichen gesetzt, so ist die Form der folgenden auch schon hestimmt. 
Wegen der Einfachheit der ersten mathematischen Operationen wird der 
Willkür in der Bildung dieser Zeichen auch kein grofser Spielraum ge- 
blieben sein, und wir überzeugen uns bald von der Nothwendigkeit und 
Richtigkeit derselben; bauen wir also auf ihnen fort, so sind wir der 
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Festigkeit unserer Grundlage versichert. Ein Blick auf die oben aufge- 
stellte ‘fate! lehrt, dafs schon in der dritten Gruppe die Formen der bei- 
den ersten wieder benutzt sind, wie z.B. bei den Bruch-Exponenten und 
Logarithmen; denn dafs sich hier die Bezeichnung durch /oz sehr fremd- 
artig ausnebmen würde, leuchtet wohl hinlänglich ein. 


2. Abkürzungszeichen, Zeichen, bei denen es nur darauf an- 
kommt, das Wesentliche einer Formel, also das Veründerliche, vom Un- 
wesentlichen, dem Starren, Unveränderlichen, zu sondern, und in einem 
Bilde zusammenzufassen. Hier hat die Willkür schon bei weitem freieres - 
Spiel. Soll z, B. der £° Binomialcoefficient der 2" Potenz ausgedrückt 


werden, so kann dies geschehen durch z,, oder (7,2), oder (7) , oder 


auf eine beliebige andere Weise, wenn nur die Elemente n und E in 
einem Ausdrucke abgesondert dargestellt werden, Solche Zeichen haben 
den Werth, dafs sie deutlich hervortreten lassen, was das Wesentliche 
eines Ausdrucks eigentlich ist; aber ihre Organisation stellf sich in den 
einzelnen Fällen oft auf die mannigfaltigste Weise von selbst dar, kann 
daher auch nicht Gegenstand dieser Abhandlung sein sollen. Unter die- 
sen Zeichen können nicht leicht inconsequente vorkommen, wohl aber 
unter denen der ersten Art, 


Bei der Bildung aller Zeichen ist der Grundsatz wichtig, nichts 
durch Buchstaben zu bezeichnen, was durch blofse Stellung, 
oder wohl gar schon durch Zahlen ausgedrückt werden kann. 
Man giebt also die Folge der Coeffcienten in Reiben immer durch Indi- 
ces an, und bezeichnet Operatioñen nie durch das hingeschriebene Wort 
derselben, oder durch dessen erste Sylbe oder ersten Buchstaben; denn 
diese werden sich fast nie der Rechnung unterwerfen lassen, und ge- 
rade die hühern Theile der Mathematik sind eine Rechuung mit Rech- 
mungszeichen. 1 

Den ausgesprochenen Ansichten ses gehen wir zur Bildung 
neuer Zeichen fort, Man bezeichnet eine Summe von n gleichen 
Größen a durch za oder 

a-d-o64d-ad-6- o0 na 
Demgemäls 'setze man nun die Summe der z verschiedenen Größen 
1. a Fa Fa + +... +e, = ala, 
Die Summenzahl z giebt an, aus wie viel Gliedern die ganze Summe be- 
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sieht. Dem Summenzeiger g müssen nach und nach alle ganze Werthe 
von 0 bis 2—1 heigelegt werden. Nimmt man die Reihe rückwärts, so 


ist auch 

2. Gta ++ .... dE bane 
Wäre z.B. zu summiren raie l 
sc ist, mit Rücksicht auf (2.), | 
| n(r—1) 
Bay Ss 


2 


nio = ni(n—i—o) = ni n—1) — nic, nj2Qo = n(n—1), nlo = 


An dem Gliede nj(2—1) der obigen Gleichung, welches nichts an- 
deres als 2(2— 1) ist, zeigt sich, dafs die Summenzahl n wieder zur Be- 
deutung eines blofsen Factors herabsinken kann, und eben darin ruht 
die Nothwendigkeit, die Summen auf die angegebene Weise zu bezeich- 
nea; denn wenn sich ein Begriff aus einem allgemeineren entwickelt hat, 
so muls er dessen Bestimmtheit noch mit an sich tragen, und es ist klar, 
dafs dies hier wirklich mit dem Begriffe der Summenzahl und dem all. 
gemeineren des Factors der Foll ist. | 

$. 3. 

Diese Summenbezeichnung ist also nur ein cousequentes Erweitern 
der Bedeutung des Factors. Eine eben solche Erweiterung der Basis 
einer Potenz zur Basis einer Factorielle, hat zuerst auf die wissenschaft- 
lichste Weise der Herausgeber dieser Zeitschrift, in einer Abhandlung des 
Vii. Bandes derselben, eingeführt, 

Wir entlehnen von ihm die Bezeichnung 

l. ala-HA)la-- 26)... (a+ n E— E) = (a, -E EY und 
1 


(a —k) (a — 2h) (a — 3 E). ..- (a —nE) 2, we 
und dehnen dieselbe auch auf das Product 
2. My AZ Oo eee, m CHE 
aus. Eben so schreiben wir : 
Jo) fe -F y) fe 3y) fe e ny — y) = f" (n, 4: y) 
ee 


un o a! NIE So NS = ({—g .5 
(1 —a,)(1—~a,)(f—a,)....(1—anui) oS ns * 


Die Grundsätze der Binomialcoefficienten lassen sich dann auf folgende 
Weise ausdrücken: 


und auch 


3 m.m-—1.m—2.,..m-—n-4-1 iu (RE): ay (== Ve m.m em mE... ni 
$ mm mn M m—i————1i — mea f ÁÀ——M MÀ  À— nn 
Lie. Over ett i, 4-17 i,--Í 1.2,9....m—nm ? 
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/m,— i\" m, int m--1, — 1\r, 
ten = re), 
s /n, — {\" /n — m, —1\" n, —1W /n — v, — tim 
of er) Se 6j ino) (IT 
« Gl ET D 
RESTE TEEN N 
Die Formel (6.) erscheint hier vielleicht zuerst; in ihr und in (5.) 
sind die angegebenen Vertauschungen der Elemente oft von Nutzen. 
Wir schliefsen gleich noch ein brauchbares Zeichen an, um das 
blofse Vorkommen oder Auftreten von z Grifsen ay, a; 0 T. que 
anzudeuten; dies geschehe nemlich durch : | 
| An TU; 

Dem Zeiger ) werden alle ganze Zahlen von O bis 7— 1 bei- 
gelegt. Also eine Function von xy, #1, 25, .... x, ., Wird ausgedrückt 
durch /(2/x»;) Diese Bezeichnung erspart oft-viele Weitliufigkeiten. 

Eerner bezeichnen wir die Combinationen ohne Wiederho- 
lungen zu je zn der Elemente ©, @,, @, .... &,., durch 
8. (m,n/ay) 
und die Combinationen mit Wiederholungen durch 
| 9, Im,n/as]. 
Es finden bei dieser Bezeichnung bekanntlich folgende Formeln Statt: 
10. (m,s+1/n+sFd)=(ms!n+sFo)+n(m—1;s/n+sT0) 
1]. [m,s4d-1/nitscó]e[m,s/nisró]--n[m—1,5--1/2:: 5x0] 
' Die erste derselben heilst also: die Combinationen ohne Wieder- | 
holungen zu m Elementen aus den s+ 1 Elementen 
ns, n-d-s—1, n+s—2, .... 241, 2 
oder auch 
n—$, n—s$--1, n—s+t2, 2... n—1, n 
sind zusammengesetzt aus allen Combinationen dieser Art, denen das Glied 7 
fehlt, und dem Producte desselben mit den Combinationen zu 71 —1 Ele- 
menter, denen ebenfalls dieses Glied mangelt. 


Ist in den beiden letzten Gleichungen s = 7, und man wählt die 
untern Zeichen ,-so sind die Elemente nur 0, 1, 2, 3, ..., 2, und dann 
schreiben wir diese Gleichungen, mit Auslassung der Zeiger, gauz einfach 

12.  (m,n-J-1) = (m,n) +n(m—1,7)_ | 
13. [m,n-+-1} = [m,n]+r[m —1, 2 3-1] 
10 * 
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$. 4. 

Wir gehen jetzt zu einer Methode der Reihen-Entwickelung und 
der Summation über, deren Grundbegriffe uns einfacher und sligemeiuer 
zu sein scheinen, als die der Differenzeu-Rechnung, welche gewöhnlich zu 
diesem Zwecke angewandt wird. 

I, Hat man die Functionenyleichung 

| 1. Q(z) = f (y) ) 
und multiplicirí sie mit CE)", nachdem man in ihr z--ny statt x gee 
setzt hat, so entsteht 

(FY Q(aA-ny) = GY f Ge-(n- Ly) — (EY (any) 

Wird von dieser Gleichüng. die Summe nach 2 genommen, so verwandelt 
sie sich in 

nF) 6 ton) = n|CEY Ger Gy) —al 4) fetsy) 
Trennt man hier von der ersten Reihe der rechten Seite das letzte Glied 
ab, und von der zweiten Reihe das erste, so erbült man 

nF)" G(e-oy) = 
FH (nt (6 Dy) + CE Getty) — fa) — QG—AK Xy f(etir)y) 
Die beiden Reihen rechts heben sich nun gegen einander auf, und es bleibt 
à 2. AT O@toy) = Far) fe) 

oder 


FA) + Oley) Y Per) ++ CEP Ow ny —y) EY fen) fe 
Hi, Esse og 9) = füx--y)d (x) f (2) 
Man multiplicire diese Gleichung mit 
xp (c y) (e -2y) (n -3y) b (my) = (et; ty) 
so erhült man 
Jn (aby, HD) = A" (y FM GFX) E Gr. AY) e) 
Diese Gleichung kann aufgefafst werden als 
F(m,z) = F(m—A,a--y) + F Gn, 2) 
uud giebt dann, wenn man sie mit /1.) und (2.) vergleicht, 
nC? Fim-—e,2x- oy) = FF (m—n,g-d- ny) — Pm, x) 
Wird nun m==n—1 gesetzt und das, was 7 und J bedeuten, so erhiilt 
man hieraus | 
à a yt new gy by) 0 later Geo) A EN) 
oder 
yr ( ho? au IP (x) bey" erry,ty)P (ey) F EL" (ét3y, ty) G(ct2y)t … 
FY Q ortny—y) = (Fer) — 7 Gy tyf@ 
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Die Gleichung 

5. Pr) = x Go) JG +Y) Ed (0) Se 
liifst sich eben so behandeln; denn multipicirt man sie mit 

LR Y— Y) V (x dA ys y? 
Gps) Pr, FY) P(e 
— x" (2, —Yy 47^ (LY TYLON Xx" (y, —Yy) PT Ge. +) fe) 

oder Vm, p, xc) = F(m+-1, p—1, z4-y) + F(m, p, x 
und hieraus durch Vergleichung mit (1.) und (2.) 
6. IF) Vimo, p—o, e+ oy) = (EY ba, p-—n, ony) —Fim, p 


so entstebt 


Zur Versinnlichung dieser Formeln wählen wir einige Pini 
1) Es ist 
; pm acm 
x-—íi =) = | mi D re | 


PE Q(m) = f(m4-) — fim) 

Diese Gleichung verwandelt sich nach (2.) in 
nfp(m+o) = fim-+n) — fon) 

mn am 


nets = - 


z—l x — 1 


d. h. 


oder, wenn man mif x” dividirt: 
% Ha Hat... bats ale’ = x 
2) Die Gleichung (4.) des $. 3. 
m-4-1,—1Y^ m, —i m, —i\"—! 
a EE =) lee ei) 
kann aufgefafst werden als 
Jm+1,n) = f(m,n) ++ Sem n—1) 
und làfst sich dann in die drei Formen bringen: 
8. f(m-i,n4-1) = f(n,n-+1)+ f(m,n) 
9, — f(mn4-1) = f(m-4i,n4-1) — f(m,n) 
10. f(m,n—1) = f(m-FH, 2) — f (m, n) 
deren Vergleichung mit (1.) und (2.) ergiebt: 


hy ome = oan Es (—) (eed yas Gah; 





1,1 quem L, +1 
pos) MU n db ck 








Meet. Leu 
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Künftig wollen wir ein Glied, welches aus einem links vorherge- 
henden entsteht, wenn in diesem irgend ein Element, z. B. #, gleich Null 
gesetzt wird, durch (4 — 0) bezeichnen. Dann schreiben: wir z. B. die 
letzte dieser Gleichungen: 

—1y-  fmd41,;1yv-. /m+2;-1\”1 m4 k-1,-1y7-1 t, - 1M? 
(75) «CD +( en ) Fe ir) = (m) E 
3) Es ist 











(a, 4-2)? (a+pa, ay"? — (a, -- ay" 
(a+ ma, +a)? (a A- pa, -I-a)" 7? = (a-+-pa, --a)" 
(ama, a) (a, +)" == (a, +ay"tr 

Hier sollen « und & ganz beliebige Elemente sein, 77 und p aber nur po- 
sitive oder negative ganze Zablen. Bilden wir nun noch aus den entspre- 
chenden Elementen 4 und f, 7 und 9 drei ähnliche Gleichungen, so kün- 
nen diese mit den obigen auf folgende. Weise zusammengestellt werden: 

14 AI ne ue (a,-to)P\ (atpe, To P — (at pee, te)”, (a, te)” 
MET 48,9 C4840" rt T +h)" 








fatma te | Cas to)" Qn, tar), (aptam 
die es eno: HAS 7 487 = QE) 


Diese Gleichungen lassen, sich auffassen als 
V (a,b) = F(a-Fpo,b-1-9(2) I (a, b) und V (m, n) = F(m-|-p, n--g) X F (m,n) 
und werden durch Vergleichung mit (1.) und (2.) summirt. Aus (14.) 
erhalten wir z. B. für zm en p=1, c — —1 
(a, He) (a, to) , (a—2a,4a)r1 (a—ka 4 «,3- c! 

i (b By TTA (t8 TEM (0428, p yt TASSO TIRE HP E Pn Lyn — 

(a—«o;- lo)-i (a— ka, e, ey 

(bo, +R! mama —aß—be)(EHRR, te FM 
Be: diesen Summationen kommt es nur darauf an, die Elemente i in den 
Gleichungen (14.) und (15.) so zu wählen, dafs die Summenzeiger aus 
den eingeklammerten Theilen der linken Seite verschwinden. Die Glei- 
chungen (14.) und (15.) sind sehr allgemein; aus ihnen fliefsen auch leicht 
die Reihen (11.), (12.) und (13.), so wie noch viele andere, 

4) Setzt man mo | 


wo y und z Functionen von x sein mögen, so Sant man durch 7 mali- 














ges Differenziren nach x, und Multipliciren mit : Tz die Gleichung 


i 2 Or- "o a" QUy 


— MÀ 


Qai C 7A Da 


mdr 
AO 
welche aufgefalst werden kann als 





Ld 
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Qun == f(n—1i)J- Ue fin), 
und dann durch Vergleiehung mit (3.) und (4.) folgende Reihe giebt: 
PUE EU Wo Ru Mee pM. Oly 
ade xeu dd | (1, (1, +. bite Gate TTS (1 ‚tik DE 
5, Wir haben bis jetzt die Auflösung der Gleichung (1.) und (3.) 
nur benutzt, um (Qc in eine Reihe zu entwiokeln; sie diene zugleich 
aber auch dazu, die Form von fa durch 9x und dx zu bestimmen, 
oder, was dasselbe ist, zur Integration von Ditferenzepgleichungen. 
Bekanntlich sind von den Differenzengleichungen 


yi7 iy + Q und Ay+Py =Q 
die Integrale 





x I 
= a ;; und y == [i—P,_.] z — er 
[Rx ] [Pad 


Diese beiden Differenzengleichungen sind aber nichts anderes, ais 

Seth Ya fe) = Po) und fle 4-1) — —a) f(x) = Ox 
und nach der Formel (4.) erhält man hieraus durch eine leichten Ande- 
rung der Werthe der Elemente 


(40) 
sean) = map (0,--2) {x lx + fol 





und 





UN / AS q (ho) 
She) (1—4 (0,4. ^ wf Er den ‘0. eh) ot 4-fol 


wo fO die zum Integral zu fügende qM ist, 

Für A=1 fallen diese Ausdrücke mit den obigen Integralen zu- 
sammen. Es scheint mir übrigens vortheilhaft, diese Iutegrationen und 
die obigen Reihenentwickelungen in einen unmittelbarern Zusammenhang 
zu bringen, als gewühnlich geschieht. 

$. 5. 

Ist Q(n,F) eine Function der Grifsen 2 und # von der Becohaffen- 

heit, dafs 
1. — Q(n41, EE) = 004-1, 2) + 0 (E) 
und dafs sie für negative Werthe von 7 und solche, die grifser als £ sind, 
‚verschwindet, so folgt aus diesen Annahmen, wenn man erst 7— —1 
und dann z — £ setzt, | 
2.  Q(0,E4-1) = P(0,%) 

3.  Q(E--1, £--1) = QUE) 

Hat man nun die Gleichung 


4 fw) = flatyi fete) 
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and multiplicirt sie mit (E) Q 05,5), vachden man in Ihr w-b (n--y)a statt 

x gesetzt hat, 80 erhält man 

5. (Cty Q(n,D f (oi) 

= CEY 9 (E) f (c -y +) + CE on f (eb yTG-y;! 
Bezeichnet man der Kürze wegen J(=--(z—y)n) dureh 
fla-ty+(z—y)r) durch F(n), und denkt sich dann ^ durch 
Zahlen von O bis z veriiaderlich, so verwandelt sich (5.) in 
(HUE) (7,0) Po) = (AF 14) OC DR) - H1] CE" Cr, FUE 
Wird nun von der ersten Reihe der rechten Seite das erste Glied abge- 
sondert, und von der letzten das letzte, so entsicht- mit Rücksicht auf (2. ) 
und (2.) 


+1} 


2 (2) und 
die ganzen 


(nt GE) 9 (o, 8) Y" (o; 
= (0,6) F(0) -n[CE)e t g(o4- 5,9) Flot) tally ie) FECE" p Aaa 
= q(0,k4- 1) FO) En] C9 ig (a 1,94 go, ,k) F(o4-1) + (Ey a(n,E) Fat 
= (0,641) F(0) nC) go 1,1) Plots) + CE) on F(nt1) 
— g(ntiCEY port 1) Fo) + COH go) F1) 


eS 6. (HH (529) (94 G7) "T 
= (ni) y (o, ka S Gy (2329) + Ar p Qu E) Fey ap) (nt) 
Verschwindet für irgend einen Werth von z, den wir durch r be- 
zeichnen wollen, das letzte Glied Q(r,E) f(x-I-z4-z(z—y)r) dieser Glei- 
chung, so erhalten wir 


^f 


fe HEC JG G 209) = = (HE) pla, KH) Fa ty tere) 
Ist aber 2 — 4, so kann, vermöge der Bedingung (3,), auch das letzte 
Glied der Formel (0.) mit in die Reihe der rechten Seite aufgenommen 
werden, und es ergiebt sich daraus dann 

8. (++) ¢ (6,4) (xt (5—220) = G E2ICEY 9, ED kr GE 
Die Gleichungen (7.) und (8.) lehren, dafs man die Grölse x immer um 
ein y und die Grüfse & um die Einheit vermehren oder vermindern kann, 
bis man, weun dies zmal geschehen ist, zu den Formeln gelangt: 

9, (+ y (ok) fet a) 9) = (re te (6, k E n) Fetten) 
10, (KEANE) qo, E) (c + @—y) 6) = (kn iU 9 (kin) Fc +9 9) 
svelche mit Rücksicht auf die Bedingungen, denen die Function Q unter- 
worfen ist, für £ = O und Q(0, 0) = c in die folgenden übergehen; 

1. cf) = (ri) 0 (0) (eI 2 y H- G— y) 7) 
12, 9 cf(x) e (r HAE) eio mf(x—ay-Fs—»y)e) 
13. cf) = Lift 9 (0, 0) f (x d- 2 y -(—»)9) 
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in der Gleichung (10.) kann ein negatives z bei der Annahme 
* == O nicht Statt finden, weil man nicht weils, was eine negative Sum- 
menzahl bedeutet, wohl aber bei der Annahme 2 =f, wodurch man 

kit) Ook) (xd (9 po) = cf(x—ky) 
findet, welche Gleichung aber, für z-L£y statt x, mit (13.) identisch 
wird. Eben so entsteht aus (9.) eine mit (11.) identische Gleichung, wenn 
man für den negativen Werth von n, £ = n setzt. 
: Aus der Gleichung (4.) des $3. ist ersichtlich, dafs die Binomiai- 
coefficienten unter der in (1.) aufgeführten Function verstanden werden 
künnen, Wir schliefsen daher aus (13.), dafs sich die Functionenpleichung 
14. Sa) = faty)tfle+2) 

immer binomisch entwickein lälst, so dafs 


15. fle) = MH (ET) ferte) = 
Labo) Aet eo (Es) eto 42004 (t) etr 
+... CEP FGetnz) 
Verschwindet aber für irgend einen Werth von r das Glied fe tzt(s—y) )r), 
so erhält man, nach (11,) und (12.), auch noch 


16, f(x) = (r+1](+) (e =). f(e@+ny-+-y)o) 
Se) = Hr (FE) ey +n) 


Ganz auf dieselbe Weise hätte man auch die noch allsemeincrn 
PuncHlonen 75, Q(sLL E44) = PDA 090.5 
i 19. fo) = f@ty)£efets) 


mit einander combiniren können, wo c als ein constanter Facior aligee 

nommen wird. Die Vergleichung von (18.} mit der Gleichung (12.) des 

. $. 4, lehri, dafs unter dieser Form die Coxabinationen ohne Wi. 

gen begriffen sind, dafs sich also eine Gleichung wie (19.) in eine Reiho 

+ läfst, deren Coefficienten aus solchen Combinationen bestehen, 
(Der Scbluis folgt im nächsten Hefte. } 
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Ju 
Lehrsätze, 


zu beweisew 


(Von Herrn Prof. Dr, Gudermann zu Münster.) 


1. Schneiden sich drei sphärische Sehnen (oder Secanten) 44’, BB’, 
CC’ eines Nebenkreises in Einem Puncte, und die Peripherie des Krei- 
ses in den Puncten 4, B, C, 4’, B', C', so ist immer 


MB ge C^. NEC Stem An d 
Sm LAEDIT . D OT. tee ID 9 ° Sin 9 s 


2. Wird ein Nebenkreis (4), dessen sph. Radius o ist, von zwei 
anderen Kreisen unter dem gleichen Winkel & geschnitten und ist der 


Abstand seines Mittelpunctes von der (reellen oder idealen) gemeinschaft- 
sind 


sina.cos« 





lichen Sehne dieser beiden Kreise — d, so ist das Verhältnifs 


für alle Kreise (4) unveränderlich, obgleich sich d, e, a gleichzeitig ändern, 


3. Beschreibt man aus einem Puncte 4 die drei Nebenkreise 
(A), (4°), (4^) mit den Radien o, a’, a‘; aus einem Puncte B die Kreise 
(B), (B'), (B") mit den Radien 2, (', B” und aus einem Puncte C die 
Kreise (OC), (C), (C^) mit den Radien y, y’, y"; construirt man ferner 
den Durchschnitts-Punct der Chordalen der drei Kreise (8C), den der 
Kreise (^4/B'C^ und auch noch den der Kreise (A! BG), so befinden 
sich diese drei Puncte in Einem Hauptkreise, wenn ist 


cos (9 cos y — cos Pcos y’ 
/ NET / : ER, 
cos #'' cos y — cos f cos y cos &/ cos y — cos a cos 7 


Dieser Gleichung leistet man auf unzählige Arten Genüge, z.B., wenn 
man setzt 


a’ sate, P= P+, Y y p und at ar, Q^ B+y, y" my ey, 
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und unter » und y beliebige positive oder negative Hauptbogen verstanden 
werden. Werden aber die Symmetralen und zwar homologe Symmetralen 
der vorbin genannten Kreis- Ternionen construirt, so schneiden sie sich 
iu Einem Puncte, wenn ist 
Sinf/siny--sinfsin?/ __ sine’ siny —sinc sin y’ 
sinj/siny—sin(siny^ ~ — siuc''siny — sinc sin y" 














Dieselbe Bedingung gilt auch für die drei übrigen Ternionen homologer 
Symmetralen. 7 

Es haben auch diese allgemeinen Formeln zum Theil dann noch 
Sinn, wenn einige Kreise sich auf einen Punct reduciren. Die Svmme- 
tralen und Chordalen sind hier eben so aufgefalst, wie in den Schriften des 
Herrn Prof. Plücker, nur dafs jetzt Hauptkreise statt der geraden Linien 
zu nehmen sind. | 


4, Ist AC (Taf. I. Fig. 1.) ein beliebiger Bogen (auf der Ober- 
fläche einer Kugel) von einer gesetzlichen Curve, welcher zwischen sei- 
nen beiden Endpuncten 4 und C keinen Wendepunct (und auch kemen 
Rückkehrpunct) hat, so gehórt zu jedem Hauptkreise, welcher die Curve 
AC berührt, ein sphürischer Mittelpunct (Pol), und diese Mittelpuncte 
befinden sich siimmtlich in einer zweiten (in der reciproken) Curve; 
die beiden Mittelpuncte der Hauptkreise, welche die Curve 4C in den 
Puncten 4 und € berühren, mögen « und c heilsen: sie fassen auf der 
reciproken Curve einen Bogen ac ein, dessen Form und Lünge durch die 
Form und Länge des Bogens 4C genau bestimmt ist; dieser Bogen ac 
mag der dem Bogen 4C zugehörige reciproke Bogen gerannt 
werden, weil der Bogen ac eben so von „ZU abhängt, wie umgekehrt 
AC von ac, — 

Auf beiden Seiten von AC giebt es einen reciproken Bogen ac, 
und diese beiden Bogen sind symmetrisch, also auch gieich lang; derjenige, 
welcher auf der concayen Seite des Bogens 4C sich befindet, heilse der po- 
sitive, und der auf der convexen Seite befindliche hoilse der negative 
reciproke Bogen. Ist der Bogen AC ein Hauptbogen (ein Bogen eines 
Hauptkeises), und also im Sinne der Sphärik weder concay, noch convex, 
sondern spbürisch gerade, so reducirt sich der reeiproke Bogen 
ac auf einen Punct, daun fällt c mit = zusammen, und es ist a c— 0. 

Ln 
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Durch diesen Punct ist dann freilich nicht, bei vorgenommener Umkeb- 
rung, die Länge von 4C, sondern nur die Lage dieses Hauptbogens (sanimf 
seiner Form) bestimmt. 


5, Ist in (Taf. I. Fig. 1.) ein Dreieck 4BC auf der Kugel, einge- 
schlossen von den drei Seiten 4C, BC, AB, welche Theile von drei ganz 
verschiedenen Curven sein dürfen, und sich unter den Winkeln .4, B. € 
schneiden, so gehürt zu jeder Seite ein reciproker Bogen, uemlich zur 
Seite AC der reciproke Bogen «c, zu BC gehöre óc und zu 4B endlich 
gehöre ab. Sind nun alle drei Seiten des Dreiecks nach Innen coucav, 
so ist der Flächeninhalt F des Dreiecks 4BC ausgedrückt durch die 


Formel F= A+B+0—ab —be—ac—z, 
wenn der Radius der Kugel die Lüngen-Einheit ist, und unter 7 die Lue 
dolphische Zabl verstanden wird. 


Sind alle drei Seiten nach Aufsen concav (also nach Innen convex), 
so ist jeder reciproke Bogen negativ zu nehmen, und es ist dann also 
F= A+B+C+ab+be+ac—z. 
Wenn einige Seiten (eine oder zwei) nach Aufsen concav sind, so sind 
nur ihre reciproken Bogen negativ zu nehmen; sind z.B. die Seiten AU 
and CB nach Aufsen concav , während die Seite dB nach Aulsen convex 
ist, so ist die Formel 
F = A+B+C—ob+ac+tbhc—mr 
Ist eine Seite weder nach Aufsen, noch nach Innen concav, sone 
dern ist sie ein Hauptbogen, so ist ihr reciproker Bogen (wie schon in 
No. 4. angegeben wurde), als ein Punct anzusehen, und gleich Null zu 
setzen. Ist also CA ein Hauptbogen, und auch CB, während 4B ein 
Bogen von einer beliebigen Curve ist; so ist ca zz cb —z0, und der Ine 
halt des Dreiecks 48C nun ausgedrückt durch die Formel 
FT = A+B4C—ab—z, 
wenn 4B nach Inven concav ist; aber durch die Forme! 
F = A+B+C+eb—7, 


wenn AB nach Aulsen concav ist. Ist auch noch AB ein Hauptbogen, — 


so ist auch 25:0, und man kommt nun auf die allgemein bekannte 
Formel 7 = 4+ 8 -- C—z für den Inhalt eines gewöhnlichen spbärischen 
Dreiecks wieder zurück. 


"d 
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Hat’ eine Seite des Dreiecks ABC einen Wendepunct, so theilt er 
sie in zwei Theile, und auch der reciproke Bogen ist dann als aus zwei 
Theilen bestehend anzusehen, wovon der. positiy ist, welcher zu dem 
nach dem Inneren concaven Theile der Seite gehört, der andere Theil 
aber negativ ist. 


6. Aus dem vorigen allgemeinen Theoreme kann offenbar leicht 
eine Formel hergeleitet werden für den Inhalt einer sphärischen Figur, 
welche beliebig viele Seiten hat, wenn jede Seite ein Bogen einer sphä- 
rischen Curve ist, und auch alle diese Curven von einander verschieden 
sind. Als eine Anwendung hiervon mag auch das. Folgende geiten. 


Ist in (Fig. 2.) 4CBD eine beliebige sphärische, nach dem Inneren 
concave Curve, deren Flücheninhalt =F ist, so theilen wir die Curve 
durch eine neue Curve (oder: auch durch mehrere Cnrven) in Theile; die 
Curve 4B mag nach C bin convex, also nach D hin concav sein; der 
reciproke Bogen zu 4CB sei ach und der reciproke Bogen zu 4DB sei 
adb, der reciproke Bogen zu.4H sei ab, danu ist nach No. 5. die Fläche 

ACB = A-+-B-+-ci—acé und die Fläche 

ABD = (7— 4)+(r—B)—ab—adb. 
Werden die beiden Gieichungen addirt, so erhält man F = 27 acid, 
oder F+acbd=?7; d.h. der Flächeninhalt der Curve 4BCD, ver- 
mehrt um den Umfang der reciproken Curve abcd, ist gleich der dop- 
pelten Ludolphischen Zahl, 


7. Wenn man auf jedem Hauptbogen, welcher eine Curve be- 
rührt, vom Berührungspuncte an gerechnet, nach derselben Seite hin einen 
Quadranten abschneidet, so befinden sich die Endpuncte dieser Quadranten 
in einer zweiten Curve, welche die Normal-Curve der ersten heifsen 
mag. Zu jedem Puncte einer Curve gehürt also ein bestimmter Punot 
der Normal-Curve, uud zu jedem Bogen ein bestimmter Bogen der Nor- 
nale Curve, welcher der Normal-Bogen heifsen kann. 


Zwei reciproke Curven haben dieselbe Evolute, aber 
auch dieselbe Normal-Curve. Werden zwei reciproke Bogen durch 
s und s’ bezeichnet, und der zugehörige Normal- Dogen durch $$, so ist 


See ifs Vds? + d s^), 
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Sind M und M! zwei zusammengehörige Puncte der reciproken Curven 
s und 5, und ist /V der ihnen zugehörige Punct der Normal-Curve, so 
kann man einen beliebigen Hauptkreis als Abseissenlinie. nehmen, und von 
den drei Puncten M, M’, JY auf sie die Perpendikel =, =’ und Z als Ap- 
plicaten füllen; wird nun noch von einem anderen Puncte JV der Nor- 
mal-Curve die Applicate Z^ auf die Abscissenlinie gefällt, so schliofst 
der Bogen NN’ mit den Applicaten Z und Z’ und dem inter- 
cipirteu Stücke der Abscissenlinie eine Fläche F ein, welche 
mit einer der beiden Normalen der beideu réciproken Cur- 
ven in den Puncten M und M (die sich zu einem Quadranten 
ergünzen), eine unveründerliche Summe ausmacht, 


8. Wird die Normale der Curve s in No. 7. für ihren Punot. M 
durch 2 bezeichnet, so ist tang n = ME; wird. der Krümmungs-Halbmes- 
ser derselben Curve für den Punct 74 durch r bezeichnet, so ist tangr = 
es Wird der K rummungs - Halbmessez der Normal- Curve für 


Osinz/ Os ; ds 
- vr i 2,28. VOS $457) 
den Punct /Y durch # bezeichnet, so ist fang À: == Bake 








Aumerk. Andere einfache Relationen übergebend, may nur die 
Bemerkung noch Platz finden, dafs der analytische Beweis der in No. 5. 


aufgesteliten Formel von einer so allgemeinen Relation unter Integralen, 


deren Summe oder Differenz in geschlossener Form augegeben werden 
kann, abhängt, dafs diese Relation in ihrer Allgemeinheit sehr wahrschein- 
ich die Filadamiital Formeln fiir die Vergleichung aller transcendenten 
Functionen (insbesondere der: elliptiscuen) umfafst. Wird die analytische 


Darstellung in gänzlicher Reinheit nicht etwa vorgezogen, so kann der 


Beweis auch durch eine geometrische Betrachtung geführt werden, und 
ist dann am einfachsten. Beide Arten des Beweises werden gewünscht. 


9. Ein überaus fruehtbarer Lelrsatz der Sphärik ist der folgende: 

Ist ABCD Fig. 3. eiu. beliebiges sph. Viereck, und nimmt man in 

jeder Seite (oder paarweise auch is den Verlängerungen derselben) einen 
Punct an, in der Figur die Puncte P, I, Q, M, so dals ist: 

sin .4P sin BN’ sin sin CO sin DM 


sin BP ' sin C.N * sin sin DO" sin AU ^ — N 


Fe 


"mo d 
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so entstehen, wenn PO und MV gezogen werden, acht nec Vierecke 
von derselben Art, als das vorige. Für das Viereck 44PQD hat man z.B. 


die Relation 
sin AB snPE sin QC sin DM 


sin PB sinQË'snDC'sio AM — 

Jede von diesen neun metrischen Relationen hat zwei einfache geo 
metrische Bedeutungen; in Beziehung auf das Viereck 4PEM hat man 
z. B. den Satz, dafs sich die drei Hauptbogen DNV, BQ und ZE in Einem 
Puncte G schneiden. 

Schneiden sich, was jedoch nicht nóthig ist, die drei Hauptbogen 
DC, MN, AB verlängert in Einem Puncte, so schneiden sich auch 4D, 
Pi}, CB verlängert in Einem Puncte. 

Die analogen planimetrischen Sätze gelten auch dann noch, wena 
das geradlinige Viereck nicht eben ist, und dann drückt jede der neun 
inetrischen Relationen auch noch aus, dafs vier Puncte, z. B. die Puacte 
X NW, Q, M in einer Ebene enthalten sind; sie kann also als die Glei- 
thung einer Ebene angesehen werden. 

Specielle Formen des aualogen planimetrischeu Satzes finden sich 
in dem ersten Theile von Plücker's analytisch -geometrischen Entwicke- 
lungen. 

10. Schneidet man zwei Hauptkreise QX und OX’ (Fig. 4.) durch 
beliebig viele Transversalen 44’, BB’, CC’, DD‘ etc., welche selbst den 
Punct Q zwischen sich fassen dürfen, so dafs ist 


1. 


sin ZB.sin CD eae SO omn D Bin un DE s sin CD.sin BE. 
sin 4'B'.sin C^ D' ~ sin B'C'.sina4/D' sin B'C'.sin D'E/ ^  sinC'D'.sin B'E' 


u. S. w. und bestimmt man in jedem der vorhandenen Vierecke den 
Durchschnitts- Punct seiner beiden Diagonalen, so befinden sich alle diese 
Puncte in einem Hauptkreise, welcher nur in einem besonderen Falle durch 
Q geht, und welcher L heifsen mag. 

Schneidet man alle Transversalen 44’, BB’ etc. durch einen Haupt- 
kreis M in den Puncten a, à, c, d etc., und theilt man dann jede Trens- 
versale durch einen vierten Punct harmonisch, z. B. 44’ so dureh a’, 
dafs ist sin-Za.sin.4/c' = sin 4a’.sin d'a, so befinden sich auch diese 
"Theil -Puncte a’, //, c', d' etc. in Einem Hauptkreise /V, und die beiden 
Hauptkreise M und /V schneiden sich immer auf dem vorhin erwühnten 
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Hauptkreise Z; bewegt sich also 77, mithin auch /V, so ist der Ort ihres 
Durchschnitts- Punctes dieser Hauptkreis L, 


Wenn die Linie L durch Q geht, so scuneiden sich die Transver- 
salen 4.4’, BB’, etc. in Einem Puncte, und für diesen besonderen Fall 
ist das analoge planimetrische Gesetz ebenfalls bekannt. 


Wie heilsen die Lehrsätze, welche den vorstehenden beiden nach 
dem Gesetze der Reciprocitiit gegenüber stehen? 


Munster. im Februar 1834. 
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4. - 
Théorémes relatifs aux intégrales des fonctions 
algébriques. 
(Par M. Poisson, à Paris, 1. décembre, 1833.) 
I. 


On comprend sous la denomination de fonctions algebriques, non seu- 





lement les fonctions ratiounelles, entières ou fractionnaires, et celles qui sont 
exprimées par des combinaisons de radicaux, mais encore les quantités dé- 
terminées par des équations d'un degré quelconque, dont les coëfficients sont 
des fonctions rationnelles de la variable. 

Les quantités exprimées sous forme finie sont plus générales: outre 
des radicaux, elles peuvent renfermer dans leurs expressions, des logarith- 
mes et des exponentielles, ou bien, elles peuvent dépendre d'équations qui 
contiennent ces deux sortes de transcendantes, réelles ou imaginaires, ce 
qui comprend les arcs de cercie et leurs sinus. 

On exposera ci- aprés des théorémes sur les intégrales des fonctions 
algébriques, remarquables par leur grande généralité et par la simplicité 
des considérations qui y conduisent. Ces théorèmes résultent, en effet, du 
procédé vulgaire de l'intégration par partie, ou de l'équation 


1 [03 [yea = aytC, 


dans laquelle C est une constante arbitraire, et æ et y sont deux variables, 
entre lesquelles nous établirons successivement différentes liaisons. Ils sub- 
sisteront également, et acquiereront encore plus de généralité, si l’on rem- 
place æ dans cette équation, par un polynome ou une fonction rationnelle 
et entière de x, que je representerai par X, de sorte qu'on ait 


2, J Xi fuóX = Xy C. 


II. 


Supposons d'abord que les variables x et y soient liées entre elles 
par l'équation: 
9. | da"-- ba" x Ex = (aba... +kx+ y, 
dans laquelle a, 5, .... Ak, la, b', .... k', T, sont des coëfficients con- 
Crelle's Journal d. M. Bd. XII. Hft. 2. T2 
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stants et donnés, et » désigne un nombre entier et positif, aussi donné. 


Faisons, pour abréger, 
ax" + bal +. kat 
aa bar it. hatt fv, 


[y dx = fre 8x — Fo; 


Fa sera une fonction algébrique et logarithmique, que l'on obtiendra toujours par 
les règles de l'intégration des fonctions rationnelles; et l'équation (1.) deviendra 


[roy = afa—Fat+C. 
D'ailleurs, on tirera de l'équation (3.) un nombre » de valeurs de x en 


fonctions de y, que je representerai par yi, y», ---- y,; Si donc on met 
à la place de x, dans l'équation précédente, celle de ces x valeurs qui ré- 


et, ensuite 


pond à lindice quelconque i, on aura 
4. S yey = yy:—Fy,4C; 
d'où il résulte que l'intégrale S984: qui est, pour ainsi dire, inverse de 


ffeêz, peut toujours s’obtenir en fonction de y, sous forme finie, comme 
cette dernière en fonction de x. 

On rendra ce théorème plus général, en partant de l'équation (2.) 
au lieu de l'équation (1.). En faisant alors 


[tex Er, 
et désignant par Y,, ce que devient X quand on y met y, à la place de 
x, nous aurons 


J/Y.0y = y YF +0; 


en sorte que l'intégrale Jf Y.0y s’obtiendra aussi, sous forme finie, en 
fonction de y. 

Si fr est une fonction entière, c. a. d., si le coéfficient de y dans 
l'équation (3.) est une constante C, la fonction Fa ne contiendra pas de 
logarithmes. En faisant 

y Y, py S 
celte quantité P, sera une fonction rationnelle et entière de y,. Si donc on 
égale à zéro le produit 
(u— P,)(u—P;)....(u—P,), 
on aura une équation du degré », savoir, 








} *» 
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u"+ Au + Bu +--+ Ku+L = 0, 
dont les coëfficients A, B, .... K, L seront des fonctions symétriques des 
racines y,, y», .... Yn, de l'équation (3.), qui s'exprimeront, par conséquent, 
au moyen de ses coéfficients a, b, .... A, et de son dernier terme /—/'y, 
et qui seront des fonctions rationnelles et entières de y. Dans ce cas, les 
n valeurs de P;, ou de f Y.6y — 6, guisrepondenW ase: 151 2 tee a a 
pourront donc être regardées comme les racines d’une équation du degré n, 
facile à déduire de l'équation (3.). 
III. 

Pour donner une application du théoréme précédent, que l'on puisse 
vérifier, je suppose que l'équation (3.) ne soit que du second degré et se réduise à 
9.  (a—a'y)a? -F(b—b'y)z--c—c'y = 0. 

On en déduira, pour ses deux racines, 
b'y —b--v b'y—b—v 
HT Xa-ay)? | 7 7 3(a—ay)* 
en faisant, pour abréger, 
= y[(b'y — 5) —4 (a'y — a) (e'y — c)]. 


En supposant aussi X — v, on aura, en méme tems, 


| | fax +bx+ce 
Fa = JE óc. 


Par les règles ordinaires, on en conclura 
Fr = + Alog(z—e)--Blog(z—2), | 


en désignant par « et 9 les deux racines de VEA 
aa^ +b'æ+c = 0, 








et faisant, pour abréger, 
(a'b — ab')e + a'c— ac _ " (ab — ab^) B+ ac — ac 
(a = B) a? yo 2 Sew 05 a) a? : 


Par conséquent, l'équation (1.) deviendra 


Sydy = (ay a) 5 — Alog(y,— a) — Blog (y.— 8) + C, 
et si l'on y met successivement les valeurs de y, et y; à la place de y;, et 
que l'on fasse la somme et la différence des résultats, on aura 


=D: 





b'y—b b — b 
VERE UN n X — Alog [(gy, —€) (y. — &)] 
6. — Blog [(yı—P) (y» — 9)] + const., 
Satz = 5+ Alog (EE) log (28) come 


122 
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Les produits (y—e)(y—e) et (y;—/3)(y:—/f) ne sont autre chose 
que le premier membre de l'équation (5.) divisé par a—a'y, et dans lequel 
on substitueroit successivement « et au lieu de x; et comme ces substitutions 
réduisent à zéro le coéfficient de y dans ce premier membre, il s'ensuit que 











l'on a 
(yi) pe) = nn TA c HN N E 
Donc, en observant que 
Uy—b db ab!—a'b 
a—ay a" (a—wy)a ? 
et ayant égard aux valeurs de A et B, la première équation (6.) deviendra 
ab'— ab f Oy 


= — LES log (a—a'y)+ const. ; 


a’ a — ay 
ce qui est, en effet, évident. 
Quant à la deuxiéme équation (6.), on a d'abord 


Alog(4=*)+ Blog (5) 
_ ab —ab' og (y, — e) y zu (a'b— ab^) (a+ 8) +2a'c—2ac log Y—-OY—F) . 
2a" ey, —a)(Y, —f) 2 (a n" B) a” (y, —e)(y,— B) j 
au moyen des valeurs de y, et y,, et à cause de 


b! | c' 
Ot Bee m o — 





on irouve 
(y,—e)(y,—8) .  (ab'— ab + a'v) (b'y — b) — (2ac' — 2a'c +b'o)(a'y— a) 


(y,— €) (y, — B) —. (ab'— a'b — a'v) (b'y — b) — (2ac'— 2a'c — b'v) (a'y — a) 2 
G—OM.—8) _ dae —V?)y —2a'e— 2ac+bb'— (e — Mao | 
Q.—e)—8) ey 2ale— act bb + (e—A)av ? 


et cela étant, cette second équation (6.) devient 
Ye BOY atu nO ab—ab' (ab'— pec. b) — (2ac! — 2a'c + b'v) (a/y — a) 








nya a! 2a" OS Cab — a —a'v) (b'y — b) — (2ac' — 2a'c + b'v) (a'y — a) 

2a" c-- ab" —2aa'c' —abb' | (4a'c!— £5 — 2a'c — Rac'+ bb' — (e — (8) a'o 

2 (a — Ba? 08 (are — b^) y — 2a'c — Lac 4- bU 4- (« — A)a'v 

ce que lon pourra effectivement vérifier par les régles ordinaires du calcul 
intégral. | 


al. 








+ const. ; 


Dans le cas de «=, le 3° terme de cette formule se présente sous 
© . 
la forme $; et comme on a alors b” =A4a'c’, on trouve —, pour sa vraie 


valeur. Si a’ est zéro, on supposera d'abord cette constante infiniment petite, 
et l'on développera ensuite la formule suivant les puissances de a’. 
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IV. 


Je suppose actuellement que l'équation qui lie entre elles les variables 
x et y, ne diffère de l'équation (3.) qu'en ce qu'elle renferme 9^ au lieu de 
y. de sorte que nous ayons 

7. — aa" ba" "+... +hatl = (aat"-4- ba" + Le +0 y. 

Je désignerai toujours par y,, y», .... Yn, les » valeurs de x que 
lon tire de cette équation, et par Y, ce que devient le polynome X, lors- 
quon y met y, au lieu de x. L’equation (7.) donne aussi 

y = +y(fx); 
fæ étant la même fonction rationnelle que précédemment. En regardant le 
radical y(fx) comme une quantité positive, on devra prendre le signe supérieur 
ou le signe inférieur, selon que la variable y sera positive ou négative. 
Pour fixer les idées, je supposerai qu'elle soit positive; et si l'on fait alors 


Sifax = va, 


et que l'on mette y, au lieu de x dans l'équation (2), elle deviendra 


Jf Y0y- iy; = y Y C. 


Cette équation subsistera pour les x racines de l'équation (7.). En les 
substituant successivement à la place de y,, et prenant la somme des résultats, 
on aura donc | 

8. vy Vy tum = y Y - f Y0y 6, 
où lon a fait, pour abréger, 
she T, 

et C étant toujours une constante arbitraire. Or, puisque Y; est une fonction 
rationnelle de y;, la somme Y sera une fonction rationnelle et symétrique 
des racines de l'équation (7.), dont on pourra obtenir la valeur en fonction 
rationnelle des coéfficients de cette équation. Cette quantité Y est donc une 
fonction rationnelle de y; et, par conséquant, l'intégrale / Yöy s obtiendra 
toujours sous forme finie. 

Donc, en vertu de l'équation (8.), la somme des valeurs de l'intégrale 
Va, qui répondent aux » racines de l'équation (7.) prises successivement pour 
la variable x, s'exprimera sous forme finie, en fonction de y, quoique cette 
intégrale wa ne puisse pas sobtenir sous forme finie, ni méme se réduire, 
en général, à des fonctions plus simples, telle que les fonclions elliptiques. 





May STP ETT Se 
* D CORE QUE 


T. Y oe Ak T 
Sd waren ea NN 





94 4. Poisson, théorèmes relatifs aux intégrales des fonctions algébriques. 


M 
Avant d'aller plus loin, il est bon de vérifier ce théoréme sur un 
exemple. 
Supposons, pour cela, que l'équation (7.) soit 
(1—2)(h—a) = (1-+a)(h+a)y’, 
on, ce qui est la méme chose, 
9 a —(1+h)prth = 
h étant une constante, et en faisant, pour abréger, 
ys 
ty" 
Supposons aussi que l'on ait simplement X = x. 
On aura, dans ce cas, 
= +(1+h)p+3 (A +R) p —Ah), 
y = 3(A+h)p—1y((1+h)Ÿp"— 4h), 
pour les deux racines de l’équation donnée. La quantité Y sera leur somme 





10. 





en sorte que l’on aura aussi | 
y = CX» 
1—y? 
Yöy = —(1+h)y+(14A)log +4 
y (LT h)y (ble 


L'intégrale représentée par wa sera 


(1 —2)(h—2) 
pss = Ag EEG ae: 


? 








et si nous faisons 


aU p) oq ect : LOX 2 
Aa x) v Ver mE 


elle pourra s'écrire ainsi 
we = gx—(1+h)g'c. 
Par conséquant, l’equation (8.) deviendra 


2i 
11. gy 9y = Cog aee : t+ o'nt on) +6. 


Elle subsistera pour toutes les ud positives de y, en y regardant le 
radical y[(1—2a^7)(À& —2a^)] comme une quantité positive. Si cette variable 
est négalive, l'équation (11.) subsistera encore, en y changeant le signe du 
radical, ce qui changera ceux de ga et px. 
On aura, sous forme finie, 
px = ilog[2a4 --1— E -2 y((1 — a7) (f — a))]. 
L'équation (9.) donne 















a. vu) ys FE RE CAO TS TR ER EE. US et ee, XE LI. PU 
TT pr La: à 214 Ÿ st ae 7, Ww E va eM NAR Ao " 
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1—a* = (1+h) (1 — pz), I — x* = (14- A) (h— px); 
d’où il résulte d'abord 
px = slog(1+h)+}log[2px—1—h+2y((1—px) (h — pz))]; 
mais en vertu de l'équation (9.), on a aussi 
(1 —px)(h—px)=h-(1+h)prt+p c = x (p—1); 
et en faisant 





; 1 


Ses je 


on en conclut | 
px = ilog(1-Fh)-4-1log(2q« —1— A). 
Cela étant, nous aurons 
q'yck q ys = log(1+h)+ log [Ag y, y,—2q (13 P) (yt yo) - (A +h); 
et comme, d’après la méme équation (9.) dont y, et y, sont les deux ra- 
cines, on a 
12. yyp=h, yty=(1+A)p, 
il en résulte que la quantité comprise sous le second logarithme se réduira 
Gps Cien 
1—y 


au carré de , en ayant égard aux valeurs de p el q; par con- 


séquent, on aura 


! 4 1 
9 yct 9 y» = log (1— 4^) + log (3 =) 
Au moyen de cette valeur, et en comprenant le terme (1-++h) log (1—h’) 
dans la constante C, la partie logarithmique disparoitra du second membre 
de l'équation (11.), qui deviendra simplement 


2(1+ 1 
put oy = EC. 


Pour déterminer la constante C, je ee que les intégrales py, 
el my, s'évanouissent pour y — 0, ce qui rendra nulle cette constante. D’après 
les formules (10.), on a y,—1 et y,—h pour y —O; les quantités gy, et y: 
seront donc alors lintégrale ga, prise depuis æ —1 jusqu'à æ — y, pour py,, 
et depuis z — À jusqu'à æ — y, pour qy;; en sorte que l'on aura finalement 

13. fe (h 4- 27) 0x EE (4-2)0v  — 2ü-crmy 

ı yY(0—2)07—25) In Y(1—2)0—2)) — 1—y 


On vérifiera cette équation en différentiant ses deux membres par 





_ rapport à y; ce qui donne 
Ch yi) Oy, T8 (h 4- y2) y, _ 2 MET yey | 
Vay) Wy) | Y(1—92207— 92) Gay) 


or, l'équation (9.) donne aussi, d’après ce qu'on a vu plus haut, 
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y((—2) (f —2)) = «(1-9 y(p—1); 
en différentiant cette méme équation (9.), il vient 
[2a—(1+h)p]Ox = (1+h)xop; 

en mettant donc successivement y, et y, à la place de x, dans ces deux 
dernières équations, on aura les valeurs des radicaux contenus dans l’équation 
différentielle précédente, et des différentielles Oy, et Oy.; et en vertu des 
équations (12.), ces quatre valeurs et celle de p rendront cette équation dif- 
férentielle identique. 

Il suit de cette vérification que l'équation (13.) a lieu; non seulement 
pour les valeurs positives ou négatives de y, mais aussi pour les valeurs 
imaginaires de cette variable. En y mettant yy—1 à la place de y, et 
changeant le signe de l'un des facteurs sous les radicaux, nous aurons cette 
seconde équation 

14 Yı (ha") Ox f^ +x)0x _ 2(+h)y 
1 yY(ü—a5(—8) I y(ü—-sa)mw—m) — AH) 
dans laquelle la variable y sera supposée reelle, et où l’on prendra les ra- 
dicaux avec le signe + ou avec le signe —, selon que cette variable sera 
positive ou négative. En même tems, les équations (12.) deviendront 
AHh)A—y"). 
1-cry 











15. Jiga— h, yity= 


VI. 

L'une ou l’autre de ces équations (13.) ou (14.), la seconde, par 
exemple, pourra encore étre vérifiée par la transformation des intégrales 
qu'elle renferme, en fonctions elliptiques. 

A cet effet, je suppose la constante 4 moindre que l'unité, et je fais 


2 
15 ceti detenti T XN 


= dc sn pP 
Il en resultera 
Ox Op : 


| Y(1—a2)G—) — yü—esin'g)? 

les valeurs de q qui répondent à z —1 et æ — seront p=in et 9 —0; 
en appelant donc q, et @», celles qui répondent à y, et y;, l'équation (14.) 
prendra la forme: 


hL/,. in qu eg sin’p) ea. PEE sin” pol 


2n fre aig gene eu) 


als dct pag 
' (4 — ce’ sin’)? 1+y 
ou, ce qui est la même chose, 





ec’ sin 2 p}? 


m 
"mI 
-" 4 
NT 
VAL D da 





cs le SA RE a a icol MRS. amet AN EE 
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d cnl 2 Pa op 
off” a sin az 0 vA—c*sin’p) 


$i Op $3 op 
a naar | — 
Hi [ a ie 9 Ecol 








$n og dis op 2(1 +h)y 
nf, —— HH — © © — ———<<— : 
Ju yY(1 —c'sin 9) T A — ec’ sin’)? 1 +y 
D'ailleurs, on a identiquement — 
h’ Op p ya-e sin?) Op — e à- sin @ cos p 


(4 — c'sin°p)} y — c'sin?g) ? 
en employant les notations connues de Legendre, pour désigner les fonc- 
tions elliptiques de première et de seconde espèce, on aura donc 
h [F(c, 91) T F(c, P2)] +E(e, q1)-4- E (c, P2) 
2(1-+h C^ sin Pp, cos¢ *sin (f, cos 
Sie, Yn) p Ete, $ nd desino Here 
Mais, d’après la valeur de z^, on a 


y (z'— h*) | Ay —2^) 
ECHTEN, 


cos 
cx ? ? cx 








16. sin @ = y(1—c'sin? q) = — 


d'où l'on conclut, en vertu de l'équation (9.), 


RE = (ah) (1 —2] = £(1 +2) (ht), 


en mettant yy—1 au lieu de y, et prenant le radical avec le même signe 





que y, comme le suppose l'équation (14.). On aura donc 
4 esing, cosp, — hy 

PTE RES PO TS (TE "m (yit Yo) -99 (1 3- &) - y (y - 93); 
4y (A+) 
1+y° ^ 
conséquent nous aurons, pour l'équation (14.) transformée en fonctions 


c*sin q, cos, 
Y (1 — c'sin*g,) 


quantité qui se réduit à 





en ayant égard aux équations (15.). Par 


elliptiques, 
17.  h[F(c, 9.) M F(c, $;)] - E(e, p)+E(c, pr) = 


2y (1 
MF(e, 32)-- E(o, 12) + ED; 


résultat facile à vérifier, au moyen des propriétés connues de ce genre de 
quantités. 
Soit, en effet, w un angle tel que l'on ait 

F(c, p9\)+F(e,9) = Fle, w); 

pour ce même angle, on aura aussi, comme on sait, 
E(c, gi) +E (ec, p>) = E(e, w)+csinw sin p,sin p; 
d'après la première formule (16.), appliquée aux angles y, et q,, on a 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hft. 2. E 13 
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d’ailleurs 
9. . 1 9 9 0] 
esiny,sinp = Yale) (ys —#)]; 


2y (+R) 
1+7° 
séquent, l'équation (17.) deviendra 


18. hF(c, w)--E(c, w) = hF(c, 4x) +E(c, pa) +H (1 sinv). 


quantité qui se réduit à , en vertu des équations (15.); par con- 


Or, on sait aussi que l'angle w sera déterminé PAS en: E) 


cos P, cos Q, — sin, sin P, y EC sin’ q)y (1—c? sin Hie 
1—c’sin’y, sin’¢, 


et d’aprés les formules (16.), le qe de cetle expression a pour valeur 


S(via-)d-y]l- v - yii]; 

quantité qui se réduit à zéro, en e dos équations (15.). On a donc 
COS == 0 ep ETE en 250 1: 

ce qui rend identique l'équation (18.) qu'il s'agissoit de vérifier. 


COS = 


VII. 


Revenons maintenant à l'équation (8.). 
En la différentiant par rapport à y, on a 


Y(fy1) 8Y, + y(fy:) OYs ++ Y (fy) OY, = y OY; 


et dans celte équation différentielle entre y, yi. yo» :... Yr,» ces n+1 va- 
riables sont séparées; car Y est une fonction de y (S. IV.), et Y,, Y;, ... 

. Y,, sont respectivement des fonctions de yi, y», .... y,. Or, en met- 
tant successivement y,, gy», .... Yn» au lieu de æ dans l'équation (7.), 
on aura 


agi by tee thy tl = (ay+by Mo +key Dy, 
CIAR ret hy, = ey A, ++ 0)y", 


Au my T yia = (ay tbe te thy, UM, 
ce systeme d'équations algébriques entre les »+1 wariables y, yi, ys. ... 
. Yn, Satisfera donc a l'équation différentielle précédente; mais il n'en sera 
qu'une intégrale particulière, parcequ'il ne renferme aucune constante arbitraire. 


*) Traité des fonctions elliptiques, tome 1°, page 22. 





td 
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Pour un indice quelconque ?, ou se rappellera que l'on a, dans cette 
équation différentielle, 
agi + by ee phys Fl 
[Ys — ys rig c Ed 
el que Y, est une fonction rationnelle et entiére de y;, ou un polynome en 
y;, dun degré quelconque. 
VIII. 

Le théorème contenu dans l'équation (8.) est distinct de celui qu'Abel 
a donné dans le journal de M. Crelle *), et dont Legendre a fait la base 
du. 3° supplément à son traité des fonctions elliptiques. Mais on parvient 
aussi à un théorème semblable à celui d’Abel, par les considérations Ires- 
simples qui nous ont conduit à l'équation (8.). 

Pour le faire voir, soient px, px, fix, fox, quatre polynomes d'un 
degré quelconque par rapport à x: les coéfficients des deux premiers sont 
des constantes données; ceux des deux dernièrs sont des fonctions rationnelles 
d'une variable 3; une autre variable y est liée à x et y par les deux équations: 

(4) pr=y pr, fe=yhe; 
d'où l'on tire celle troisième équation 
(b)  qie(fim)—qua(fim) = 0, 
entre æ et 3. La première équation (a.) donne aussi 
D, x 
RES xy , 
où lon prendra le signe supérieur ou le signe inférieur, selon que le rap- 


fv 


port ——, qui exprime la valeur de y tirée de la seconde équation (a.), sera 


he’ 
positif ou négatif. 
Désignons aussi par X une fonction rationnelle et donnée de la seule 


xf xy (83) DEED. 


le signe étant déterminé d'aprés celui de y, ou de 





variable c, et faisons 


f, © 
he’ 


de le dire. L'intégrale f Xóz se composera d'une partie entière et d'une 





comme on vient 


partie logarithmique; en sorte que l'on pourra toujours la représenter par 


J/ Xs — P+ Alog (xz — «) -- Blog (a — f?) 4- elc. ; 


*) Tome III., page 313. 
19" 


ee 7989 PRIT PERS FRET ae BEN c SEN “à nai 12 e M 
e abbr pi Rer. NOMEN a (ere on A SRS Gor ce E idiot if dori 
3 ni La ou MALE y M TI S x e 1 Mrs a Ene TU re NT RT 
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P étant un polynome en x, et A, B, elc., a, (3, etc.; désignant des con- 
stantes réelles ou imaginaires, dont le nombre sera double de celui qui marque 
le degré du dénominateur de X. 


Cela posé, si l'on met [Xx Ox au lieu de X dans l'équation (2.), on aura 


Jf Cf Xó7)8y fg X 0x Se, y[Xdx+C; 
et d’après les valeurs précédentes de y, wa, [Xéa, il en résultera 
wa +/P dy 4- A flog (a — a) 0y + B/flog(x—f) dy 4- etc. 


= yP+yAlog(x—«) + y Blog (z—[)-- etc. + C. 
Mais, en intégrant par partie, on a 








fiog(@-«)öy = ylog(z—e)— f IE, 
flog (=) Oy = ylog(r—f) SE; 
eic.; 
d’apres la valeur de /X 6, on à aussi 
XOL 0P = a + Bor + etc.; 





æ—aœ . æ—f 
il en résultera donc 


A f log (z — e) Oy + Bflog (xP) Oy + etc. 
= yAlog (v—e)+yBlog(e-ß)+ ete. +/y(0P— Xóa), 


et, par conséquent 


va+fPôy+ f y0P— fy Xbox PC 


Donc, à cause de 





on aura simplement 
ya E Ox+ C. 
En différentiant l'équation (b.) par rapport à x et 3, on en déduira 
une valeur de Ox que je représenterai par 
P MESSER CTS E3- 
X’ étant une fonction rationnelle de x et 3. Si donc on fait 


XX'f,x 
fa a Y. Q, 


de sorte que Q soit aussi une fonction rationnelle de x et 3, on aura 


war = f00s4 C. 
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Maintenant, soit m le degré de l'équation (b.) par rapport à x; de- 
signons par 2,, 5, .... 5,, Ses m racines en fonctions de z, et par Q,, 


Q., .... Q,, les valeurs correspondantes de Q: en faisant, pour abréger, 
Q,- Q0, zm Z, 
substituant successivement 2,, 3%, .... 2„, à la place de x, dans l'équation 


précédente, et prenant la somme des résultats, nous aurons 


V3, WS. me mi V2, = fZès+C. 
Or, Z sera une fonction symétrique et rationnelle des racines de l'équation 
(b.), et, conséquemment une pareille fonction de ses coëfficients; par con- 


séquent l'intégrale /Z Oz s'obtiendra toujours sous forme finie, par les règles 


ordinaires; d’où il résulte que la somme des valeurs de l'intégrale wa, qui 
répondent aux m racines de l'équation (b.), s'obtiendra aussi sous forme finie, 
en fonction des coéfficients des quatre polynomes 9,8%, px, fix, f;v; ce 
qui est conforme au théorème d'Abel que l'on vient de citer. Dans cette 
somme, on devra ajouter ou retrancher les diverses valeurs de wa, selon 
que les valeurs correspondantes 3,, 22, .... 3m, de x, rendront positive ou 
ee 

fh 


On se borne ici à faire voir que la somme des m valeurs de wa est 


négative la valeur de y, ou du rapport 


toujours exprimable sous forme finie; la valeur de cette somme s'obtiendra, 

dans chaque cas ar le calcul des fonctions svmétriques des racines d'une 
>» Pp 

équalion, qui fera connoitre la quantité Z, el ensuite par les règles de l'in- 


tégration des fractions rationelles, qui donneront l'intégrale /Z0s; mais Abel 


a donné l'expression générale de cette somme de valeurs, ainsi qu'on peut 
le voir dans son mémoire et dans le supplément de Legendre. Cette ex- 
pression, pour étre appliquée aux nolations précédentes, suppose que l'on fasse 


s MIL Oel 
Pil Pre = qa, 9 E CE pr) 
qc et fr étant des polynomes en x d'un degré quelconque, et c désignant 


une constante donnée. 


IX. 
Au lieu de mettre y^ à la place de y dans l'équation (3.), ainsi 
qu'on l'a fait précédemment ($.4.), on auroit pu remplacer y par la puis- 
sance quelconque m de celle variable, et il est évident qu'on seroit par- 
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venu à une équation (8.) dans laquelle l'intégrale wa contiendroit la racine 
m au lieu de la racine carrée d'une fonction rationnelle de x. Plus générale- 
ment encore, on peut étendre l'équation (8.) à l'intégrale d'une fonction al- 
gébrique quelconque, explicite ou implicite, et le raisonnement relatif à cette 
exiension ne sera qu'une répélition de celui qu'on a exposé dans le quatriéme 
paragraphe. 

En effet, soient X un polynome en x et fx une fonction algébrique 
de cette variable; si nous faisons 


y= fe, wc = [fx 0X, 


l'équation (2.) deviendra 


(c)  fXOyd- ya = yX4 C. 
Supposons que l'on fasse disparoitre les radicaux et les dénominateurs dans 
l'équation y — fx, désignons par R=O l'équation qui en résultera, et soit 
n son degré par rapport à x. On en tirera » valeurs de x en fonctions de 
y; nous les representerons par gi, y», .... Yr, et par Y,, Ya, .... Y,, les 
valeurs correspondantes de X. En substituant successivement ces x valeurs 


de æ dans l'équation précédente, et prenant la somme des résultats, nous aurons 


[MAN te Y) Oy + n yao d a" 
y (Yi Yi T EY.) const, 
ou, ce qui est la méme chose, 


Wyte Vy ey, = y Y— f Y 0g const. 
en faisant, pour abréger, 

| Y Y t Veg ays 
Or, celle somme Y sera une fonction symétrique et rationnelle des racines 
de l'équation A — 0; par conséquant, une semblable fonction de ses coéfficients, 
el, conséquemment aussi, une fonction rationnelle de y. Donc l'intégrale 

YOy sobtiendra toujours sous forme finie, par les règles ordinaires; donc 
aussi la somme des » valeurs de l'intégrale wa, d'une fonction algébrique 
quelconque, qui répondent aux » valeurs de x tirées de l'équation R=0O, 
est toujours exprimable sous forme finie en fonction de y. 

On parviendra à un second théorème distinct de cette proposition 

générale, en supposant, comme dans le paragraphe précédent, que la variable 
y soit liée à x et à une autre variable 3, par l'équation 


fix n y fiv, 






PE 
Pa ide 
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de ce paragraphe. Mettons, de plus, /X x à la place de X dans vz qui 
deviendra alors 


war = /Xfeös; 
et supposons que X soit actuellement une fonction rationnelle, entiére ou 
fractionnaire de x, de sorte que l’on ait, comme dans ce méme paragraphe, 


Xx = P--Alog (x —«)-4- Blog (x — P)+ etc. 
En y substituant celle valeur de J/ Xx au lieu de X, l'équation (c.) deviendra 


ya+ f P0y -- Af log (a —«) 0y 4- Bflog(x—f) Oy+ etc. = 
Py+yAlog(xr—a)+yBlog(æ—/f)+ etc. + C. 
Par l'intégration par partie, pratiquée sur les intégrales flog (@-«) Oy, 
log (« — 8) Oy, etc., on réduira cette équation à 
wx = [yXda+ C, 
ou bien a 
ve = (FE de 6, 


LE 
he 


de y dans l'équation R=O, il en résultera une équation en x et z que je 


Or, si l’on substitue aussi cette valeur 





en mettant pour y sa valeur 


désignerai par T — 0, et je représenterai par Ox = X'Os sa différentielle par 
rapport à ces deux variables, dont X’ sera une fonction rationnelle. En 
faisant, comme plus haut, 


, 
TES Se 
cette quantité Q sera également une fonction rationnelle de æ et z, et l'on aura 
ya zt Oz C. 
Je désignerai par m le degré de l'équation T — O par rapport à x; je re- 
[ieseuterar par’ 2;,. 25... 0.54 4808. m racines, et par-Q,, 0, -:: 0, les 


valeurs correspondantes de Q: en faisant toujours 

Z AT. = Z, 
substituant successivement z,, 3%, .... 3,, au lieu de z dans l'équation pre- 
cédente, et prenant la somme des résultats, on aura 


Va WS2+ + Won = /Zös+ const. 





y” 2 D 


Poisson, théorèmes relatifs fonctions algébriq 
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Cela posé, on verra, comme précédemment, que l'intégrale ft 05 


pourra toujours s'obtenir sous forme finie. Par conséquent, quelles que soient 
la fonction algébrique fx et la fonction rationnelle X de x, la somme des 


valeurs de l'intégrale wa, ou UE XfxOx, qui répondent aux valeurs de x tirées 


de l'équation fix =frxfx, laquelle devient, T — O0 aprés qu'on a fait dis- 
paroître les radicaux et les dénominateurs; cette somme, disons-nous, sera 
toujours exprimable sous forme finie, en fonction de la variable z, dont les 
coéfficiens des polynomes f, x et f; x sont des fonctions rationnelles quelconques. 
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Solution d’une question fondamentale concernant la 
theorie generale des courbes. 
(Par Mr. Plücker, prof. ord. de math. à l’université de Halle.) 


La decouverte du principe de reciprocite (theorie des polaires reciproques) 
ou ce qui est identiquement la même chose, celui de dualité a fait naître 
une foule de questions nouvelles, dont l’une que je regarde avec M. Pon- 
celet comme fondamentale n’a pas été resolue jusqu'à ce jour malgré les 
efforts des plus habiles geometres. 

M. Gergonne lorsqu'il introduisit le premier ses doubles colon- 
nes, qui depuis ont fait fortune a supposé que le degré d’une courbe soit 
égal à celui de sa polaire, ou, en autres termes, que le nombre des points 
d’intresection d'une courbe algébrique d'un degré quelconque avec une droite 
donnée soit en général égal au nombre des tangentes à la même courbe 
passant par un point donné. Plusieurs ans au paravant M. Poncelet avoit 
déjà reconnu le contraire, en annonçant que, si le degré de la proposée est 
m, le nombre de ses tangentes, partant d'un même point donné est de m (m—1): 
fait évident et trés facile à prouver par l'analyse. Cedant enfin malgré lui 
M. Gergonne garantit à ses doubles colonnes leur validité en remplaçant 
seulement dans l’une d'elles le mot degré par le mot classe. D’après cette 
dénomination une courbe proposée du m""* degré est de la m(m—1)"" classe 


ième 


et sa polaire de la m""^ classe. Cette nouvelle classification des courbes 
me parait trés importante; en l’adoplant je me plais de reconnaitre que la 
méprise méme d'un homme d'esprit porte ses fruits. 

Dès que les courbes passent le second degré il se présente une 
difficulté, que je vais exposer. Le degré d'une courbe proposée étant m, 
celui de sa polaire sera en général m(m- 1). Cette nouvelle courbe a 
réciproquement pour sa polaire la proposée. Tandis donc, qu'en géné- 
ral une courbe du m(m—1)"" degré a pour polaire une courbe du 
m(m—1)[m(m—1)—1]"" degré, une courbe particulière de ce méme 
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degré a pour polaire une courbe du m""' degré seulement. Ainsi par 
exemple à une courbe du 3""* degré repond comme polaire une courbe du 
67", à une courbe du 6""* degré en général une courbe du 30""*; mais 
dans le cas particulier en question ce degré se reduit de 27 unités el re- 
descend au troisième. De même à une courbe du 4""* degré repond comme 
polaire une courbe du 12'"*, à une courbe du 12""* degré en général une 
courbe du 132°"°; mais dans le cas particulier ce degré, en se rabaissant 
de 128 unités, redevient le 4""*, Quelle et donc la nature de la courbe 
particulière qui produise une réduction si extraordinaire? Voila la difficulté 
à résoudre. 


M. Poncelet essaya d'en donner l'explication dans le présent Jour- 
nal (vol. IV. p. 13.). Il l'a trouvé dans les points doubles de la courbe 
polaire de la proposée, dont chacun d'après lui produit dans le degré de 
la polaire réciproque une réduction de deux unités. Je désignois aussitôt 
(Analitische Entwickelungen vol. II. p. 288., note) cette explication comme 
incomplète, vu qu'une courbe du m(m —1)'"* degré ne pourroit jamais avoir 
un nombre de points doubles suffisant pour opérer la réduction exigée. 
J'aurais dû ajouter, que dans le cas de m — 3, la courbe proposée ne per- 
mettant pas d’être touchée par une même ligne droite en deux points différens, 
sa polaire ne pourroit pas admettre de points doubles. Plus tard, dans la 
suite de ses mémoires (voy. le présent Journal vol. VIIL, p.38.) M. Pon- 
celet convient, en parlant de l'explication en question ,,de n'avoir fait que 
glisser sur cette importante et difficile matière”. Ensuite il continue ainsi: 
„En effet la solution de ces questions dépend du perfectionnement d'une 
„autre théorie, celle des points singuliers des courbes, qui n'est pas encore 
Complètement faite malgré les savantes recherches de nos premiers géo- 
mètres, et elle tient aussi aux difficultés les plus ardues de la science de 
„lelimination. Mais, quoique les considérations d'une géométrie purement 
intuitive, appuyée de notions qui dérivent de l'admission du principe de con- 
»linuité, nous aient permis d'entrer plus avant dans le fond de la question, 
„nous ne saurions nous flatter cependant d'en avoir éclairci entiérement les 
üifficullés et d'avoir dissipé tous les nuages dont elle demeure encore en- 
„„veloppee.” 


Voilà l’état de la question dont je me propose de consigner ici la 
solution. 












^ 
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Une courbe peut être regardée ou comme décrite par un point ou 
comme enveloppée par une ligne droite. Au premier mode de génération 
se rapporte la manière généralement en usage de représenter une courbe 
par une équation entre deux variables. Dans cette génération c'est un cas 
tout singulier si le point générateur s'arréte pour se diriger en sens con- 
traire; les courbes représentées par les équations générales d'un degré quel- 
conque n'admeltent pas en général de points de rébroussement. Elles n'ad- 
meltent pas non plus en général de points multiples ou isolés. Mais elles 
auront en général un certain nombre de points d'inflexion, qui ne se com- 
portent nullement comme points singuliers, car dans de tels points le mouvement 
du point générateur n'est pas interrompu. Daus le second mode de génération, 
auquel se rapporte un algorithme non moins facile, il n'existe pas en général 
de points d'inflexion, parceque dans un tel point le mouvement de la droite 
génératrice s'arréte et continue ensuite en sens contraire. Il n'existe pas 
non plus en général de tangentes multiples. Mais il y aura en général un 
certain nombre de points doubles et de points de rébroussement. Dans ces 
derniers points le mouvement de la droite génératrice ne présente aucune 
singularité, elle y continue à se mouvoir dans le méme sens. La définition 
de la tangente n'est pas la méme daus les deux modes de génération; dans 
le premier toute ligne droite passant par deux points coincidans (consecutifs 
ou non) jouit du róle de tangente, dans le second la tangente c'est la droite 
génératrice dans ses différentes positions. De là résulte qu'à chaque point 
double d'une courbe proposée reponde une réduction de deux unités dans le 
degré de sa polaire, comme M. Poncelet l'a remarqué le premier, pour- 
vu toutefois que le point double ne soit. en particulier un point de ré- 
broussement; dans ce cas au contraire la réduction est de trois unités. D'après 
ces préliminaires, je passe à l'énoncé de la solution. 

Les courbes représentées par l'équation générale du m""* degré ont 
en général un nombre de points d'inflexion égal à 3m(m—2) — M et un 
nombre de tangentes doubles égal à 

L(m-r3)m(m-—2)(m—93) = N. 
Leurs courbes polaires du m(m+1)""* degré auront donc en général M 
points de rébroussement et N points doubles proprement dits. Le degré 
de leurs polaires, qui pour les courbes de leur degré, est en général le 
m(m--1)[m(m--1)— 1]^"*, s'abaise donc de (3M+2N) unités et redescend 
ainsi au m“. 
14 * 


ret 
a 


Dans le cas de m=8 la ES provient ia P des 
points d'inflexion de la proposée, qui sont au nombre de 9. Six de ces 9 
points sont toujours imaginaires. 

Dans le cas de m — 4 la réduction provient des 24 points d'inflexion 
et des 28 tangentes doubles de la proposée. Et ainsi de suite. 

Je dois me contenter ici d'avoir énoncé ce résultat, auquel se rat- 
tachent une foule de question du plus grand interét dans la théorie générale 
des courbes algébriques. On trouvera tous les développemens désirables sur 
cet important sujet dans un ouvrage qui paraîtra en peu de mois, dans le- 
quel je me propose d'exposer un système de géométrie analytique en partant 
de points de vue nouveaux et en m'occupant presque exclusivement des courbes 
de degrés supérieurs. 

Halle, ce 14. Février 1834. 
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6. 


Uber eine allgemeinere Art der Affinität geo- 
metrischer Figuren. 
(Von Herrn A. F. Möbius, Professor in Leipzig.) 


I meinem ,,barycentrischen Calcul” habe ich zu zeigen gesucht, dafs aufser 
den schon in den ersten Elementen der Geometrie in Betracht kommenden 
Beziehungen, in welchen Figuren zu einander stehen kónnen, und wonach 
zwei Figuren einander gleich und ähnlich, oder áhnlich allein, heifsen, 
es noch einige andere dergleichen Beziehungen oder Verwandtschaften gebe, 
die, obschon von allgemeinerer Beschaffenheit, als jene schon bekannten, doch 
in das Gebiet der Elementar-Geometrie noch gehóren, indem auch bei ihnen 
Puncten der einen Figur, welche in einer Geraden liegen, in einer Geraden 
enthaltene Puncte der andern Figur entsprechen. Ich nannte diese allge- 
meineren Verwandtschaften Affinität und Collineations- Verwandt- 
schaft; denn die Gleichheit, die ich an jenem Orte zwar ebenfalls als eine 
besondere Verwandtschaft behandelt habe, ist im Grunde nur als eine specielle 
Art der Affinität zu betrachten. 

| Bei der Collineations - Verwandtschaft ist, wie schon ihr Name aus- 
drücken soll, gedachtes Entsprechen gerader Linien das alleinige sie cha- 
rakterisirende Merkmal. Bei der Affinität hingegen kommt als zweites Merk- 
mal noch hinzu, dafs je zwei Theile der einen Figur — Flächentheile, oder 
Theile des Raums, nachdem die Figur in einer Ebene oder im Raume über- 
haupt enthalten ist, — sich ihrem Inhalte nach eben so zu einander verhalten, 
wie die entsprechenden Theile der andern Figur. 

So wie nun aus der Affinität die allgemeinere Verwandtschaft der 
Collineation entspringt, wenn wir von den oben erwähnten zwei Merk- 
malen blofs das erste beibehalten: so wird die Affinität gleichfalls in 
eine allgemeinere Verwandtschaft übergehen, wenn wir das erste Kenn- 
zeichen nicht mehr berücksichtigen und nur das zweite noch festhalten. 
Bei dieser allgemeineren Art von Affinität entsprechen also die Puncte 
zweier Ebenen einander dergestalt, dafs, wenn in der einen Ebene irgend 
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eine in sich zurücklaufende Linie gezogen wird, die entsprechende Linie in 
der andern Ebene, d.h. die Linie, welche durch die den Puncten der erstern 
Linie entsprechenden Puncte geht, eine Fläche einschliefst, die zu der von 
der erstern Linie begrenzten Fläche in einem constanten Verhältnisse steht. 
Und eben so ist es bei zwei Räumen von drei Dimensionen, die in dieser 
allgemeinern affinen Beziehung stehen sollen, hinreichend, wenn je zwei ent- 
sprechende Theile des einen und andern Raums, d. h. solche, deren Grenz- 
flächen durch entsprechende Puncte bestimmt werden, ein constantes Ver- 
hältnifs zu einander haben. Hierbei kónnen also, und werden im Allgemeinen, 
geraden Linien und Ebenen des einen Raums Curven und krumme Fláchen 
im andern entsprechen , und zwar Curven und Flächen, die jede beliebige 
Form haben kónnen. Denn so lange noch nicht die einander entsprechen 
sollenden Puncte bestimmt sind, hindert uns nichts, diese Bestimmung bei 
zwei Ebenen z. B. damit anzufangen, dafs wir dem Perimeter eines gerad- 
linigen Vielecks in der einen Ebene irgend eine in sich zurücklaufende Curve 
in der andern entsprechend setzen, wenn nur die Flächen beider Figuren in 
dem constanten Verhältnisse stehen, welches je zwei entsprechende Flächen 
zu einander haben sollen. 

Schon hieraus ist abzunehmen, dafs die Grundformeln dieser Ver- 
wandtschaft, d.i. die allgemeinen Relationen zwischen den Coordinaten zweier 
entsprechenden Puncte, Gleichungen mit partiellen Differenzen sein werden, 
indem nur solche Gleichungen zu willkürlichen Functionen und damit zu 
willkürlichen Curven und Flächen führen kónnen. Diese Grundformeln zu 
entwickeln, und ihre Integration auszuführen, welches hier auf besonders 
einfache Weise geschehen kann, ist der Zweck des vorliegenden Aufsatzes. 
Ehe wir jedoch diese analytische Untersuchung beginnen, wollen wir, grófserer 
Anschaulichkeit willen, den Gegenstand zuerst auf folgende rein geometrische 
Weise in's Auge fassen. 


S. 1. Heifsen J/ und N die beiden Ebenen, deren Puncte in affi- 
ner Beziehung zu einander stehen sollen. Man denke sich die Ebene N 
mit zwei Systemen paralleler Geraden T, Ti, R, .... U, LUE 
überzogen, von denen die Linien des einen Systems die des andern recht- 
winklig schneiden; die Linien jedes der beiden Systeme für sich seien, 
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jede von der nächstfolgenden, unendlich wenig, aber gleich weit entfernt. 
Hierdurch wird N in eine unendliche Menge unendlich kleiner und einander 
gleicher Rechtecke zerlegt. 

HAMSTER see gs Yay. die den Ty 7, cod. 
U, U,, .... entsprechenden Linien in der Ebene M, so mufs M durch diese 
Linien ebenfalls in unendlich kleine und einander gleiche Vierecke getheilt 
werden, deren jedes von irgend zwei auf einander folgenden Linien der 
einen Reihe X, .... und zwei auf einander folgenden Linien der andern 
Reihe Y, .... begrenzt wird. Sind diese Linien wirklich gezogen, so ist 
damit die affine Beziehung beider Ebenen vollkommen bestimmt. Denn für 
irgend einen Punct der einen Ebene läfst sich nunmehr der entsprechende in 
der andern angeben, — dem Durchschnitte von T, und U, in N entspricht 
der Durchschnitt von X, und Y, in M, — und je zwei sich entsprechende 
Flächentheile in N und M verhalten sich wie eines der Elementar-Rechtecke 
in N zu einem der Elementar-Vierecke in M. 


$. 2. Es entsteht jetzt die Frage, wie viel von den Linien X, 
X» .... Y, Y, .... in M willkürlich gezogen werden können, und wie 
hiernach die übrigen zu bestimmen sind, damit die durch die Kreuzung der 
beiden Systeme entstehenden Vierecke, der Forderung gemäfs, einander gleich 
werden, und zu den rechteckigen Elementen der Ebene N in einem gege- 
benen Verhältnisse stehen. Wir wollen der Antwort hierauf die Betrachtung 
einiger speciellen Fálle vorangehen lassen. 

1. Es ist klar, dafs die Forderung gleicher Elemente in M erfüllt 
wird, wenn jedes der beiden Systeme X, .... und Y, .... aus parallelen 
Geraden besteht, die in gleichen und unendlich kleinen Entfernungen auf 
einander folgen. Denn, welchen Winkel auch die Parallelen des einen 
Systems mit denen des andern machen, so wird dann immer die Ebene in 
einander gleiche und ähnliche Parallelogramme zerlegt. Auch sieht man ohne 
Schwierigkeit, dafs dann je drei Puncten Wer einen Ebene, welche in einer 
Geraden liegen, drei ebenfalls in einer Geraden befindliche Puncte der andern 
entsprechen. Mithin ist diese Beziehung der beiden Ebenen die Affinität im 
engern Sinne selbst. 

2. Man lasse, wie im vorigen Falle, Y, Y,, .... in gleichen Ab- 
ständen von einander entfernte parallele Gerade sein; X aber sei eine will- 
kürliche Curve. Denkt man sich nun diese Curve ohne Änderung ihrer 
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Gestalt parallel sich fortbewegend, so dafs jeder ihrer Puncte eine Paral- 
lele mit Y beschreibt, und hält man von allen den verschiedenen Lagen 
der Curve eine Reihe solcher fest, welche in unendlich kleinen und glei- 
chen Entfernungen von einander abstehen, so werden dies die übrigen 
Linien X,, X,, .... sein. Denn auch auf diese Weise wird die Ebene in 
einander gleiche Parallelogramme getheilt, von denen aber nur diejenigen 
einander zugleich ähnlich sind, welche in einer und derselben Parallele mit 
Y liegen. 

Hierbei entsprechen also den Graden U, U,, .... die Geraden Y, 
Yi, x... den.Geraden T, Ty... die: Curven X3 X1. 2 und ebene; 
wie man leicht wahrnimmt, jedem dritten Systeme paralleler Geraden in N 
ein System einander gleicher und ähnlicher und parallel liegender Curven in 
M, so dafs je zwei einander entsprechende Puncte zweier dieser Curven in 
einer Parallele mit Y sind. 


3. Sei X eine Gerade, und die Puncte, in denen sie von Y, Y,, .... 
geschnitten wird, seien gleich weit von einander entfernt. Die Linien Y, 
Y,, .... aber seien Gerade, welche sich in einem von X endlich entfernten 
Puncte D schneiden. Man übersieht dann sogleich, dafs die Linie X, eine 
mit X parallele Gerade sein mufs, indem nur unter dieser Bedingung die 
zwischen X und X, enthaltenen Trapeze einander gleich sein können. Aus 
demselben Grunde müssen auch X, mit X;, X, mit X,, u. s. w. parallel, 
also X, X,, X.. .... einander parallele Gerade sein und zugleich in dem- 
selben Verhältnifs einander näher liegen, in welchem sie von D weiter ab- 
stehen, da in dem nämlichen Verhältnisse die von D ausgehenden Linien 
Y, Y,, .... sich desto weiter von einander entfernen. Das System der 
Parallelen X, X,, .... ist übrigens nicht blofs auf die eine Seite des Punctes 
D beschrünkt, sondern erstreckt sich auch auf die andere Seite von D, der- 
geslalt, dafs D zwischen allen diesen Parallelen eine symmetrische Lage hat. 

Um das Geselz, nach welchem hierbei die Puncte beider Ebenen 
M und N auf einander zu beziehen sind, näher noch kennen zu lernen, 
wollen wir zwei sich entsprechende Vierecke, w in M und e in N, ins 
Auge fassen. Von dem Viereck w seien X und X,, Y und Y, die zwei 
Paar gegenüberstehender Seiten; also 7 uud T,, U und U, die zwei Paar 
gegenüberstehender Seiten von v. Während nun die Linien X, Y und 
Y, fest bleiben, bewege sich die Linie X,, welche gleich anfangs dem 
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Puncte D näher liege, als X, parallel mit X bleibend, nach D mit gleich- 
förmiger Geschwindigkeit zu. Hiermit wächst anfangs der Inhalt von w, 
aber immer langsamer. Von dem Augenblicke an aber, in welchem X, 
durch D geht, und daher das Viereck w zu einem Dreiecke wird, ver- 
wandelt sich die Zunahme in Abnahme, da gedachtes Dreieck bei der 
ferneren Bewegung von X, ein auf der entgegengeseizten Seite von D 
liegendes, und daher negativ zu nehmendes Dreieck, als Increment, erhält. 
Hat sich X, auf dieser Seite eben so weit von D entfernt, als X auf der 
andern von D liegt, so ist w — 0, und bei noch weiterer Bewegung von 
X, wird w negaliv. 

Damit nun diesen Änderungen des Inhaltes von w  proporlionale 
Änderungen von e entsprechen, so mufs die Linie 7,, welche, parallel sich 
fortbewegend, mit den fest bleibenden Linien T, U, U, ein Rechteck e zu 
bilden fortfährt, von T sich immer langsamer entfernen, bis sie in eine Lage 
O kommt, welche der durch D gehenden Lage von X, entspricht; sie mufs 
hierauf wieder nach T zurückkehren, und zulelzt durch T auf die andere 
Seite von T sich wenden, wobei e aus dem Positiven durch Null in das 
Negative übergeht. Hieraus ziehen wir nun die Folgerungen : 


a) dafs dem Puncte D in M, in welchem sich Y, Y,, .... schneiden, in 
N nicht blofs ein Punct, sondern alle in einer gewissen mit T paral- 
lelen Geraden O enthaltenen Puncte entsprechen; 

b) dafs nur die auf der einen Seite von © liegenden Puncte in N ent- 
sprechende Puncte in M haben, und 

c) dafs jedem dieser Puncte in N zwei Puncte in M enlsprechen, zwischen 
welchen der Punct D stets in der Mitte liegt. 


4. Wir wollen wiederum die Linien Y, Y,, Y,, .... gerade sein 
und sich in einem Puncte D schneiden lassen, nächstdem aber annehmen, 
dafs die unendlich kleinen Winkel, welche je zwei nächstfolgende .bilden, 
insgesammt einander gleich sind. Ist alsdann X ein aus D als Mittelpunkt 
beschriebener Kreis, so erhellel leicht, dafs die übrigen Linien X,, X5, .... 
mit X concentrische Kreise sein müssen, und dafs der gegenseitige Ab- 
stand je zweier nächstfolgenden Kreise, oder der Unterschied ihrer Halb- 
messer, in demselben Verhältnisse abnehmen mufs, in welchem die Halb- 


messer selbst zunehmen. Den Geraden T, T,, .... entsprechen daher 
jetzt Kreise, und es wird mithin jedem Puncte in M eine Reihe unend- 
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lich vieler Punkte in N entsprechen, die sämmtlich in einer Parallele mit 
T und in gleich grofsen endlichen Entfernungen von einander liegen. Eben 
so wie im vorigen Beispiele wird ferner auch hier dem Puncte D jeder 
Punct in N entsprechen, der in einer gewissen Parallele © mit T sich be- 
findet; auch werden nur den auf der einen Seite von © liegenden Puncten 
in N Puncte in M, und zwar jedem in N zwei in M entsprechen, zwischen 
welchen D in der Mitte ist. 


$. 3. Seien nunmehr, um den ganz allgemeinen Fall zu betrachten, 
Y, Y,, Y,, .... irgend beliebige Linien, und nur folgenden zwei aus der 
Natur der Sache selbst fliefsenden Bedingungen im Allgemeinen unterworfen: 


a) dafs je zwei nächstfolgende derselben, wie Y und Y,, überall einan- 
der unendlich nahe sind, und dafs folglich jedes Element der einen 
mit dem nächstliegenden Elemente der andern als parallel angesehen 
werden kann; 


b) dafs bei je drei nächstfolgenden Curven, wie Y, Y,, Y,, die Abstände 
jedes Elementes der miltlern Linie Y, von den nächstliegenden Ele- 
menten der zu beiden Seiten befindlichen Linien Y und Y, unendlich 
nahe in dem Verhältnisse der Gleichheit zu einander stehen, dafs also 
diese zwei schon an sich unendlich kleinen Abstände nur um ein un- 
endlich Kleines einer hóhern Ordnung von einander verschieden sind. 


Dieses vorausgesetzt, sei X eine beliebige, die Linien Y, Y,, Y2, . 
unter endlichen Winkeln schneidende Linie, und es kommt nun zunächst 
darauf an, der X unendlich nahe eine zweite Linie X, zu ziehen, derge- 
stalt, dafs alle die unendlich kleinen Parallelogramme, in welche der zwi- 


schen X und X, enthaltene Streifen durch die Linien Y, Y,, Y., .... zer- 
legt wird, einen und denselben gegebenen Flächeninhalt f haben. Dieses 
ist aber immer möglich. Denn heissen p, p,, p, .... die Theile, in welche 
X in den Durchschnitten mit Y, Y,, .... getheilt wird, und q, qi, q», ...- 
die zugehörigen Breiten des Streifens, so sind pq, piqi, Pr: .... jene 


Parallelogramme ihrem Inhalte nach, und es sollen daher pq =piqi= .... 
=f sein. Es muss folglich die Breite des Streifens in demselben Ver- 
hältnisse zu- oder abnehmen, in welchem die Theile p, p,, .... ab- oder 
zunehmen, und da sich diese Theile der Voraussetzung b) zufolge nach 
dem Geselze der Stetigkeit ändern, so wird auch die Breite stetig wachsen 
oder kleiner werden, und folglich die Linie X,, eben so wie X, eine ste- 
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tige sein. Die Breite des Streifens an einer bestimmten Stelle, z. B. beim 
Elemente p, ist = f:p. 

Auf gleiche Weise läfst sich eine auf X und X, folgende und der 
X, unendlich nahe dritte Linie X, ziehen, so dafs der von X, und X, 
begrenzte Streifen durch Y, Y,, .... in einander und dem f gleiche Paral- 
lelogramme getheilt wird. Unter derselben Bedingung kann man ferner auf 
X, eine vierte Linie X, eine fünfte X,, u.s. w. ins Unendliche, folgen lassen. 

Hiermit ist nun, wie gefordert wurde, die Ebene M durch die zwei 
Systeme von Linien X, X,, .... und Y, Y,, .... in Elemente von einer 
und derselben gegebenen Gröfse zerlegt. Dabei konnte das eine dieser 
Systeme, Y, Y,, ...., bis auf die unter a) und b) bemerkten Bedingungen, 
ganz willkürlich, und gleichergestalt eine der Curven des andern Systems, 
X, willkürlich genommen werden. Hiermit aber und mit dem gegebenen 
constanten Inhalte des Flächen-Elements waren alle übrigen Linien X,, X,,.... 
des andern Systems vollkommen bestimmt. 

S. 4. Denselben Gegenstand wollen wir nun mit Hülfe der Ana- 
lysis untersuchen. Seien a, y die rechtwinkligen Coordinaten eines Punc- 
tes der Ebene M, und /, uw die rechtwinkligen Coordinaten des ihm in 
der Ebene N nach irgend einem Gesetz entsprechenden Punctes, so sind 
t und w als gewisse Functionen von cz, y zu betrachten, und es ist dem- 
nach, wenn wir hier, und ähnlicher Weise in dem Folgenden, die par- 
tiellen Differenzen Ar d E ae der Kürze willen mit /,, 5, ux, wy 
bezeichnen: 

1. di=t.dx-+t,dy, 2. du -u,dz lu, dy. 
So wie daher dem Puncte (zx, y) der Punct (f, w), so entspricht dem 
Puncte (x+dx, y+ dy) der Punct 
(+i,.dx+t,dy, u+u,dx-+ u, dy), 
folglich dem Puncte (x + dx, y) der Punct (é+¢,dx,u+u,.dx) 
Bide ceca qo gag) c dy, Eu dy) 

Nun ist der Inhalt des Elementar-Dreiecks in der Ebene M, welches 
die Puncte (x.y), (e+dx,y) und (2,y+dy) zu Ecken hat, =4drdy, 
und der Inhalt des von den entsprechenden Puncten in N gebildeten 
Dreiecks, = z(t,u,—t,u,)dedy. Sollen demnach, unserer Aufgabe ge- 
mäfs, je zwei sich entsprechende Flächen-Elemente der Ebenen M und N 
in einem constanten Verhältnisse =1:m zu einander stehen, so hat man 

15 * 
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die Fundamentalgleichung zwischen partiellen Differenzen : 
ih Eu, —t,u, = m, 
woraus sich alle im Vorigen enthaltenen Resultate werden herleiten lassen. 
Doch wollen wir zuvor auf eine aus dieser Gleichung sich leicht erge- 
bende, aber vielleicht nicht ganz uninteressante, analytische Folgerung auf- 
merksam- machen. 
Da nemlich nach Festsetzung der Gleichung I. auch umgekehrt jedes 


: D NM : 
Element in N sich zu dem entsprechenden Elemente in M wie X verhält, 


so mufs, indem man x und y als Functionen von f£, w betrachtet, und hiernach 
9. dr =a, dt-+- 2, du, 4. dy =yidt+y, du 
setzt, auch die Gleichung Statt finden: 
1 
2,1, Lu Yr = cg 
und da diese Gleichung, und die vorige I., offenbar auch dann noch zu- 
sammen bestehen, wenn m von einem Paare entsprechender Puncte zum andern 
veränderlich ist, so schliefsen wir: 
Was auch £ und w für Functionen von x, y, und mithin auch 2 und 
y für Functionen von £, « sein mögen, so ist immer: 
(£L, u,—t,u,) (2,9,—2,9,) = 1. 
Rein analytisch dürfte sich diese Formel folgendergestalt am einfachsten 
beweisen lassen. Aus (1.) und (2.) folgt: 
uy dt — t, du = (t,uy—t,u,) da. 
Hierin müssen sich, weil df und du von einander unabhängig sind, 
die Coefficienten von df, dw, dx eben so zu einander verhalten, wie in (3.), 
und es ist daher: 


ly 
bby bu. = — ae 





Von der andern Seite fliefst aus (3.) und (4.): 
y, da — v, dy me (2,9, — 2, yi) dt, 
und da diese Gleichung mit (I.) identisch sein mufs, so hat man 
Li 
d, Yu X,Y; 2 age) 
» 
folglich u. s. w. 
Auf gleiche Art kann man weiter schliefsen, dafs, wenn e und w 
irgend welche Funclionen von ¢, w, also auch von x, y sind, und man, 
wie vorhin, 








et 
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| dt=t,dx +t, dy, du = u,dx+ w,dy, 
dv = ©, dt +0, du, dw = w,dt + w, du, 
laa =x,d+z,dw, dy = y,dv+u,,dw, und überdies 
6. . u,—t,u,— m, 0,0, — 0,0; — mj, cy, — Vy y, = m 


selzt, dafs alsdann 
m.m,.m, = 1 


ist. Denn betrachtet man z und y, é und w, © und w als rechtwinklige 
Coordinaten dreier in drei Ebenen sich entsprechender Puncte, und sind 
€, €,, €; drei sich entsprechende Flächen-Elemente der Ebenen, so ver- 
hält sich: 

ans aa du. t e:d- lm, 
folglich u. s. w. *). 

Dafs analoge Relationen auch bei vier und mehreren Paaren ver- 
änderlicher Grófsen, deren jedes von jedem der übrigen auf beliebige 
Weise abhängig ist, Statt finden müssen, erhellet auf diesem geometrischen 
Wege von selbst. 

S. 5. Unsere Aufgabe besteht nunmehr darin, für ¢ und «w solche 
Functionen F(z,y) und f(z, y) von x, y zu finden, welche der Gleichung 

IU tous bur m. 


*) Will man sich hiervon analytisch überzeugen, so combinire man die 6 
Gleichungen (5.) dergestalt, dafs man in den zwei letzten derselben, welche dx und 
dy durch dv und dw ausdrücken, dv und dw mittelst der zwei vorhergehenden 
Gleichungen durch dt und du ausdrückt, und sodann für dt und du ihre Werthe 
aus den zwei ersten Gleichungen substituirt. Auf diese Weise erhält man zwei Glei- 
chungen, jede zwischen dx und dy, deren vier Coefücienten insgesammt Null sein 
müssen, weil dz und dy von einander unabhängig sind. Die Nullsetzung dieser Co- 
efficienten giebt, wenn man noch, der Kürze willen, 

7 i D tw =X, yi + yor = Y, 
à Ly Vu d- 2,10, = A yv Ou + YwWu =e 
setzt, folgende vier zwischen den partiellen Differenzen in (5.) bestehende Relationen: 
Xu. X =1, t&Y--uy, Y! — 1, 
by Arty Xs Os ET Eu, N} 
Hieraus fliefsen, mit Rücksicht auf (6.), die 4 Gleichungen: 
mX = Uy, UO ES = ur, 
mX! — —t,, mf'=t,, 
und hieraus folgt: 
8, ym X¥ FAT 21. 
Durch Verbindung der Gleichungen (7.) ergiebt sich aber: 

Lym, = wWy~X—w;,X', ym = w,Y —w;Y', —wm = y, X'—x,T'; 
und wenn man aus diesen 3 Gleichungen x, und y, eliminirt: 

| mm, = XY'— X'Y, 
folglich wegen (8.): 


min, m, — 1. 
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wo m eine gegebene Constante ist, Genüge leisten. Weil aus einer Dif- 
ferentialgleichung sich nur eine Function bestimmen läfst, so kann die eine 
der Functionen / und w, es sei £, nach Willkür angenommen werden 
(d.h. die Linien Y, Y,, .... in der Ebene M können beliebige sein, $. 3.), 
und die andere w ist dann durch Integration von I. herzuleiten. Zu diesem 
Ende wollen wir die Gleichung I. zunáchst auf eine hierzu noch passendere 
Form zu bringen suchen. 

Aus der Gleichung « = f(x, y) kann man sich y mittelst der Glei- 


chung ¢ = F(z,j) eliminirt denken. Hierdurch wird w eine Function von 
t, v, und es ist alsdann: 
du = u,dt+u,dx = u,(t, dz--t,dy) A wu, da. 

Bei dieser Ansicht hat man daher statt der vorigen w, und w,, wo 
u geradezu als Function von æ, y betrachtet wurde, resp. w,t.--w,. und 
ut, zu setzen, und die Gleichung I. zieht sich nach Substitution dieser Aus- 
drücke zusammen in | 

—l,u, = m. 
Hieraus folgt aber: 


m dx 
uda = — re 


y 
und es kommt, wenn man, mittelst der Gleichung = F(z,y), ft, als 
Function von a, ¢ ausdrückt, und sodann integrirt, indem man Z constant 





nimmt: 
dz 
u — 0-4 9t, wo Q-—nf ^, 
y 


und gt eine willkürliche Function von ¢ ist. Substituirt man dann in Q und 
qt für & seinen Werth F(z, y), so hat man, wie verlangt wurde, w als 
Function von x und y gefunden. 

Die willkürliche Function gt kann, in Übereinstimmung mit $.3., 
stets so bestimmt werden, dafs der Axe der #, oder irgend einer mit ihr 
gezogenen Parallele, deren Gleichung «=e ist, irgend eine gegebene 
Curve in der Ebene M entspricht, d. h. dafs die Gleichung e = Q-+gt 
irgend eine gegebene Gleichung f(x, y) = 0 zwischen x und y ist. Man 
hat deshalb'nur æ und y aus Q miltelst der Gleichungen f(x, y) = 0 und 
t— F(x,y) zu eliminiren, und auf diese Weise Q als eine Function von £ 
auszudrücken. Denn man erhält somit gt -— e — Q als eine bekannte 
Funclion von f. 
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.$. 6. Dafs die willkürliche Function, welche zu dem particulären 
Werthe Q von w hinzutritt, eine Function von F(x,y) oder é sein mufs, 
läfst sich folgendergestalt auch geometrisch einsehen. Man denke sich 
wiederum das in $. 1. beschriebene, von den zwei Systemen T, T', .... 


und U, U', .... gebildete Netz, wodurch die Ebene N in einander gleiche 
rechteckige Elemente zerlegt wird; die Linien T, .... seien mit der Axe 
der ¢, und U, .... mit der Axe der « parallel. Seien ferner P und Q 


zwei solche Functionen von x, y, dafs sie, resp. =! und w gesetzt, eine 
offene Beziehung zwischen den Ebenen M und N hervorbringen, dafs also, 
wenn w= b und £— die Gleichungen sind, welche irgend einer der 
Geraden T, .... und irgend einer der Geraden U zukommen, in der Ebene 
M die entsprechenden Linien der Systeme X, .... und Y, .... die Glei- 
chungen Q = b und P =a haben. 

Die Gleichheit der Elemente in N wird nun nicht aufgehoben, und 
ihre Grófse bleibt dieselbe, wenn wir die Geraden U, .... unverändert 
lassen, dagegen die Geraden T, .... in beliebige einander gleiche und pa- 
rallel liegende Curven verwandeln, so dass die zwischen je zwei dieser 
Curven fallenden Theile von U, U,, .... noch von derselben Grösse sind, 
als vorher, wo T, .... Gerade waren (Vel. $.2. 2.). Es werden folglich 
M und N in affiner Beziehung und nach demselben Verhältnisse 1:m auch 
dann noch zu einander stehen, wenn wir die Linien Y, Y,, den Geraden 
U, .... und die Linien X, .... den nunmehrigen Curven T 
sprechend setzen. 

Sei nun u— qf —O die Gleichung der Curve, in welche die Axe der 
t übergegangen ist, also «—«q£-— b die Gleichung der Curve, in welche 
sich irgend eine andere Gerade des Systems T, .... deren Gleichung «= b 
war, verwandelt hat. Dieser Geraden, und also auch der nunmehrigen Curve, 
entspricht aber in M die Curve, deren Gleichung Q — b; und da dieses für 
jeden beliebigen Werth der Constante b gilt, so hat man jetzt u«— qt — Q, 
statt der vorigen Gleichung «= Q. Die Gleichung / =P dagegen bleibt 
ungeändert, da die Geraden U, ...., nach wie vor, den Curven Y, 
entsprechen sollen. | 

Ist daher durch die Gleichungen ( — P und w = Q eine affine Be- 
ziehung zwischen M und N festgestellt, so bleibt eine solche Beziehung, und 
das constante Verhältnifs zwischen entsprechenden Flächentheilen ist noch 
dasselbe, wenn man {= P und u — Q-4-q$t— Q--q«0 setzt. 
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S. 7. Wir wollen jetzt die in S. 5. entwickelte analytische Methode 
an den in S. 2. aufgestellten Beispielen erläutern und daher erstens 
it = ax+by+c 
selzen, so dafs der Axe der w und den ihr parallelen Geraden ein System 
von Parallelen in M entspricht, und dafs der Abstand je zweier der er- 
stern Parallelen von einander dem gegenseitigen Abstande der entsprechenden 
letztern Parallelen proportional ist. Denn für £ — # und ¢ =" schneiden 


die entsprechenden Parallelen in M die Axe der x in Puncten, welche vom 
i'— c 





VE ; ; ; 
Anfangspuncte der æ um Und. mo e also von einander um die mit 


RU EU 
t'—#t' proporlionale Linie entfernt sind. 





Aus der Gleichung für ¢ folgt aber f, — 5, und ‘damit 


und 
“= oM 49 


Werde nun verlangt, die Function g so zu bestimmen, dafs für 
u —e die erhaltene Gleichung in a,24-5,y 4-c, — 0 übergehe, dafs also einer 
gewissen Parallele mit der Axe der / eine gegebene Gerade in M ent- 
spreche. Die Elimination von y aus der Gleichung für diese Gerade und 


aus der Gleichung für £ giebt 
b, t— cb, 4- c, b 
ab,—a,b ? 


und damit 
ss m(b, t— cb, + c, b) . 
RT CIC ENTER SURE 


und es wird die Gleichung für «, wenn man in der nun gefundenen Func- 
tion q, für / seinen gegebenen Werth setzt, nach gehóriger Reduction: 

(ab,—a,b)(u—e) = m(aix+b,y+c;). 
Bestimmt man daher a, und b, so, dafs ab,— a,b — m, so wird: 

u = axz+biy+c, 
wo c,= dem vorigen c,+e; oder, was dasselbe sagt: 
Bei den Gleichungen 

é=ax+byte wu=ac+by+c, 
verhält sich jedes Element der Ebene M zu dem entsprechenden Elemente 
der Ebene N wie 1 zu ab,—a,b, was auch auf elementarem Wege leicht 
erkannt wird. Es sind dies die beiden Grundformeln für die Affinität in 
engerem Sinne zwischen ebenen Figuren. 
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Sei zweitens 
ax 
a § = — 
: 
die für 4 gegebene Function von x, y, so dafs jeder mit der Axe der « 
parallelen Geraden, /— /', eine durch den Anfangspunct der æ, y gehende 


AT . 
Gerade, > entspricht, und zwar dergestalt, dals, wenn erstere Gerade 


parallel mit sich und mit constanter Geschwindigkeit fortbewegt wird, letztere 
sich um den Anfangspunct dreht, und ihr Durchschnitt mit einer der Axe 
der x parallelen Linie gleichfórmig in dieser Linie fortrückt (denn wird y 
constant genommen, so wächst æ proportional mit /^). 








ax Ü RP 
Aus (o.) folgt nun ,= —--, = —— nach Elimination von f, 
y GLS 
mithin 
bet ar, max my 
ei md, due Y ONERE Y. 
und 


p + pt. 
In Übereinstimmung mit $. 2. 3. werde nun die Function q so 
bestimmt, dafs der Parallele mit der Axe der /, w=e, die Parallele mit 
der Axe x, y — b, entspreche. Mit diesen Werthen von w und y wird 


mb’ 


e=5_+Pt, und daher u—e — g- (y — 0^), oder geradezu 


Bu mg? 
. uM 


wenn man der Axe der / die Axe der x entsprechend setzt. Ist alsdann 
a positiv, so gehören zu jedem positiven w zwei gleiche und entgegenge- 
setzte y, für ein negatives « wird y imaginär; d. h. blofs die auf der 
positiven Seite der Axe der / liegenden Puncte haben entsprechende in M, 
und zwar entsprechen jedem der erstern zwei der letztern, die wegen («.) 
den Anfangspunct der x, y in der Mitte haben, Alles eben so, wie wir es 
in $.2. bereits bemerkt haben. 

Aus (e.) und (f.) in Verbindung folgt noch ta = 4maxy. Einer 
Hyperbel in N, welche die Axen der / und w zu Asymptoten hat, oder 
vielmehr der Hälfte dieser Hyperbel, welche auf der positiven Seite der 
Axe der £ liegt, entspricht demnach eine vollständige Hyperbel in M 
zwischen den Axen der x und y, als Asymptoten. Dabei verhält sich die 
Potenz der letztern Hyperbel zur Potenz der erstern, wie 1: 3m. 
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Entspreche drittens, wie im vorigen Beispiele, jeder Parallele mit 
der Axe der w eine durch den Anfangspunct der x, y gehende Gerade, sei 
aber der Winkel der letztern mit der Axe der y proportional dem Abstande 
jener Parallele von der Axe der w, also 

t= a .arclang 7-- 


Hieraus folgt: 


t NE ELT 


o=mf—( (cosec +) eda = -( — 


w= 5, (a a+ y')-+ pt. 


Móge nun der Axe der / ein aus dem Anfangspuncte der a, y 
mit b als Halbmesser beschriebener Kreis entsprechen, so dafs # — 0 
und a^--g* = b’ Gleichungen entsprechender Linien sind. Dies giebt 
0— 4—b* 4- gt, und somit 


| = 3r y! — 0). 

Es entspricht daher bei dieser Annahme, und wie wir in $. 2. 4. 
schon voraus sahen, auch jeder Parallele mit der Axe der / ein Kreis, 
dessen Mitlelpunct der Anfangspunct der x, y ist, auch wird man die 
übrigen dort bemerkten Eigenschaften durch die hiesigen Formeln bestá- 
tigt finden. 

Soll der Axe der £ eine Parallele mit der Axe der x, also der Ge- 
raden # — 0 ebenfalls eine Gerade y — 5 entsprechen, so hat man erstlich 


und 








Yu 


zufolge der Gleichungen für ¢ und w, wenn man darin für # und y,resp. O 
und 5 setzt, und hierauf x aus ihnen eliminirt: 





en 
mithin a pee 
PETAL y’ (a^ y^) 


wonach also jede Parallele mit der Axe der é eine Linie der vierten Ord- 
nung in M zur entsprechenden hat. 

S. 8. Noch allgemeiner, als im Bisherigen, kónnen Aufgaben die- 
ser Art gestellt werden, wenn man nicht geradezu den mit der Axe der 
4 parallelen Geraden, sondern einem gegebenen Systeme von Linien in 
N überhaupt, wie es in $. 3. beschrieben worden, ein dergleichen System 
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in M entsprechend setzt. Sei das System in N durch die Gleichung 
F(t,u)=e ausgedrückt, wo c für eine und dieselbe Linie des Systems 
constant und von einer Linie zur andern veränderlich ist. Die jedem be- 
stimmien Werthe von c, also jeder bestimmten Linie des Systems in N, 
entsprechende Linie in M wird eine Gleichung haben, die zwischen x, y 
und c besteht, und welcher man daher die Form /(zx,y)- c geben kann. 
Man wird folglich die gegebene Relation zwischen M und N durch eine 
Gleichung, wie 1 
Er ses 

ausdrücken können, wo p und q gegebene Functionen, erstere von x, y, 
letztere von £, « sind; und es kommt nun darauf an, eine zweite Gleichung 
zwischen c, y, t, « zu finden, welche, in Verbindung mit der erstern, £ und 
4 als solche Functionen von x, y giebt, die der Fundamentalgleichung I. 
Genüge leisten. 

In dieser Absicht differentiire man (1.) nach den: von einander un- 
abhängigen Variabeln æ und y, und man erhält die zwei Gleichungen: 

px = qid quu. 
By br quu,, 
und hieraus, in Verbindung mit L: 
| 2.  p.uy—p,u, = MG. 

Da nun p sowohl als w eine Function von x, y ist, so kann w auch 
als eine Function von a und p angesehen werden, und man hat alsdann, 
ähnlicher Weise wie in $.5., für «w, und w, resp. #,+4,p, und w,p, zu 
seizen. Hiermit aber verwandelt sich die Gleichung (2.) in die einfachere: 








1: —p,u,. = MG, 
mithin : 
3 JO Udo _ mdz À 
qt Dy 


Die partiellen Differenzen p, und q,, welche, eben so wie p und q, 
ursprünglich Functionen, erstere von x, y, letztere von ¢, w, sind, drücke 
man nun mittelst der gegebenen Gleichungen für p und q als Functionen 
resp. von a, p und uw, q oder a, p, wegen p=q, aus. Hierdurch, und 
weil jetzt #, als Function vou x, p anzusehen ist, wird die Differential- 
gleichung (3.), indem man p als constant betrachtet, integrirbar, und es 


4. PE = nf + qp, 


also eine Gleichung von der Form: F(w,c,p)-— qp, wo F eine bekannte 
16 * 


kommt: 
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und eine willkürliche Function ist, und worin man nur noch für p seinen 
Ausdruck durch w und y zu setzen hat, um vw, wie verlangt wird, durch x 
und y ausgedrückt darzustellen. 

Die willkürliche Function p kann hier, und so auch schon im Obi- 
gen ($.5.), überhaupt dadurch bestimmt werden, dafs irgend einer gege- 
benen Linie y=fx in M eine gegebene Linie «= fit in M entsprechen 
soll, vorausgesetzt, dafs diese Linien nicht mit in den anfänglich gegebenen 
zwei Systemen sich entsprechender Linien begriffen sind. Denn eliminirt 
man mit diesen Gleichungen y und w aus p, q und aus der durch Integration 
gefundenen Gleichung (4.), so kommt: 

p—Fz, q=p=hht, qp-Ft,c,p), 

und wenn man mittelst der zwei ersten dieser Gleichungen «x und / aus der 
dritten wegschafft, so ergiebt sich qp = einer bekannten Function von p. 

$.9. Zu der im vor. $. erhaltenen Integralformel (4.) kann man 
auch, ohne zu der Fundamentalgleichung I. zurückzukehren, unmittelbar 
durch die einfachere Formel in S. 5. gelangen. Sei wiederum p = q die 
gegebene Gleichung zwischen zwei Systemen entsprechender Linien in M 
und N. Man denke sich eine dritte Ebene O mit den rechtwinkligen Co- 
ordinaten e, w hinzu, welche zu den Ebenen M und N in affiner Beziehung 
stehe, und zwar dergestalt, dafs je zwei sich entsprechenden Puncten (a, y) 
und (£,w) in M und N ein und derselbe Punct (e, w) in O, also auch je zwei 
sich entsprechenden Linien in M und N, wie p=a und q=a, eine und die- 
selbe Linie in O entspricht. Sei e — a, also eine Parallele mit der Axe der 
w, diese Linie in O, welche den Linien p=a und g=a, und zwar für jeden 
beliebigen Werth von a, entspreche. Hiernach ist e — p und e = q, und die 
eine Coordinate e in © ist somit rücksichtlich der Ebene M als Function von 
x, y, und rücksichtlich der N als Function von ¢, « gegeben. Setzen wir 
nun noch fest, dafs jedes Element in O zu dem entsprechenden Elemente in 
M wie »:1, und folglich zu dem entsprechenden in N wie #:m sich ver- 
halten soll, so kónnen wir, nach S. 5., auch die andere Coordinate w als 
Function, das einemal von x, y, das anderemal von ¢, «a, finden, nämlich: 


dx n dt 
w= —nf +p, DER Ra 


Hierzu folgt aber: 
"dt dx m 
Ja 2E = ud 34—9p) = qp, 











a cul a EI TU FREE UIT 
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weil p — q. In dieser Formel ist vor der Integration py durch p und x, 
q, durch q und # auszudrücken, beim Integriren selbst p — q constant zu 
nehmen, und nachher statt p und q die für p gegebene Function von x und 
y zu setzen, und man bekommt somit zunächst ¢ als Function von z, y. 

Die Formel (4.) des vorigen S. lehrte uns die Function kennen, welche 
« von x, y ist. Indessen läfst sich die eine Formel leicht auf die andere 
reduciren; denn weil man q beim Integriren als eine Constante anzusehen 


hat, so ist q,dt--q,du — 0, und daher f~=—/, woraus die Identitàt 
w f 
beider Formeln hervorgeht. Aus gleichem Grunde kann man auch in jeder 
: : : ; ‘d 
der beiden Formeln /> mit p. vertauschen. 


S10. Un auch zu der jetzt behandelten allgemeineren Aufgabe ein 
Beispiel hinzuzufügen, möge 
a.  2mzy = —u 
die gegebene Gleichung sein, wonach also Hyperbeln in M, welche die Co- 
ordinaten-Axen zu Asymptoten haben, gleichseitige Hyperbeln, deren Haupt- 
Axen in die Coordinaten-Axen fallen, in N entsprechen. Es ist demnach 
p=?may, q=f—w, 


mithin 
PE d Qi = 2t=2f(qtu’), q,— —2u-— —2y(£— q), 
m = slog a, / = ilog(u-4- y(q4- w)) = 1og(t4- «), 
d T — Hog(t4- y(£ — 4) = — log (t+W), 


und daher, mag man die Formel des $.8. oder des $. 9. anwenden: 
po alt ru) > 
Zur Bestimmung der Function q setze man, dafs der Geraden y= ax 
in M die Gerade w= b£ in N entspreche. Hiermit wird 
p=?mar, q-(1—0)64, yp=(l+b)et, 
also, weil q = p, 


1-+b 
Te Tone) VE 


Diesen Werth von gp in (f) substituirt und für p, 2may gesetzt, 


erhált man: d a 
(t 4) (Ss 2m(4 + 


und hieraus, in vx mit (a.), 


(t—w) Vs = opt 
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zwei Gleichungen des ersten Grades zwischen a, y, t, u, so dafs bei der 
gemachten Bestimmung von œ zwischen beiden Ebenen Affinität im engern 
Sinne Statt findet. 

$.11. Wir wollen nunmehr die Affinität räumlicher Figuren, und 
zwar sogleich auf analylische Weise, in Untersuchung ziehen. Seien x, 
y, 3 die rechtwinkligen Coordinaten eines Punctes im Raume M, und t, u, o 
die rechtwinkligen Coordinaten des entsprechenden Puncles im Raume N, 
also jede der drei letztern eine gewisse Function der drei erstern, und um- 
gekehrt. Es entspricht demnach 


dem Puncte (x, y, 3) der Punct (£, a, v), und eben so 
- - - (a+de,y,s) - - - (tctt.dz,u--u, dz, e t o, dz), 
- - - (z,y+dy,2) - -.- (t tdy, u+u,dy, 0+, dy), 
- - = (#,y,3+ds) - - - (t-t,ds, u+u.ds, ede. dz). 


Nun ist der Inhalt des von den vier Puncten in M gebildeten Te- 
traëders —+dx dydz, und der Inhalt des Tetraëders, dessen Ecken die vier 
entsprechenden Puncte in N sind, 

= À dx dy ds[o,.(t,u,—t.u,)+o,(Eu,— Eu) +0, (Eu, —b,u,)]. 

Sollen daher die Puncie beider Räume sich dergestalt entsprechen, 
dafs je zwei sich entsprechende räumliche Elemente in M und N in dem 
constanten Verháltnisse 1:m stehen, so ist die Bedingungsgleichung, also die 
Fundamentalgleichung für die Affinität räumlicher Figuren: 

II. e: (lu; — tuy) v, (E, — Lu.) 3- e (Eu, — bu.) = m. 

Man kann hier ähnlicher Weise, wie oben (§.4.), die Bemerkung 
machen, dafs unter der Vorausselzung: ein Element in M verhalte sich zu 
dem entsprechenden in N wie 1:m, ein Element in N zu dem entsprechenden 


in M in dem Verhältnisse dites stehen müsse, dafs daher, indem man x, y, 3 


als Functionen von £, y, v betrachtet: 


1 
By (zu Yu — Ly Yu) + 8 (2,94— LY.) v pede (1 y E ey yi) c ecol. 


m 
und folglich immer 
[0 (Eu. — tuy) +e] [5, (2,9, — 2,9.) ---] = 1 
sein müsse, wie auch £, w, © von a, y, 3 abhängig sein mögen. 

Es dürfte nicht überflüssig sein, auch den analytischen Beweis die- 
ser Formel herzusetzen, da sich dabei einige, vielleicht auch anderswo brauch- 
bare, Relationen zwischen den hier in Rechnung kommenden partiellen Dif- 
ferenzen offenbaren. 
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Man setze den ersten Factor auf der linken Seite der zu beweisenden 
Gleichung, wie vorhin, = m, und den zweiten Factor — m,. Nun ist: 
di =t,dx+t, dy+t.dz, — do — x,di+x,du+x,do, 
du = u,dx+uydy+u.dz, dy=y,dt+y,du+ y, dv, 
dv = v,dx-+0,dy+0v,d3, ^ ds&— z,dt d z, du + 5, dv. 
Aus den drei Gleichungen linker Hand folgt aber, nach Elimination 
von dy und dz: 
mdx = (u,v, —u,v,)dt+(v,t,— v.t,)du+(t,u, — t, u,) dv. 
Hält man dieses Ergebnifs mit der ersten Gleichung rechter Hand 
zusammen, so giebt die Vergleichung der Coefficienten von dr und de: 
bu, — Lu, = ME, 
und ähnlicher Weise findet sich 
L.u,—t.u; = my, 
und, wenn man den umgekehrten Weg einschlägt und von den drei Glei- 
chungen rechts zu denen links übergeht: 
Lu Yo — 0,9, = Mil;, Ly Yi — L,Y, = MU, 5 
auch sieht man leicht, wie sich zu diesen erhaltenen 4 Gleichungen noch 
14 andere ihnen analoge (zusammen 18, den 18 partiellen Differenzen ent- 
sprechend) hinzusetzen lassen *). 
Ferner kommt, wenn man aus den obigen zwei ersten Gleichungen 
links dz, und aus den zwei ersten rechts dv eliminirt: 
u.dt—t.du = (t,u,—t,u,)dx+ (tu, —t,uy) dy 
= —my,dxz+mzx, dy, 
y,dx—ax,dy = (x,y,—2,y,)dt+ (2,9, — ©, y.) du 
= —m,u,dt+m,t,du. 
Da nun durch die von einander unabhängigen dx und dy weder 
dt allein, noch du allein bestimmt wird, so miissen in der einen der bei- 


*) Noch andere merkwiirdige Relationen ergeben sich, wenn man die Werthe 
von dx, dy, ds in denen von dt, du, dv, und umgekehrt, substituirt, und hierauf 
den Coefficienten jedes der jedesmal drei übrigen Differenziale null setzt. Diese Re- 
lationen sind: 


t. titty: +t. 2, = 1, Lite} v, ux +L) Vx = 1, 

Lx cu-4- ly Yut le Zu = 0, Tq ty + By Uy + Ly Vy == 0, 

bcm, + by yo + 12, = 0, 2.4 2u U: + 27,0; = 0, 
u. 8. W. u. S. W. 


Relationen, die, wie der erste Anblick lehrt, ganz denen analog sind, welche bei 
Transformation der Coordinaten im Raume zwischen den Cosinussen der Axenwinkel 
Statt finden. 
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den jetzt erhaltenen Gleichungen die Coefficienten von dx, dy, dt, du sich 
eben so zu einander verhalten, wie in der andern. Hieraus folgt aber, 
wenn man z. B die Coefficienten von de und dt mit einander vergleicht: 
mm, = 1, wie zu erweisen war. 

§. 12. Was nun die Integration der Gleichung II. betrifft, als wo- 
durch /, w, e als Functionen von zc, y, 3 dargestellt werden sollen, so 
läfst sich diese Integration nicht eher vollziehen, als bis zwei dieser Func- 
tionen, oder überhaupt zwei Gleichungen, jede zwischen einer Function von 
x, y, 2 und einer Function von £, u, e bereits gegeben sind. Wir wollen 
mit dem Einfacheren den Anfang machen, und £ und w als bekannte Func- 
tionen von a, y, z betrachten, und hieraus mit Hülfe der Gleichung II. die 
noch unbekannte Function e zu bestimmen suchen. 

Die Gleichung II. lässt sich aber zu diesem Zwecke, auf ähnliche 
Art, wie in $. 5. mit der Gleichung I. geschah, noch sehr vereinfachen. 
Denken wir uns nämlich y und 3 miltelst der gegebenen Gleichungen für 
t und w aus der noch unbekannten Gleichung für e eliminirt, so wird » eine 
Function von a, £, a, folglich 

do = v,de+v,dt+v,du 

= 0,dx+0,(t.dx+t,dy +t, ds) +, (u, dax 4- uy dy + u, dz) 

und man hat daher bei dieser Vorstellung in Il. stall o,, ©,, o. resp. 

Oe + yb ous, vil, +0, Uy, vou. - 
zu selzen. Hierdurch reducirt sich aber die Gleichung IL. auf 

v.(t,u,—t.u,) = m, 

worin das Eingehakte eine bekannte Function von x, y, 3 ist, und sich da- 
her mittelst der Gleichungen für ¢ und w auch als eine Funclion von x, £, u 
darstellen läfst. Thut man dieses, und betrachtet und w als constant, so 
wird, weil e jetzt als Function von x, £, u anzusehen ist, o.de=do, und 


dx 
fe — R 
[yu — tu, 


selzt: v = H4 git, u); 

und somit ist © als Function von a, £, «, also auch von x, y, z gefunden. 
Die willkürliche Function: g kann hierbei immer so bestimmt wer- 

den, dafs irgend einer mit der Ebene der /, w parallelen Ebene w — a, 


es kommt, wenn man 


oder überhaupt irgend einer gegebenen Fläche e — f(f, u) in N eine be- 
liebige Fläche z = F(æ,y) in M entspricht. Denn bezeichnen P und Q 
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die gegebenen Functionen, welche / und w von x, y, z sind, so hat man 
nur aus den vier Gleichungen: 

t= Poa Mrz = Key), fu) = R+ pt, u) 
die drei Variabeln v2, y, = zu eliminiren, und erhält dadurch «q(t,w) = 
einer bekannten Function von / und w. 


$. 13. Zu mehrerer Einsicht in die Natur der jetzt beffandelten 
Aufgabe mögen folgende graphische Erörterungen dienen. Dadurch, dafs 
t und w als gegebene Functionen von x, y, 2 vorausgesetzt werden, nimmt 
man zwei Systeme von Flächen im Raume M als gegeben an, welche 
zwei Systemen von Ebenen im Raume N, die resp. der Ebene der vw, ve 
und der Ebene der /, e parallel sind, entsprechen sollen. Denkt man 
sich die Ebenen eines jeden dieser beiden letztern Systeme in einander 
gleichen, unendlich kleinen Entfernungen von einander, so wird durch sie, 
und durch ein drittes System von Ebenen, welche der Ebene der f£, u 
parallel sind, und ebenfalls in unendlich kleinen, aber gleichen Entfernun- 
gen auf einander folgen, der Raum N in einander gleiche rechtwinklige 
Elemente zerlegt, und die Aufgabe besteht nun darin, für das dritte Sy- 
stem von Ebenen ein drittes System von Flächen in M zu finden, welche 
die unendlich dünnen vierseitigen und im Allgemeinen krummen Prismen, 
in welche der Raum M durch die beiden ersten Systeme von Flächen ge- 
theilt wird, quer durchschneiden, und sie dadurch in einander gleiche und 
zu den Elementen in N in einem gegebenen Verhältnisse 1:m stehende 
Elemente von parallelepipedischer Form zerlegen. Eine der Flächen dieses 
dritten Systems bleibt offenbar der Willkür überlassen; hat man sie aber 
einmal bestimmt, so sind es damit auch alle übrigen Flächen dieses Systems. 

Dafs die willkürliche Function, welche deshalb im Werthe von o 
hinzutritt, eine Function von /, « ist, läfst sich eben so, wie im Obigen 
($. 6.), auch durch eine geometrische Betrachtung deutlich machen. Hat 
man nämlich für £, a, v bereits drei Functionen P, Q, R von x, y, 3 
gefunden, welche der Bedingung der Affinität genugthun, so wird die 
affıne Beziehung der beiden Räume nicht aufgehoben, und auch das Ver- 
hältnifs 1:m nicht geändert, wenn man in N an die Stelle der Ebene 
der {, uw und der damit parallelen Ebenen e = c, welchen die Flächen 
R = c in M entsprechen, ein System beliebig gekrümmter, mit einander 
paralleler Flächen setzt, so dafs, wenn e — œ(t,;u) die Gleichung der 
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Fläche ist, in welche die Ebene der t, u selbst übergegangen, die Glei- 
chung e — c--q(t, u) der Fläche angehört, welche an die Stelle der Ebene 
e — c getreten ist. Die der Fläche A - c entsprechende Fläche in N ist 
daher nunmehr: e — c- q (f, u), und folglich, weil c jeden constanten Werth 
haben kann, e — R+œ(t, u) die an die Stelle von e = RA tretende Gleichung. 


8. 14. Statt der Gleichungen {=P, u — Q können noch allgemeiner 

zwei Gleichungen 
1, Pg, 2. p-—q 
angenommen werden, wo p und p' gegebene Functionen von c, y, 3, und 
q und q' gegebene Functionen von /, w, e vorstellen. Alsdann nemlich 
kennt man überhaupt für zwei Systeme von Flächen in M die entsprechenden 
Flächensysteme in N, und die affine Beziehung zwischen beiden Räumen 
wird vollstándig bestimmt sein, wenn man noch für irgend ein driltes System 
von Flächen in N, wofür aber, der Einfachheit willen, wiederum das System 
der Parallel- Ebenen mit der Ebene der £, a genommen werde, die ent- 
sprechenden Flächen in M angeben kann, also, wenn man e als Function 
von æ, y, 3 kennt. Diese Function läfst sich aber aus den zwei gegebenen 
Gleichungen (1.) und (2.) auf folgendem Wege erhalten. 
Differentiirt man (1.) und (2.) successive nach a, y, 2, so kommt: 

9. rettet, 8. Petit quud qos 

4. py = Qty + quly T 4,*,, re p, = dit, quu, + Gv Py, 

5. p.-—ql-quu cq, 8 pi qiti d quud qs. 

Mit diesen sechs Gleichungen sind aus IL. die sechs jetzt nicht mehr 
in Rechnung kommenden Differentialquotienten £,, f,, f., Ux, Uy, u, weg- 
zuschaffen. Um diese Elimination zu bewerkstelligen, bilde man aus (4.), 
(5.), (*.), (8.) die Gleichung: 

9. (Py— qu Py) (Pe — Cz) — (p. — Fu) (py — diy) 

= (99. ui) (by Uz — t. ty). | 

Auf dieselbe Art ‘entwickele man aus (5.), (3.), (8.), (6.) eine Glei- 
chung (10.), und aus (3.), (4), (6.), (7.) eine Gleichung (11.). Addirt 
man nun (9.), (10.), (11.), nachdem man sie vorher resp. mit v,, ®,, ©. 
multiplicirt hat, so kommt, mit Berücksichtigung von IL, und nach gehöriger 
Reduction: 

12. e.(p,p. —p.p,) + *,(p.px — p.p.) 0: (Px Py —p,px) 
= m(qiqu— Qui) 
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als die gesuchte Gleichung zwischen partiellen Differenzen. Auch bei ihr 
läfst sich ein, dem schon mehrmals gebrauchten analoges, Verfahren, sie zu 
vereinfachen, anwenden. Weil nemlich v, p und p' Functionen von x, y, 3 
sind, so kann e auch als eine von x, p, p' abhängige Function angesehen 
werden.  Alsdann aber ist statt der bisherigen 
v, Zu Setzen: e, + 0, px- Vp-p, 
anc more. e, Py + Cp Py » 
Bits por ae v, p. + v, p. 
und (12.) zieht sich bei diesen Substitutionen zusammen in 
13.  e.(p,p.—p.py) = m(qiqu— Qi): 
Wenn man nun mittelst der 4 Gleichungen, welche p und p' als 
Functionen von x, y, 3 und q und g' als Functionen von ¢, w, e dar- 
stellen, p, p. —p.p, durch a, p, p', und q,q, — q,q durch e, q, q' ausdrückt, 
und beim Integriren p, p' und die ihnen gleichen q, q' als constant, also e 
blofs wegen x veränderlich ansieht, so ergiebt sich als endliches Resuitat: 


i lo RUE 
14. Hazet — mf — — Q ^y 
I I Qu PP, Ÿ sp) 


Statt © und e zu Veränderlichen bei der Integration zu nehmen, 

mufs man offenbar auch je zwei andere Coordinaten, die eine aus x, y, 2, 
die andere aus /, u, e, zu Veränderlichen wählen können. Die deshalb 
nôthige Änderung der letzten Formel ergiebt sich, ohne dafs man deshalb zu 
ihrem Ursprunge zurüchzugehen braucht, auf ähnliche Art, wie oben (S. 9. 
zu Ende) Denn da q und g’ beim Integriren als constant betrachtet 
werden, so ist 

gq. dt+q,du+q,de = 0, 

qdti+q.du+g,.doe = 0, 
folglich 

di:du:do = 9.9, 99:91: UW UI — We» 


DE dt = f. du p do « 
qu qu q, q, | g, d q, q, E q, dic Qu q, : 


worin mitlelst der Gleichungen für g und q' die partiellen Differenzen als 
Functionen von gq, q', £ im ersten Integrale, von q, q', u im zweiten, und 
von q, q, e im dritten auszudrücken. Diese drei Integrale sind nun ein- 


und 


ander gleich, oder vielmehr nur um Constanten verschieden, welche hier, 
wo q und 4' constant vorausgesetzt worden, auch Functionen von q und 4' 
TO. 
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sein können. Auf eben die Weise läfst sich auch das Integral nach æ in 
ein anderes nach y oder 3 umbilden. 

Anlangend endlich die Bestimmung der willkürlichen Function (p, p^), 
so seien, wie in $. 12., s — F(z, y) und e — f(t,w) gegebene Gleichungen 
zweier einander entsprechen sollender Flächen.  Mittelst 3 = F(a, y) und der 
zwei Gleichungen, welche p und p' durch x, y, s geben, drücke man x 
durch p und p' aus, und eben so stelle man e mittelst o — f(£, w) und der 
zwei Gleichungen für q und gq’, durch q und q' dar. Hiermit aber wird die 
Gleichung (14.): q(p, p') ^ einer bekannten Function von p, p', q, q', also 
auch von p, p' allein, weil q — p und q' =p’ ist. 


$.15. Beispiel. Seien die gegebenen Gleichungen der zwei sich 


entsprechenden Fláchensysteme: 
5 


ie p= = at+bu+ ev = q, 


- ZT ! ! ' N 
RED "pw UI E 
Hieraus folgt: 


qi = a, qu ES b', Vu — 
mithin 
! 


; i 25 « 2 ; ; ; ; 
BST Py mM NG Vege = aU — ab 


p^ dac NN CEE 
p.pc-pp um CD SE 


ve dv en D) 
q,0,—4,4,  ab'— ab? 


[72 


und die endliche Gleichung wird: 


3. s = yat?) 

Nach dem vorhin Bemerkten kann statt des Integrales nach e auch 

das nach / oder das nach # genommen werden; diese Integrale sind: 
t u 
be’ — ble EN Ea 

Dafs diese drei Integrale nach e, t£, w nur um Functionen von q und q' 
von einander differiren, lehrt eine leichte Rechnung. In der That findet sich, 
wenn man zur Abkürzung bc'—b'c =a, ca—ca=Pß, ab—ab=y setat: 
o OT TN bg oq tas A pg n 


y-oo ouis patios Mosca Te V 





ee d de By ta an er En PE CU > S Y ann NN Pire 
OT PR NN NUS RETINET E en DE LA À 
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Soll daher die Gleichung (3.) eine analoge Form: 
= = a't+b"u+c"v 
mit den Gleichungen (1.) und (2.) erhalten, und soll mithin, wie schon aus 
(1.) und (2.) hervorgeht, p(p,p'), — p(q, q'), eine lineäre Function von q, 
q' sein, so können wir die Gleichung (3.) auch schreiben: 
e ET EMILE SIUE 
Ae Ud ath ESA 
Die Vergleichung dieser letztern Form mit der vorher gesetzten 
giebt aber: 





n A—gs FRERE. n 4 4- mg 
Ar eps ie. ZA P Uu my 


woraus, nach Elimination der eingeführten Coefficienten g und /, 


' 4 
ea + Bb 4- ye" = pe 


a 


A (bc Deja (eu! —cla)0/-- (ab abc" — À 


mn 


folgt. Durch die drei Gleichungen 
Y = at+bu+ cv, 


x 
i = at+bu+ co, 
= = a't+b"u+c"r, 


wird demnach immer eine affine Beziehung zwischen den Räumen der a, y, 3 
und der ¢, «a, © festgestellt, welches auch die Werthe der Constanten a, 
b, .... c" sein mógen. Dabei ist das Verháltnifs 1:m zwischen je zwei sich 
entsprechenden Theilen der beiden Ráume durch die Gleichung (4.) gegeben. 

Setzen zEbs ec ce m aa 0s und abt -— cL 
so werden die Gleichungen: 


5 ZT HH 
=t, TE =», 
x y % 


z=y(w), y-y(et, 2= y(t), 
und m=4, d.h. jeder Theil des Raumes der /, w, © ist dann das Vierfache 
des entsprechenden Theiles im Raume der z, y, 2. 


also 
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7. 
Beweis der Gleichung 0' —1, nach J. FE. Pfaff. 


(Von Herrn A. F. Möbius, Professor in Leipzig.) 


Von dieser Gleichung theilte mir mein unvergefslicher Lehrer und Freund, 
der verst. Hofrath Pfaff in Halle, im Jahre 1814 einen Beweis mit, der 
an Bündigkeit nichts zu wünschen übrig lassen möchte, und den ich hier 
zur Beseitigung der im XI. Bande dieses Journals, Seite 272, gegen die all- 
gemeine Zulässigkeit der Gleichung erhobenen Zweifel bekannt zu machen 
mir erlaube. 

Die Gleichung 0" — 1 will nichts Anderes sagen, als dafs der Werth 
von x“ bei fortwährender Abnahme von x sich der Einheit über jede an- 


à 1 : 1 
gebbare Grenze nähert. Man setze a — —, so wird z* = —, und es kommt 


uw" 
1 


alsdann darauf an, zu zeigen, dafs w“ der Einheit so nahe gebracht werden 
kann, als man will, wenn man z ohne Ende wachsen läfst. Hierzu sind 
folgende zwei Sätze vorauszuschicken. 

J. Wenn 3 positiv und m — 1 ist, so ist immer 

(14-3)" — 1 4- (m —1)3. 

Beweis. Sei zuerst m ein unächter Bruch =R-+r, wo R die vor 
m nächst kleinere positive ganze Zahl und r ein unächter Bruch ist. Als- 
dann folgt aus dem binomischen Lehrsatze (1+3) — 14- Hs, weil alle fol- 
genden Glieder der Entwickelung positif sind. Um so viel mehr ist daher 
(1-- 2)?" — 1-- Ra — 1+(R+r—1)3, oder, wenn wir für R+r wieder m 
setzen: (14-2)" — 1-- (m — 1)5. 

Hieraus folgt von selbst, dafs der Satz auch dann gilt, wenn » eine 
ganze Zahl ist. 

If. Ist m eine ganze Zahl > 4, so ist 

2° qu. 

Beweis. Weil m — 4, so hat man m(m—2) — 1, d.i. m’ > 2m4-1, 
folglich auch 2m’ > (m--1). Angenommen ferner, dafs 2" — m^, so ist 
auch 2"*' — 2m’, also wegen des vorigen um so mehr 2"*' > (m--1). 
Gilt daher der zu erweisende Satz für m, so gilt er auch für m+1. Er 
ist aber für m — 5 richtig, folglich u. s. w. 








gie PRE a EAN A TRI qo qu ST DS 


7. Möbius, Beweis nach Pfaff dafs 0° = 1. 135 


Dieses vorausgeschickt, wollen wir zunächt zwei Grenzen bestim- 
I 
men, zwischen denen w für w — 1 gewifs eingeschlossen ist. Es bedarf 
9 t] 
a 


keines besonderen Beweises, dafs für w — 1, a“ — 1. Man setze daher 
1 


4" —1--z, so ist « — (1+3)“>1+(u—1)z nach I., folglich 
1 
De st De Dies a do d 


1 
Mithin ist w* zwischen den Grenzen 1 und 2 begriffen. 
J 


Um nunmehr den Grenzwerth von uw”, wenn w über alle Grenzen 


wächst, zu erforschen, oder, was dasselbe ist, um den Grenzwerth von 
1 


U = (2"u)?"" zu bestimmen, wenn a einen endlichen constanten positiven 
Werth hat, m aber ohne Ende zunimmt, machen wir folgende Schliisse. Es ist 


29m;, 


en om 1 


U — y2. Vu“. 


am u : 
— mu ist, 


Da nun nach IL, wenn m bereits 4 überschritten hat, = 





so folgt: 


Dm) 


y2 < 72. 
I 
Da ferner, wie vorhin bewiesen worden, w^" < 2, so ist auch 
qm Ayer om m 
Wu dct US 
folglich 
mu m (= + 1) & >: 
ES 2. 1942" AV 
1 
MERI ; 
wenn wir 2“  — y setzen. Ist aber, wie angenommen wurde, a end- 
1 


lich und positiv, so ist auch y endlich und — 1, folglich y" eine Grösse, 


die grófser als 1, und die, je mehr » zunimmt, sich desto mehr der Ein- 
1 


heit, und zwar über alle Grenzen nähert. Da nun U< y" und zugleich 
— 1, so mufs um so mehr U bei wachsendem m der Einheit über jede an- 
gebbare Grenze nahe kommen. 

So weit nach Pfaff. Ich bemerke nun noch, dafs es mit dem jetzt 
Erwiesenen ganz leicht ist, auch der Forderung Genüge zu lhun, welche in 
dem oben gedachten Aufsatze dieses Journals gemacht worden, und 
welche darin bestand: zu zeigen, dafs, wenn X eine Function von x ist, 
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welche für x — « null wird, und Y eine Function von y, welche für 
y=b verschwindet, der Werth von X” für «=a und y — 5 der Einheit 
gleich wird. 

Da es hier offenbar gestattet ist, æ und y als Functionen einer und 
derselben dritten Variabeln z zu betrachten, so läfst sich die Forderung 
elwas einfacher also ausdrücken : 

Es soll bewiesen werden, dafs, wenn X und Y irgend zwei Func- 
tionen von z sind, deren jede für z — c, oder, noch einfacher, für x — 0 
ebenfalls in Null übergeht, der Werth von X* der Einheit gleich wird. 

Beweis. Weil für 3=0 auch X und Y verschwinden sollen, so 
kann man 

Xe quA Ea e) a 
setzen, wo m und » von z unabhängige positive Zahlen, P und Q dagegen 
zwei Functionen von z sind, die für 3 — O nicht null werden, sondern ge- 
wisse constante Werthe, sie mógen p und q heifsen, erlangen. Hiermit 
wird nun 

Ao ues CPO eg d 

Der erste Factor auf der rechten Seite des Zeichens geht aber für 
3 =O über in 

Gp) = (pt) — 1. 

Was den zweiten Factor anlangt, so selze man z"-— e, wo daher 

© eine mit z zugleich verschwindende Variable ist, und der Factor wird 
ric. 
t 


0 
= (0”)” a 
Da nun für 3—0 auch e =O und damit nach Pfaff e" — 1 wird, 


m 


so verwandelt sich dieser zweite Factor für 3 = 0 in 1"  — 1, folglich 
u. S. W. 
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8. 
Auszug aus einem Schreiben des Herrn Prof. Dr. 
C. G. J. Jacobi zu Königsberg in Pr., an den 
Herrn Prf. Dr. J. Steiner zu Berlin. 


(Mitgetheilt von dem Letztern.) 


— Kin Satz, den ich Dir früher mittheilte, heifst in seiner Voll- 
ständigkeit: 

1. „Sind zwei Flächen zweiten Grades, ein Ellipsoid 
und ein einfaches Hyperboloïd, confocal, d. h., haben ihre Haupt- 
schnitte gemeinschaftliche Brennpuncte, und legt man aus irgend 
einem Puncte K des Hyperboloids einen Berührungskegel K an 
das Ellipsoid, so sind die durch denselben Punct gehenden zwei 
Strahlen des Hyperboloids die Brennlinien dieses Kegels K.* 

Dieser Satz scheint mir nicht ganz unwichtig zu sein. Er läfst sich 
noch allgemeiner aüffassen, und dann mit einem reciproken Satze zusammen- 
stellen. Auch gestattet er viele Folgerungen, für interessante specielle Fälle. 
Z. B. ein Corollar ist: 

2. „Dafs die aus irgend einem Puncte K an eine Schaar 
confocaler Flächen zweiten Grades gelegten Berührungskegel 
dieselben Brennlinien und dieselben Axen haben.* 

Ein besonderer Fall, den ich erwáhnen will, heisst: 

3. „Wenn man aus einem Puncte K der Ebene derjeni- 
gen Hyperbel h (welche nach Deinem Satze der Ort der Scheitel 
aller geraden Kegel ist, die sich einem Ellipsoid umschreiben 
lassen*)) an das Ellipsoid E einen Berührungskegel legt, so sind 
die aus dem Puncte K an die Hyperbel » gelegten Tangenten 
die Brennlinien des Kegels.” „Liegt der Punct K auf der Hy- 
perbel A, so vereinigen sich die Tangenten in Eine, oder die 
Brennlinien fallen zusammen, und der Kegel wird gerade, welches 





*) Siehe Bd. I. S. 47 dieses Journals. 
Crelle's Journal d. M. Bd. XII. Hft. 2. 18 
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Dein Satz ist.” Der entgegenstehende, oder reciproke Satz heisst: „Wenn 
irgend eine Fläche zweiten Grades, F, und irgend ein Punct M 
gegeben sind, so giebt es, im Allgemeinen, eine Schaar gerader 
Kegelflächen (zweiten Gerades), deren Scheitel im Puncte M liegen, 
und welche die Fläche Fin ebenen Curven (Kegelschnitten) schnei- 
den; die Ebenen aller dieser Curven schneiden einander in irgend 
einem Puncte N, und umhüllen irgend eine Kegelfläche zweiten 
Grades, (N).” ,,Legt man durch den Punct N eine beliebige 
Ebene, welche die Fläche F in einem Kegelschnitte k und die 
Kegelfläche (N) in zwei Strahlen a, b schneidet, so hat die Kegel- 
fläche (Mk), die durch k geht und deren Scheitel in Jf liegt, die 
Ebenen (Ma), (Mb), welche der Punct Al mit den Strahlen a, 5 
bestimmt, zu Kreis-Ebenen, d. h., jede andere Ebene, welche mit 
einer derselben parallel ist, schneidet die Kegelfläche (Mk) in 
einem Kreise." 

Der Satz, den Du ehemals bei Deinen Untersuchungen über einander 
berührende Kugeln gefunden hast, und der später von franzósichen Mathe- 
malikern bekannt gemacht worden ist, nämlich der Satz: 


4. „Dafs, wenn von zwei Kegelschnitten (einer Ellipse und 
einer Hyperbel) jeder die Brennpuncte des andern zu Scheiteln 
hat und ihre Ebenen zu.einander senkrecht stehen, dafs dann 
jeder der Ort der Scheitel aller geraden Kegel ist, welche den 
andern zur Basis haben, und dafs jede zwei Puncte des einen 
rüumliche Brennpuncte des andern sind; d. h.: nimmt man in der 
Hyperbel irgend zwei Puncte an, so ist die Summe oder die Dif- 
ferenz ihrer Entfernungen von jedem Puncte der Ellipse constant, 
je nachdem sie in verschiedenen oder in demselben Zweige der 
Hyperbel liegen; und umgekehrt: sind je zwei Puncte der Ellipse so 
beschaffen, dafs die Differenz ihrer Abstánde von jedem Puncte 
der Hyperbel constant ist, u. s. w." folgt leicht aus dem Y vory'schen 
Salze über Flächen zweiten Grades, deren Hauptschnitte confocal sind. Auch 
folgen aus dem Yvory'schen Satze noch andere Sátze über Erzeugung der 
Flächen und Linien zweiten Grades, welche einander analog sind, und welche 
die Eigenschaften der Brennpuncte, in einer Hinsicht, als besondere Fälle in 
sich schliefsen, nämlich nachstehende Sätze: 
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5. „Werden im Raume irgend drei feste Puncte a, b, c, 
und irgend drei andere, jenen beziehlich entsprechende, feste 
Puncte A, B, C angenommen, und werden in Rücksicht auf diese 
Fundamentalpuncte andern entsprechende Puncte x, X, so be- 
stimmt, dafs ihre Abstände von jenen respective gleich sind, d. h., 
dafs za— XA, zb — XB, xc— XC, so hat man ein Correlationssystem, 
worin der Punct X irgend eine Fläche zweiten Grades beschreibt, 
wenn der Punct x sichin einer Ebene bewegt; und auch umgekehrt.” 

6. „Werden in zwei verschiedenen Ebenen (oder auch in 
einer Ebene), zwei Paar feste oder Hauptpuncte a und b, A und 
B angenommen, und werden sofort die übrigen Puncte der Ebener 
dergestalt auf einander bezogen, dafs je zwei entsprechende 
Puncte r und X, von den respectiven Hauptpuncten gleiche Ab- 
stände haben, so dafs ax = AX und bx — BX: so hat man ein Be- 
ziehungssystem, wobei jeder Geraden in der einen Ebene ein 
Kegelschnitt in der andern Ebene entspricht, d. h., bewegt sich 
z.B. der Punct x in irgend einer Geraden g, so beschreibt der 
entsprechende Punct X einen Kegelschnitt G." 

Diese Sátze (5. u. 6.) scheinen mir zu vielen Untersuchungen Anlafs 
zu geben, wozu ich jedoch vor der Hand nicht kommen werde. Eine nähere 
Discussion des letzten Satzes (6.) giebt z. B. sogleich folgende Resultate: 

7. a) „Bewegt sich der Punct x» in der Fundamental-Axe 
ab selbst, so beschreibt X einen Kegelschnitt, der die Haupt- 
puncte À, B zu Brennpuncten hat, und dessen erste Axe der Ge- 
raden ab gleich ist; welches der bekannte Satz über die Brenn- 
puncte der Kegelschnitte ist.” 5) „Die eine oder andere Axe des 
Kegelschnitts G, welcher einer beliebigen Geraden g entspricht 
(6), liegt in der Fundamental- Axe AB." c) „Man denke sich in 
der ersten Ebene denjenigen Kegelschnitt k, welcher der Haupt- 
Axe AB entspricht, und mithin die Hauptpuncte a, b zu Brenn- 
puncten hat (a). oc. Ist die Gerade AB grôfser als ab, so ist k 
eine Ellipse, und dann entspricht der Geraden g eine Hyperbel G, 
deren erste oder zweite Axe in der Fundamental- Axe AB liegt, 
je nachdem die Gerade g den Kegelschnitt k schneidet, oder 
nicht; berührt sie ihn, dann besteht der Kegelschnitt G aus zwei 
Geraden, die sich in irgend einem Puncte der Haupt-Axe AB 

18^ 
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schneiden und mit dieser gleiche Winkel bilden; ist 2(«b) (AB), 
so giebt es zwei bestimmte Richtungen für die Gerade g, wo ihr 
gleichseitige Hyperbeln G entsprechen, und zwar sind die 
Asymptoten aller dieser gleichseitigen Hyperbeln einander 
parallel, oder diese Hyperbeln haben zwei unendlich entfernte 
gemeinschaftliche Puncte. f. Ist die Axe AB kleiner als ab, so 
ist k eine Hyperbel, und alsdann entspricht der Geraden g eine 
Ellipse G oder eine Hyperbel G, je nachdem die durch den Mittel- 
punct der Hyperbel k mit g parallel gezogene Gerade g, im in- 
neren oder äufseren Asymptoten- Winkel dieser Hyperbel liegt; 
ist g insbesondere mit einer Asymptote der Hyperbel & parallel, 
so ist G eine Parabel; eben so giebt es zwei bestimmte Richtun- 
gen für die Gerade g, wo ihr immer eine gleichseitige Hyperbel 
G entspricht.” d) „Steht g auf der Hauptaxe ab senkrecht, so 
entspricht ihr allemal eine Gerade G (eigentlich zwei vereinigte 
Gerade), welche zu der Axe AB rechtwinklig IS Ww sw) 
g (statt einer Geraden) eine Curve vom ». Grade, so entspricht 
ihr eine Curve G vom 2». Grade; u.s. w." 

Ähnliche Resultate folgen aus dem ersten Satze (5.) Im Strahl- 
büschel im Raume, oder auf der Kugelfläche, findet ein Satz Statt, welcher 
dem vorstehenden (6.) analog ist, und zwar findet er da, nach dem Principe 
der Reciprocität, in doppelter Gestalt Statt. Übrigens lassen sich auf diese 
Weise auch noch andere Beziehungssysteme aufstellen, wenn man statt der 
obigen einfachen Grundbedingungen (5. und 6.) andere annimmt. 

Der Yvory’sche Satz zeigt ferner, dafs die Curve von doppelter 
Krümmung, in welcher zwei Flächen zweilen Grades einander schneiden, 
auch räumliche Brennpuncte haben kann, und dafs es also z. B. für jede 
Krümmungscurve des Ellipsoids zwei bestimmte feste Puncte giebt, die leicht 
zu construiren sind, von der Beschaffenheit, dafs die Summe ihrer Distanzen 
von jedem Puncte der Curve constant ist, worauf sich eine leichte organische 
Erzeugung der Krümmungscurve gründen láfst; u. s. w. 
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9. 

Démonstration géométrique d'un théorème relatif à 
l'attraction d'une couche ellipsoidique sur un point 
extérieur. 

(Par Mr. J. Steiner, Docteur en phil. et Prof. de Math. à Berlin.) 





Le numéro du 12. Oct. 1833 du Journal ,,l'Instituf” contient l'extrait d'un 
mémoire sur l'attraction d'un ellipsoide homogene que M. Poisson a lu à 
l’Académie des sciences de Paris. On y trouve l'énoncé d'un théorème re- 
marquable par sa simplicité et qui consiste en ce ,,qu'une couche infiniment 
mince et comprise entire deux ellipsoides concentriques semblables et sem- 
blablement placés excerce sur un point exlérieur une attraction dirigée suivant 
laxe du cóne circonscrit à la couche et ayant pour sommet le point attiré." 
C'est ce théoréme que nous allons démontrer par des considérations géomé- 
iriques fort simples. 


Lemm e. 

,Lellipse ABCD (Tab. II. Fig. 1.) étant touchée par les côtés PA, 
PB de l'angle APB, si l'on divise cet angle en deux parties égales par la 
droite PQ, qui coupe en Q la corde de contact AB polaire du point P, je 
dis que PQ formera des angles égaux avec les droites PC, PD qui joignent 
le point P aux deux extremités d'une corde quelconque passant par le point Q." 

Démonstration. Si l'on mène PR perpendiculairement à PQ: PR, PA, 
PQ, PB seront quatre droites harmoniques. Parconséquent les quatre points 
R, A, Q, B de méme que les suivans P, G, Q, F sont harmoniques, et PR 
est la polaire du point Q; il suit de là que D, Q, C, E sont quatre points 
harmoniques et parconséquent PD, PQ, PC, PE quatre droites harmoniques, 
et comme les droites conjuguées PE et PQ sont perpendiculaires entre elles, 
on en conclut qu'elles doivent partager en deux parties égales l'angle formé 
par les droites conjuguées PD, PC de sorte que DPQ = CPQ c. q. f. d. *). 


*) On trouve les démonstrations des propriétés sur lesquelles nous nous appu- 
yons ici dans les ouvrages suivants: La Perspective de Lambert; les Mémoires de 
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Théorème. 

„Laltraction exercée par une couche homogène infiniment mince et 
comprise entre deux ellipsoides concentriques semblables et semblablement 
placés sur un point extérieur P est dirigée suivant l'axe du cône qui a son 
centre au point attiré el qui enveloppe la couche attirante.” 

Démonstration. Concevons sur la surface extérieure de la couche 
un élément infiniment petit, et soit C un point de cet élément. Le plan dé- 
terminé par ce point et par l’axe du cône circonscrit à la surface extérieure 
coupera celte surface en une ellipse ACBD, qui sera touchée par les deux 
arêtes PA, PB du cône comprises dans ce plan. Il est évident en même 
temps que la droite AB est l'intersection du plan en question et de celui 
qui contient la courbe de contact du cöne et de la surface exterieure, et que 
Q est le point de rencontre de ce dernier plan et de l'axe du cône. Comme 
laxe PQ divise en deux parties égales l'angle APB formé par les deux 
arêtes comprises dans un même plan avec lui, on conclura en vertu du 
lemme précédent que les angles CPQ, DPQ sont égaux. Si l’on concoit 
maintenant une droite mobile autour du point Q et parcourant le contour de 
l'élément de surface précédemment nommé, cette droite déterminera dans la 
couche ellipsoidique deux éléments de volume situés de part et d'autre du 
point Q et dont nous allons considérer l'attraction d'abord sur le point intérieur 
Q et ensuite sur le point extérieur P. Quant à l’attraclion exercée par ces 
éléments sur le point Q, on sait qu'elles sont égales et opposées, et c'est 
sur la destruction mutuelle des attractions exercées par deux éléments ainsi 
opposés qu'est fondé l'equilibre d'un point quelconque dans l'intérieur de la 
couche ellipsoidique, comme Mac-Laurin l'a fait voir par la simple géomé- 
trie, et comme Lagrange l'a confirmé depuis par l'analyse. En supposant 
ce résultat, on en conclut que les deux éléments de volume, que nous dé- 
signons pour un instant par (C) et (D) vérifient la proportion 

(C): (D.) = (QC): (QD). 

Il suit d'un autre coté de l'égalité des angles CPQ et DPQ précé- 

demment établie, qu'on a 





M. Brianchon; le traité des propriétés projectives par M. Poncelet; ou mes deux 
ouvrages intitulés: ,,Systematische Entwickelung der Abhüngigkeit geometrischer Ge- 
stalten von einander" et , die geometrischen Constructionen ausgeführt mittelst der 
geraden Linie und Eines festen Kreises." 
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D OCOD! = PC; PD 
et parconsequent, en comparant: 
(C):(D) = (PC): (PD). 

proportion qui prouve que les deux éléments attirent également le point P, 
et partant que la résultante de ces deux actions est dirigée suivant l’axe PQ. 
Ce résultat étant applicable a tous les élémens de la couche qui se corre- 
spondent deux à deux, le théorème énoncé se trouve rigoureusement établi. 

La démonstration précédente fournit en outre le corollaire suivant. 

„Un plan quelconque passant par le point Q partage la couche el- 
lipsoidique en deux parties qui exercent des attractions égales sur le point P." 

On peut également tirer des considérations précédentes plusieurs vérités 
géométriques, dont je me contenterai d’enoncer une seule. 

„Si par l'ellipse, intersection de l'ellipsoide et d'un plan quelconque 
passant par le point Q, l’on concoit un cône ayant son sommet au point P, 
l'axe de ce cône coincidera avec la droite PQ.” 


Berlin, au mois de Janvier 1834. 
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10. 
Sur l'intégration générale de l'équation de Riccati 
par des intégrales définies. 
(Par Mr. E. E. Kummer Dr. phil. à Liegnitz en Silèsie.) 


On donne ordinairement à l'équation de Riccati la forme 
dz 9 ; 
. ——-as-bz" = 0 
1 dx T a 2 
mais, pour l'intégration par les séries, il faut préférer la forme d'un équa- 


tion linéaire du second ordre, qu'on obtient en faisant 3 — . Savoir 


wu 
ay dx 





d x 
2. Zetaba’ry = 0. 


L'intégrale de cette équation, qui se trouve dans les traités du calcul inté— 
gral, est exprimée par deux séries infinies de la manière suivante: 


aba"? a’? b? art? 
3. yr AU- e eS GP DRE DONE ) 
aba? a bath 
Bell re aD (n4-2)(n4-3)(2n--4)(2n--5) ) 


Il s'agit maintenant d'exprimer ces deux séries par des intégrales définies. 
Pour ce but j'observe qu'il suffit de considérer la seule série 


4. f(m,x)=1— j 


x x c 
L0 i300 3)  1230v mem 7 
car, ayant désigné cette série comme fonction des quantités m et æ, par 
f(m,a), on pourra donner à l'équation (3.) cette b 
aba"? ab 1e? 
9. = Ar» (n +2) Br Be Gs. (n +2) 
Je propose à présent le théoréme suivant: 
Etant donnée la fonction (x) développée en série 
g(x) = AHA « t Asa 4- A52? +. 
on en déduit la somme de celte autre série 
AA,c A(A43-1)A,x 
6. f (1-u)-'p(œu)du = (A et m 
en désignant par C l'intégrale fe u^ (1—u) du. 
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La démonstration de ce théorème se fait avec facilité par le déve- 
loppement de g(a,w) sous le signe d'intégration, ce qui donne une série, 
dont le terme général est 


Puel —u) —! du. A,a*. 


En faisant usage de la réduction connue de cette intégrale, savoir 


pines BO D ANON YE TS yee (ak 1) 
JS poh we at = fu RS Es Deo? 


on trouve que c'est précisement le terme général de la série proposée dans 
le théorème. 

Pour l'application à la sommation de la série f(m,a) je prends 
px) =cos.2y/x; 4=4; v=m+4; d'où 





(— 13:22 (— 134 
TR eau Au dd <5 LUI ER ae ee 
2.3... 


l'équation (6.) donne 


p ul —u)" cos .2 (zu). du 


‘at nl ne À RSS NE mg M 
= f. (1—4) du Le 1.(m +1) T 3:208 3- 1) (m E 2) |; 


en prenant 4 — e^ et remplaçant celle série par f(m, x) on obtient 


[e Je —v’)” cos. 20 /x. dv = f (1-0) dv.f(m, x). 


Voilà déjà l’expression cherchee de la série f(m, x). Mais on voit 
quelle n’est applicable que pour les valeurs de m entre les limites —4 
jusqu'à +00; pour toutes les autres valeurs entre les limites —4 jusqu'à 
— oc, les intégrales définies seroient infiniment grandes. Pour trouver une 
expression plus générale applicable à toutes les valeurs négatives de la 
quantité zz, il faut séparer les prémiers termes de celle série au nombre de p. 
En les désignant par S, ainsi que 


AI ME x a (Moe RP ; 
x Sane 0 12.(m-1)(mi2) 1.23..—-1m+1)m-+2)...(m-p—1)? 
on 4 
"n (— 1x? x 
9. fim,a) = S+ 1.2....p.(m 4-1) (m 4-2).... (m-- p) { ~ (p+1)(m-+ p+1) 


ar 
ETC 7l 
Prenant à présent dans l'équation (6.) (x) = f(m+p,x), A=1;v=p, 
on obtient 
Crelle's Journal d. M. Bd. XII. Hft. 2. 19 


RUP 2 Arum qn NE uci Maori ce t MELLE nal i 
I RAR C ia E an es EL C e SMS CRGA 


d.) 


- T 
M^ Ar AT. 
íé ya Du nc na 
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pf (1 — uy f (m 4- p, zu) du 
LE eM MM I P WENEI 1 14 MEE P M M 
(p+1)@n+p+1) © Cp Dor 2X pr 1) p?) ^ 
la valeur de cette série, substituée dans l'équation (9.) donne 
‘1 
10 afm aes un “(du fm tp, au) du, 
ou en mettant pour f(m-+p, au) la valeur tirée de l'équation (7.) on obtient 


l'expression plus générale de la série f(m, 2): 
TIS fum,.m) TE Hof ja — 4)? (1 —o7)"*775eos .2uy(xo).du.de, 


M désignant la quantité constante 


———— ——————— ———— à 


1.2....(p — 1). (m 4- Dp. f a —p*ymt»- ido 


Cette double intégrale aura une valeur finie tantôt que m--p--$ est une 


URL Ue NEM NL LO eim 


quanlité positive; le nombre entier positif p doit donc en chaque cas étre 
pris de manière que m+p++4 soit positif. 

Ainsi, pour chaque valeur positive ou négative de m, la série f(m, v) 
est exprimée par des intégrales définies, et de là l'intégrale compléte de 
l'équation de Riccati est trouvée sous forme finie. On déduit aussi de 


celle méthode les cas d'intégrabilité ordinaire, car si la quantité m est un 
k—1 
2 

gatif) les intégrales définies des formules (7.) et (11.) peuvent être trans- 


nombre de la forme 





(k étant un entier quelconque positif ou né- 


formées en intégrales indéfinies, et on en conclut facilement, que les deux 
séries, qui entrent dans l'intégrale de l'équation de Riccati, peuvent étre 
exprimées par des intégrales indéfinies, si l'exposant » est un nombre de la 


— 4k : ae NES ASH 
forme =, ce qui est la condition connue pour lintégrabilité de cette 


équation remarquable. Toutes ces valeurs de l'exposant » sont comprises 
entre les limites —4 et 0, mais c'est pour les autres valeurs non comprises 
entre ces limites, que l'intégrale de l'équation de Riccati prend la forme 
la plus simple, car on trouve par les équations (5.) et (7.) que l'intégrale 
compléte de l'équation 


d'y NE 
gs tobe y =-0 





est 
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; + Baf  (1—c*)*** cos ge a zd me 

pour toutes les valeurs de » non comprises ne te limites — 4 et 0. | 4 

J'ai trouvé que cette méthode d'intégration est applicable à une classe a 

À très étendue d'équations linéaires de tous les ordres. Il existe aussi un grand 3 
nombre de théorèmes analogues à celui qui est contenu dans l'équation (6.) ‘4 

au moyen desquels on trouve les sommes des séries infinies exprimées par 3 

des intégrales définies, ce que je ferai voir dans une autre occasion. E 

19:5 S 

| 
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11. 
Über die Zeichen der Mathematik. 
(Von Herrn Dr. Schellbach zu Berlin.) 
(Sehlufs des Aufsatzes Nr. 2 im vorigen Hefte.) 


W ir wenden jetzt diese Entwickelungen wieder auf einige Beispiele an. 
1. Es ist 
(a+ b, +k)" 


| 


(a+ b)(a+b+h, 4- ky? 
a(a+b+k, +h)"*+b(at+b+hk, +R) 
und wenn man mit (a—k, —k)"(b—k, —k)” multiplicirt 
(a—k, — k)" (b—k, — ky (a+b,+k)" = 
(a, — k)"* (b—k, —k)' (a+b+k, +k) + (ak, — k)" (b, — ky (atb+k, +k). 
Diese Gleichung kann aufgefafst werden, als 
f(a, b, m, p, n) = f(a+k, b, m4-1, p, n—1) 4- f (a, b+k, m, p+1, »—1) 
und giebt dann durch Vergleichung: mit (14.) und (15.) 
f(a, b, m, p, n) = (e4-1 IG =) Flatoh-ho, b+ko, m+o—o, p+o, n—v). 
Für e — » und m — p — 0, geht diese Formel über in 


CURIE py c) Katnk-ho, b+-ko, n—0, 0,0) 


\ 








oder 





TV (a--nk-—ko—k, —k)"7* (b4+-ko—k, —k)? 





(a+b, + = er 
und wenn man die Folge der Factoren umkehrt 


20. fab kem ge (exp (a, J-ky7* (b, +h) 


—1 ; AY n— 
i31) (6 HD, ++) (a, +h, +h) 


TG =) (a, —+k)"3(b, HEP + (b, +h)". 
Verschwindet das Glied (a—rk—k, —k) " (b4-kr, —k)* für irgend 
einen Werth von r, so kann man » auch negativ nehmen und erhält dann 
nach (17.) 
21. (a+b, +h) = He i 1L) (a, -+k)--°(b, +). 


Diese beiden Formeln stellen die Auro des binomischen Satzes 
auf Factoriellen dar. 











= (a, +h +( 
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Für k=0, a=1, b—zx erhält man die AUS binomische Reihe 

£ n 2A. T Ma ROSA. n 
22. (+) o1 | Gp e = 1e UD ec Det 
und wenn man az << 1 annimmt 


23. (Lex) ee Ger 1 GE GA) e GS e 


2. Man setzt bekanntlich 
QI fb ES em ehe Usu 


Un- 




















wo x auch negativ sein kann und sich dann Su weet ="u ersetzen láfst. 

 Fafst man diese Gleichung auf als 

f(m—1, +1) = f(m, n) — f(m—1, n) 

so läfst sie sich in folgende 3 Formen bringen 

| 29. f(m,n) = f(m—1,»)-- f(m—1, n+1) 

24. f(m,n) = f(m--1, »—1) —f(m, n—1). 

Die Vergleichung dieser Formengleichungen mit (14.) und (15.) ergiebt 

auf der Stelle 





28 d'u. = | i: = Y atu 




















Um—k 
= un (I nt GS N anth, 
29. d'u, = (k+1K—) : =) m 
E 5 eue ones 
30. d'u, = (kH1K— : = Unia 
T alan ES =; ^7 TUE PC =) nana 


Aus (17.) erhält man, wenn Z"uw, für sehr grofse m oder » ver- 
schwindet 





—k, 2. 
31. d'u, — e|( P Un+k 





32. d'u, = œf(—) C =! —) a un 


33. N Un HE eI CE anu e 
so dafs also die drei Formeln (28.) bis (30.) für + gelten. 


Wir geben hier noch die Entwicklung der Differenz eines Products. 





Es ist 


Le E54 1d MUERE TE VV Tn LE dh 
A AA ARTI "^ PATE +" 7 "s A y ed ER fr N 
; Maie" - . = 1 - 


mw N^. 
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94. IBP.20) = PB. ANNO, d PIOS, 
und wenn man hiervon die (k—1)ste Differenz nimmt 
35; POP PRO A Pe! OH LEA ee Ore 
Diese Gleichung fassen wir auf als 
f(k, p» 4; n) cm f (k—1, p; q+, n) +f(k-1, p+1, 9; n+1) | 
Die Vergleichung dieser Functionen mit (14.) und (15.) ergiebt 
36. A(PP.AQ,) = al are. ante Qu 


= PLN Qu EL) m P. ng, +) an Pant Quad 
? H 





und weil & auch negativ sein kann, so erhält man aus (17.): 


37, us 49) = IG: —) BoP AI Q 











UM QUE FES PRE (Fr M cer diss Pro pe 


Für k=1 liefert pum eine bekannte Reihe von Taylor, die Condercet 
in einer etwas abgeänderten Gestalt giebt. Wir schliefsen für diesen Fall 
noch eine andere Entwicklung an. Es ist 

A(PUT) = AP’ TER AT 


Setzt man hier T = mn so entsteht 
T M AED) 47 (P.Q) 
4(47(P.Q) = AP EE PAS) 
und daraus 
POSTER) en 
AE ETF ) 








Differenzirt man diese Gleichung und multiplicirt sie dann mit dE , so ergiebt 


sich, wenn diese Operation »mal wiederholt ist, 
Pi, PO D PE SEAT POL [Pe Pe 
Gr 4) Yir Ca 4) n +(Gr 4) TAPE 


Hier ist 2 ein Wiederholungs-Exponent, was aber nicht besonders ausge- 
drückt zu werden braucht, da die eingeklammerte Gröfse immer von selbst 








dem » seine Bedeutung anweiset. Diese Gleichung fassen wir auf als 
q(n) = f(n3- 1) f(n) 
und erhalten. dann nach der Gleichung (2.) des $. 4. 
kl)" e (n46) = (fiat) -f (0) 
oder wenn man n=O setzt und für g und f das, was sie bedeuten, 


(PN P, x 4A  4-1(P 
38. HY" Cu EOS CEU SEE EEE. 
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Verschwindet das erste Glied der rechten Seite, so schreiben wir diese 
Reihe in entwickelter Form 
gür ud X PO) 


= P apap Cap) ae Gr Ca) a Ca AC C) 


Dies ist die Gleichung (39. in Schweins Theorie der Differenzen 
und Differenziale. Ganz auf dieselbe Weise lassen sich alle Reihen 
dieses Werkes bis zu N(44) entwickeln. 

Die sogenannte Analogie der Differenzen und Potenzen be- 
ruht nur auf der Ähnlichkeit der Formeln (25.) bis (27.) mit denen von (8.) 
bis (10.) im S. 4. 


S. 6. 


In der Functionengleichung 
1. f(x) = q(x)f(z-- y) X v(z)f(z- a) 
setzen wir c+ry+ sz statt « und bekommen dann 
f(atry+s2) = p(atry+ss) f (e (r3-1) y-F 2) w(etrytss) f(x+ry+(s+1)3) 
oder wenn wir nun die Coefficienten von y und z beibehalten 
2. f(r,s) = er s)fir4-1, s) E vr, s)f(r, 841) 
Nach dieser Gleichung kann dann (1.) geschrieben werden 
f00 = 9$00.f10--v00.f01 

wo wir der Einfachheit wegen die Klammern und Kommata ausgelas- 
sen haben. 

Diese Gleichung läfst sich noch etwas einfacher darstellen, wenn 
wir die Coefficienten einer Reihe von »--1 Gliedern durch n, »,, 9, ... 
.. 4, bezeichnen, denn dann erhalten wir 

j LOUIS LOFT SF OT 
Vermóge der Gleichung (2.) lassen sich die Glieder 1,./10 und 1,.f01 
dieser letzten Gleichung umformen in 
1,.f10 = 195910: F204 1; 10.511 
add GRU +1,.f11+1,.w01.f02. 

Setzt man hier die Werthe von 1, und 1, aus (3.) und addirt, so erhält 
man eine zweite Reihe 

4. f00 = $00.4910./20:- $00.101f11-4- 00.101.702 


$01 . 00 
oder kürzer 
[00 = 2,.f20  2,.f11 4-2,.f 02. 


MERE MR ER VAT CEST DOC FD CS" ON 4 > um. D 
^ sue er ACT. ce e NUES AT ue ER x à 
1 N à DEL VAL RERO CE EE e TRE ABS 
Mi E ^ LX : Es De ae Y TOES ^ 
4 1 
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Die 3 Glieder auf der rechten Seite dieser Gleichung kónnen wieder 
nach (2.) umgeformt werden und geben dann 
2,.f90 = %:p20.f30 +2. w20.f21 
*2;f11:— +2,.911.f21+2,.y11.f12 
2. Ve = +2,. 902 .f12.+2,.yw02. f03. 
Addirt man diese Gleichungen und setzt die Werthe von 2, 2,, 2, 
aus (4.), so enisleht die dritte Reihe 
5. f00— g00.p10.g20.f30+-p00.g10.w204f21 +-00.w10 11 
g00.p11.y10 «01.00.11 
q01.911.100i. g02.w00.w01 


f12+w00.y01.w02.f03 








oder kürzer 
f00 = 3,.f30 €3,./21--3,.f12 +3, .f03. 

Es leuchtet nun schon ein, dafs wir aus der Gleichung (5.) durch Um- 
formung der einzelnen Glieder nach (2.) erhalten 

f00 = 3,.930.f40 +3). w31}f31+3,. 21 f22 +3. w121f13+3;.%03.f04. 

ud 3.912 

Seizen wir nochmals die Werthe von 3,, 3, 3,, 3; aus (5.), so ergiebt 
sich eine vierte Reihe | 


6. f00 = p00.g10.20.p30.f40+-p00.p10.p20.w30 RE | 


g00.p10.p21.w20 g00.p11.w10.y21 

g00.g11.¢21.y10 pOl.gl1.y00.wei 

p01.g11.p21.w00 p00.p12.y10.w11 

q01.912.00.11 

; ; (02.912.100 4501 


-Eq:00.410.911.912]/13-1-1:00.01.1502.:503.f 04 

p01.00.11.w12 

g02.#00.w01.y12 

ç03.w00.y01.w02 
Ist nun so die »te Reihe entwickelt, so ergiebt sich aus ihr, vermöge der 
Gleichung (2.), wenn wir wieder Klammern und Kommata einführen, der 
Fortgang zur (»--1)sten Reihe durch folgende Gleichung 

f(0,0) = n,g (n, 0)f(n+1, 0)-- », p(n, 0) f (n; 1) + n w(n—1, Dif (n— 1,2) 4---- 
n, p(n — 4, 1) n, p(n— 2, 2) 
(+ nn Wu m--1,m— qe +1—m,m) + 


n, € (n — m, m) 
oder 


*. f(0,0) = n+ +) [n, w(n+1—0, o—1)+n, 9 (n—6, 0)]f(n +1—0, o). 








wie a AA "€ 7 ae. ar d viele ie aao og ee LS os Ml AR a 
OT ie lei Bog CUR Pelr NC eet Rog re 
; Y $ A 
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Weil » , und »,,, Null sind, so besteht das erste und letzte Glied 
dieser Reihe nur aus einem Theile. Es handelt sich hier um die Bestim- 
mung der Coefficienten von y und z in den Functionen q und w; betrachten 
wir daher jetzt in der Gleichung (6.) die Coefficienten von y, welche in 
der Function « enthalten sind, und schreiben sie der Übersicht wegen be- 
sonders heraus, so haben wir 


0123 012 01 0 
012 01 0 
012 01 0 
012 01 0 
01 
01 


Die Gleichung (7.) ergiebt aber, dafs sich in jeder folgenden Ent- 
wickelung auf der rechten Seite jedes Gliedes eine neue nächstfolgende 
Coefficientenreihe für y anschliefst, dafs z. B. die Coefficienten in der fünften 


Reihe beginnen 
01234, 0123, 012, O1, O. 


Ganz ähnlich verhält es sich mit den Coefficienten von z in der 
Function w, nur dafs sie in umgekehrter Ordnung auf einander folgen, denn 
sie sind in der vierten Reihe 


0 01 012 0123 
0 01 012 
0 01 012 
0 01 012 
01 
- 01 


Betrachten wir jetzt in der Gleichung (6.) die Coefficienten von 3, 
welche in der Function g vorkommen, nemlich 


0000 000 . 00 0 
001 01 1 
011 02 2 
111 11 3 
12 
22 


so bilden diese die Combinationen mit Wiederholungen, welche wir bekannt- 
lich nach (13.) des $. 3. bezeichnen durch 
[4, 1, 18,26 212,37, 811,41. 
Sind nun diese Coefficienten für die »te Reihe gefunden: 
Werne Liaise. [n-32979]* QE CO ECS 2 ER. LDS a] 
und wir nehmen aus dem vollständigen (r+1)sten Coefficienten der (2+1)sten 


ih 
LUE n,1W(n+1—r,r—1)+n,¢9 (n—r,r) 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hft. 2. 20 
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blofs die Coefficienten von z, die in der Function y vorkommen, so haben wir 
[54-1 —r, r] -[n — r, r- 1]v 
dies ist aber nach der Gleichung (13.) des §. 3. nichts anderes als 
[n4-1—7r, r+1] 
welcher Ausdruck also die Coefficienten von 3 in dem vollständigen (r+1)sten 
Coefficienten der (#+1)sten Reihe bezeichnet. 

Ganz ähnlich verhält es sich mit dem Coefficienten von y in der 
Function y, nur dafs auch sie in umgekehrter Ordnung auf einander folgen, 
und die Combinationen von unten nach oben laufen. In der vierten Reihe 
sind diese Coefficienten z.B. 


3 22 111 0000 
2 12 011 
1 11 001 
0 02 000 
01 
00 


Setzen wir nun wieder alle Buchstaben in die Functionszeichen, so wird z. B. 
das zweite Glied der vierten Reihe geschrieben 


q(z4-0y--02)g(z-4-19--02)g(z4-29--03) v (x 3y-F03) 

+ q(z4-09--02)g(a--194-02)g(z4-2y--12)v(z1-29--03) 

+ q(z-4-0y--02)g(z4-1y4-12)g(z4-2y--12)v (4-19 102) 

+ ple+0y+13)p(x+1y+13)p(x+2y+13)p (2407403) 
Jetzt kann der rte Coefficient der »ten Reihe leicht gebildet werden. 
Wir combiniren nemlich erst die Elemente 0, 1, 2, .... r—1 zu n+1—r 
mit Wiederholungen, und dann eben so in umgekehrter Ordnung die Elemente 
0, 1, 2, .... n4H—r zu je r—1. Die ersten Combinationen stellen die Co- 


f(æ+3y+3). 


efficienten von 3 in der Function q dar; wir fügen dann zu den aufeinander 
folgenden Reihen derselben noch enisprechend die Zahlen 0, 1, 2, DER TE 
als Coefficienten von y. Die letzteren Combinationen stellen die Coefficienten 
von y in der Function y dar, und zu den auf einander folgenden Reihen 
derselben fügen wir entsprechend die Zahlen 0, 1, 2, 3 .... als Coefficienten 
von 3. Das Haupiglied selbst ist (+)'"f(a+ny+(s—y)(r—1)). Wir wollen 
diesen Coefficienten ausdrücken durch 


(zy (0 4 21) Es [n—rT1 v r])w(aty[r—1 A n—r+2]+2(0 A +1) 


indem wir uns so viel als möglich an schon gebrauchte Zeichen anschliefsen. 
Die Pfeile geben die Richtung der Combinationen an, und dienen zugleich 
dazu, diese Zeichen von ähnlichen zu unterscheiden. i 


4 
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Ist also die Gleichung gegeben 


8. f(x) = pla)flaty)Ey(e)f(etz) 


so ist auch 
9. fla) = (n +A EY (ey (0 y +1) Hana} 14-0) wx yo An+1-0] 
+3(0 | 15^) Feng (890). 
Hiernach ist z. B. das dritte Glied der fünften Reihe, wenn wir, der 
Kürze wegen, blofs die Coefficienten von y und 3 ausschreiben, 
C e(z--y Y --1* :3[3 Y 3]w(e--[ 14] 4-00 À HN’) fr -3y 22). = 
Run PE ER Pee BY Oe) pr Sy Oe Cory E TFC Sy 9m) 


D D D = D D = (QD — 

SIL) leer) 
= MWe D 02 à C2 
le de ee jus jen bete e 


(fem le (= (ee 
Damm © © © © 
mn be De de bee jee be bee jun 
DH eve > © © 
t2 0 CO CO (OQ CO (CO CO CO 
OOOOO & yw 


Oe yd 
Bei diesen Entwickelungen mufs noch ein besonderer Fall unter- 
schieden werden, nemlich wenn y=z ist, oder wenn man hat 
10. f(x) = p(a)flaty)tY(a)f(aty). 
Hier ist zunächst zu bemerken, dafs f(a+y) im ersten Gliede der rechten 
Seite nicht mit f(x4-y) im zweiten Gliede als gleich betrachtet zu werden 
braucht, weil noch andere Veränderliche unter dem Functionszeichen ent- 
' halten sein können, die eine Ungleichheit hervorbringen. In dem gegen- 
wärtigen Falle verwandelt sich die Gleichung (9.) in 
11. f(x) = (n+if(+)’ e (e--y (n—9 y »)) v (zy (0 4 9)) f (e -ny) 
denn es müssen zu den Combinationen mit Wiederholungen die Zahlen 
0, 1, 2, 9, .... addirt werden, wie es z. B. der oben entwickelte dritte 
Coefficient der fünften Reihe angiebt, wodurch die Combinationen ohne 
Wiederholungen entstehen, was wir, dem Früheren gemäfs, auf die angezeigte 
Weise ausdrücken. Hiernach ist z. B. der dritte Coefficient der fünften Reihe 


(c -yG 1 5)w(ery Y) = PAGE PET q Ge 29) w Ger S) GTA) 


D egi dy c 
Q2 C9 D D À D D = — 
Kom co Ph Oe 
OOoOoO0—m mm D 
m 0 C244 t2 054 C0 À 


20 
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$. 7. | 
Vermittelst der Gleichung (9.) des vorigen Paragraphen entwickelt 
man sehr leicht folgende Formeln: 


1. (a+b)" = (n+1|[n—o, 14-0!a — 9] (b, +1)° 


(a+b)? = 4[[3—0,14-o!a—9](b, +1)° 
= [3,11a—9] (b, +1)°+ [2,21a—9] (b, --1)'4- [1,31a— 9] (, +1)’+ [0,4!a—0] (b, +1)° 
= aaa+a—0.a—0 MERI LE 


z. B. 


a — 0.2 —1 a—1 
a—1.a—1 a—2 
2. (ab = Qd [ro f 1 ola 14 0e 11 o3 — d (3) 
z. B. : 











ue) 








(a+b)? = 4j[3—c Y 1--21a4-1 4-9] [o 4 4A—012—a]( 5, 


= a+1.a+1.a+1 6 =) +a+1.a+1.2— AG; v) ae Bey ee) 




















a+1.a+2.1— a+2.0— a.1— ARTE; 
a+2.a+2.0—a a+3.0—a1—a “| 
b—3--1N? 
+0—a.0—a.0—a L1 ): 
Für a — 0 und b =a ergiebt sich aus (2.) 
3. at = nn 0 1401149] [o 4n—o!1+0]( Ss ion 


z. B. 








E 5|[4—c | 1-0! 12-9] [o 45-0114] (4151). 


A 5 p 
ET Hu (22) tá ea 44.222] 179: Du uu e : 
112.3) b 1223 b 2.1221 




















122.2 13.22 3.112 
22211 _ 22.13 4.111 
23.12 
33.11 
oder 
a, +1 a—1, M) a—2, +1 a—3, EE a—4, 4-1? 
REISE 1) +2 de +6 (ET a) +26 (5 *) + Geer 


In ee eet sind die Coehicienten’ en wie die 
gemeinen Binomialcoefficienten. 

Aus diesen Formeln fliefsen dann noch leicht folgende zuerst von 
Schweins in seiner Analysis entwickelte: 


4. kl(a+0)" = (»41]|i2—o, 1+0!a+d]—— 


Für a = 0 erhält man 


d En, 
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| per (Cm DA 
9. ++ +3” Hk" = hho RARE p url seem. 
z. B. 
te or 





05--1:-4-2*-E3*-F + (k— 4)* = k[o* = 5][4—0,1-+0] 
= [4, A quomo £2, acid v Duda Mew) E NL 


(= xag CA Nae Ce ia 
3 





E 
= GA) + $E 1) (5—2) HER (&—2) (h—3) 4 $k (k— 1) (h—2) (k—3) (k—4) 
6. Mo = [ite trot +a]to Ina GERD NEL 


1 
z. B. 


k[e* = (SF) +26 Er) +66 66 (> =r) +2 QE EE = 


= 











S. 8. 

Wir wenden jetzt die Formel (9.) des §.6. an, die hôheren Diffe- 

rentiale des Ausdrucks 
ar (1+x°)" 

zu bestimmen, der eben so allgemein ist als («+ ba)’ (A+B(a+bx))", mit 
welcher Formel sich Schweins in seiner Theorie der Differenzen etc. von 
p. 244. bis p. 260. beschäftigt. 

I. Es ist 


b E P (1--x*) = pa? (14-2?) - uqa*** (1+a%)"*" 
also 
2. er — alte = ES, gh a - pay tug 2 —pa0 (fat), 
N Gleichung kannsaufgefafst werden als: 
f(m, p, ») = p(p)f(m—1,p—1, n)+ v (x) f(m—1, p+g—1, n—1) 
und giebt dann durch Vergleichung mit der erwähnten Formel 
f(m, p,m) = (kH1]p(p—@OY+1) 
+(q—-4) [ka | 1+6]) p (n— (4 +1”) f(m—k, ptg0—k, n—0). 
Setzt man Lis k=m und die ong von f, y und v, so erhält man 





3. eur (14-22)" 


= (m4 Q Y d-07774- TO Ho), —1)9qear- tie han. 
Für m — 4 entsteht z. B. 
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pan Tao = 5|l(p—(4—9o,445--a[4—o0| 1-F op @ —D'qtas tard + ate 
= (p—0+09) (p—1--09) (p—2+0q) (p—3-F-0q) (v, —1)* q^ ar tata)" 
+ (p—0-+-09)(p—1+09)(p—2+09)] (m, —1)'q' art (Hay 

(p—0+09)(p—1+09)(p—3-+19) 

(p—0+-09)(p—2+19(p—8-+ 19) 

(p—1+-19)(p—2-+19)(p—38+1q) 

+ (p—0+09)(p—1-+0) [(n, —1) gare A aay 

(p—0+0g)(p—2+1) 

(p—0-r0g)(p—3-F2) 

(p—1+19)(p—2+1) 

(p—1--19)(p—3-r2) 

(p—2-+2q)(p—3 +2) 

+ (p—04-09) [(n, —1) gor 4482 (4 Ham) (n, —1)'q'an- tt (Ham, 

(p—1+-19) 

(p—2+2q) 

(p—3-F39) 

Wir suchen nun die Coefficienten dieser Reihe so umzuformen, dafs 
sie wenigstens für besondere Werthe von p und q eine einfachere Gestalt 
annehmen. Drücken wir deshalb die Coefficienten einer Reihe von m+1 
Gliedern wieder durch mj, m,, Ms, .... aus, so läfst sich die Gleichung 


(3.) schreiben 
om 


A. 
oa" 
Differenzirt man diese Gleichung, so kommt 





ga) = (m1 fe Qn, 4-19 qai pats. 


m--1 
5. D arse) — (n--2][( —m--q6) mot moi] Qu — D gear se «dpa 
wenn man bedenkt, dafs sowohl m_, als m,,,, Null sind. Setzt man nun in 
(4.) m+1 statt m, und vergleicht-die zu gleichen Potenzen von a gehórigen 


Coefficienten der entstehenden Reihe, und der Reihe (5.), so ergiebt sich . 
6. (m+1), = (p—mdqs)m,--m, ,. 
Diese Gleichung kann aufgefalst werden als 
f(m4-1,s) = qm, s) 4- f (m, s—1) 
und giebt dann nach (2.) des S. 4. 
k|(p—m+o-+g(s—o))(m—9),5 = (m+1), —(m+1—h),_, 
oder, wenn man m—1 stall m, m—s—1 statts und k=m setzt, und die Reihe 
rückwärts nimmt, 
7. mi (p—sqt-(g—-1) 0) 6, = mi. 
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Diese Gleichung zeigt eine zurücklaufende Bildungsweise der Coef- 
ficienten der Reihe (3.) an, da nemlich der letzte derselben, oder o,, gleich 
Eins ist. 

Für s — 0 erhält man z. B. den vorletzten Coefficienten 


m, a = me] (p+ (q—1)*) = mp + (q—1) 2 


und ähnlich liefsen sich alle vorhergehenden berechnen; aber das Gesetz der 
entstehenden Reihe würde auf diese Weise nicht zugleich auch klar werden. 
Wir schlagen daher einen anderen Weg ein. Hat man nemlich eine Gleichung 
von der Form 

8. ofg(o, a)f(o, b) = efe, b+m)-+yf(o, b+n) 
multiplieirt sie mit q(v, a+1) und nimmt die Summe nach e, so entsteht 
eigo, a1).v||g(o, Of, 5)]] a.i (o, a1) f (o, b+m)}+y.of{p(o, a1) f(o,b+n)}. 
Diese Gleichung kann wieder mit q(ve,a--2) multiplicirt und dann nach o 
summirt werden; man erhält auf diese Weise 

v|l(o (o, a4- 2) .e| |o (o, a+1).o] Ig (o, a) f (o, b)]]] 
—a.v|iq Co, a-2).o|(q Co, a--1) f (o, b--m))] +y.0] 9 (0, a2) vl (qp (o, a-- 1f (o, a) f (o, b4-1)]]. 
Bezeichnet man nun die linke Seite dieser Gleichung durch eff (o, 4) f(c, b}}, 
so mufs die ganze Gleichung geschrieben werden: 
e|lig(o,à)f(o, b) = c.v|ig (o, à4-1)f (o, b--m)) -y eio (o, 44-1) f (o, b) P. 

Nach und nach kann man nun, wie leicht ersichtlich ist, ganz all- 
gemein erhalten 
9. e|(g(o, à) fo, )) = a.el{g(o, d+1) Fo, b3-m)] 7 4-y-el (o, 441) f C6, 0-0] 
und fafst man diese Gleichung auf als 
F(k, a, b) = a. F(k—1, a+1, b--m)-- y. F(k—1, a+1, b+n) 
so läfst sie sich nach §. 6., (9.) in eine Reihe von k+1 Gliedern ent- 
wickeln, wodurch die Summenzeichen auf der rechten Seite wegfallen. 
Hat man nur 
10. e[e (o, n) f(o, n41) = P(e, n--1) 
so ist für » — 0 
vio (o, 0)f(c, 0) = fle, 1) 

Inr. al 


v|q (o, 1)f(o, 1) = ofp o, 1).e[Ie (o, 0)f(o, 0)|} = ello (0, 6) fo, O)} = flo, 2) 


und allgemein 

11. of{g(o, 6) fo, 0)" = fo, n). 
Also ist aus (7.), weil 6, = 1 ist, 

12. w|(p—6q--(q—1)9)" = m, ,. 


TW arr 
"n A ak 


"ELO 


a REP Le PONT Mn ee ARE Te Me AN TR EE COM PT av 
AL TNI ea T (X + ASS D ove NS EN 
‘ ; : VM 1 - 
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Man findet nun bald, dafs 


13. m|(a+ob) (I, me (atu) (P=) EOD 


Nach (9.) läfst sich diese Gleichung verwandeln in: 
al (d+0b) Ed d: 
— (a+nb). m| 4140, (2 = E tal lacs 


oder in 
F(k,a,n) = (atnb) F(k—1, a+1,n+1)+(n+1)bF(k—1, a+1,n+2) 
und diese Formel giebt, nach $. 6. (9.), wenn man die Werthe von F setzt, 


2 —1\")* 
4) | = OEM Ge tb Ga d H+ Deo 1+01) 
x (n--44- Co 19 4- 04-09" (7 Tu) 
Für » — 0, d=p—6.q und b=g-—1 findet sich also 
ml {(p — 6.g + ( — Do 
m,—41w**? 
= (k+Af(p—O | +14 2)[k— 6 | 1*0 Do Amıd A 1-195 x) = Mm—k 
folglich durch Vergleichung mit (3.) 
15. (p—(0) 41) (N) LE y 1--m—k]) 
,—1\E+0 
(Ap 0 y- Hg D[k-0 y 140] 19440 4-0) 0D (FG 
Wir haben so den Coefficienten der Entwickelung (3.) durch eine 
Reihe ausgedrückt, welche für besondere Werthe von p und q eine einfache 
Gestalt annimmt, und merkwürdige Relationen zwischen Combinationen und 
Factoriellen wahrnehmen läfst. Für g= 2 ist hiernach 


m, =) 























14. m| (C 


n+k+o 








m,—1\*+¢ 


16. (prlky Lim] (Of 1)) = Get (o A DEC ADD 

Für p — 0 verschwinden auf der rechten Seite dieser Gleichung alle Glieder 

bis auf das letzte, wo o — k geworden ist, und man erhält 
(Ckym—k1]—(0 +4)) = (GABA AH 


Es ist aber 


(ky E) 4- (4. +0) = (02-1) (142) (243) (8-374)... 4-144) = CL, +2) 





m, —1\7* 


1, 4-1 





also 
m,—1\** (m, —1)* 


1,+1/ — (2, +1} 











1v. ([ky m—k+1]—(0 | +1) = (1, +2) 
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([3 Y 4] — (0 | +99) =1—01—1.1—2 = 1.0.1 — 4: = 45 


1—0.1—1.2—2 1.0.0 2 
1—0.1—1.3—2 1.04 2 
1—0.2—1.2—2 1.1.0 À 
1—0.2—1.3—2 1.1.1 6 


ls 1—0.3—1.3—2 1.2.1 
2—0.2—1.2—2 2.1.0 
2—0.2—1.3—2 2.1.1 
2—0.3—1.3—2 2.24 
3—0.3—1:3—2 3.2.1 
(6, —1)°  6.5.4.3.2.1 
RGD pated oma. DU AE GAS 
Die Entwickelung (3.) selbst nimmt nun vermöge (17.) für p — 0 und 
q=2 die tns an 


18. a (14-27) = = (m-+4] aed ia (n, — rar gr 727 1 Lg?) "te 


= (n, —1)"2"x" (148 yet o Ü Ge a a Cr y pl irs emu 














(m, —1 )* __4\n—-29m—2,,m+1 2\n—m+2 | |... 
tm pay DL 2 n du ~~ 
II. Dem Differenziale (1.) kann die Gestalt 


19. arte = par (1e) (png) art tan 


gegeben werden. wees ng ole 


ee ar (+x?)" = = ss eg DE EE 23) E (p-Enq) = ox"! ‚ar ET (1+ as) Sts 


und nach §. 6. (9.) 
om 
20. =a crat = (m41|C( —(0 1 +1)" 


+(q—1) [mo y 1+-0]) (p— (6 4 m) — q[o 4 m+1—o] +ng) a?" (ta) 
oder nach der angegebenen kürzeren Schreibart 
21. Ze (1 a)" UM. (m + 1 | m, germ tae (1-4-2?)"7". 


Differenzirt man diese Gleichung, so kommt 


m 4-1 
PR RI. pP (14-22) = 


(m+-2]{(p—m-+ qo) mo+ (p—m4-qo4-q(n—m-—1) m, | x? -"»—1*29 (4 -22)"7". 
Setzt man nun in (21.) m+1 statt m und vergleicht die zu gleichen 
Potenzen von x gehörigen Coefficienten der entstehenden Reihe und der 


Reihe (22.), so ergiebt sich 
. Crelle's Journal d. M. Bd. XII. Hft. 2. 21 
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23. (m+1), = (p—m-F-qs)m,- (p—m-4- qs+ q(n—m—41)).m, 1. 
Schreiben wir hier m—s statt s und dividiren die ganze Gleichung 
durch (p+ qn —q— qs, —1)"*', so entsteht 
(m-4-1),—. p—m--qm-— qs 


ee EEE wrrerl sl o0 
(p--qn—q— qs, "+! (p--qn—q— qs, — 1)^* r (p-F-qu-—q-— qs; 
oder " 


Mm—s—1 





fim) = q(m)d f(m—1) 
also nach S. 4., (2), wenn man m—1 stall m setzt, 
p (q—1)6— qs Mons 1 
Ic gg mg D" 

Weil sich nun aus (21.) sogleich ergiebt, dafs m, = (2n-+p,—1)”, so läfst 
sich m,„_, aus (24.) finden. Bei dieser grofsen Allgemeinheit kann man aber 
kein einfaches Gesetz für m, , entdecken. Die Gleichung (24.) gewinnt in- 
dessen schon sehr an Einfachheit, wenn q — 2 gesetzt wird, denn dann geht 
sie über in 


p-L2n—2— 325, Tori’ Vos = (g-2n—2. 2s, Im’ 


Aus S. 4., (16.) erhält man aber für & — /—1 


(a+, m n (a-1-k, 15e E: 
"m HF = any =). 


Diese Gleichung dient zur Summation von (25.), denn setzen wir 


nf Ps p+ gx 2s Min—s—1 
( 


dort zuerst s — 0, so kommt, weil o, = (2n 4- p, — 1)? 

„arte — 000, _ »| (2n-+p, —1)"* (ro, —1)! 
(2n--p—2, —1)91! To (2n-+ p—o, —1)? 
— 1m+2 mice 

= em D (epos oy =O} 
Wenn wir für den Coefficienten m, , einen einfachen Ausdruck er- 
halten wollen, so müssen die Elemente so angenommen werden, dafs (m — 0) 
verschwindet. Dies geschieht in zwei Fällen, erstens wenn p — 0 und dann 








n RR EEE 





wenn p=1 wird. Bei der ersten Annahme erhalten wir nach und nach 
n, —IN* MN URL à 
1, Hi TH 





27. m. = (1,+1)" 


und bei der zweiten 
a Ca, I Um SIE DORT neh 
28. m,-,— (2, +2)*(2n—1, —2) ^ m--1—2k «M, =) uS 1, 4-1 e 
Die Richtigkeit dieser Formeln wird sehr leicht vermóge der Gleichung 
(26.) durch den Schlufs von k auf k+1 bewiesen. Durch diese Werthe 
verwandelt sich nun (20.) in 
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"ae n m 2\n—m 2 , Eb m 
29. 142)" = (1, +1)" ray | Ln.) a 


«(E CEN eM TR eren E : uu 3 1 y a 21 | 


und in 
iil an — m1 2 cta: f 2n 4-1, —1 RME 
era 0 de) ner 


n, 1 Ante 1; — 1\R 2 gm—1 n, uf 2n — 3, — Ant gm—2 
a r=) CALL 1 Ed ) SERV RO 1 Dn CHEM 1 mmn du ap ie 
Diese letztere Reihe ergiebt sich aber een auch aus der er- 
stern, weil 











a Lar ER eae tet, 
Die Reihe (29.) findet Lagrange auf eine eigenthiimliche Weise und in 
einer etwas veränderten Gestalt in den Abhandlungen der Berliner Academie 
vom Jahre 1774 p. 185. ete. 

Die Vergleichung von (27.) und (28.) mit (30.) läfst wieder Rela- 
tionen zwischen Combinationen und Factoriellen erkennen; so erhält man 
z. B. aus (28.) 

31. ({k) m—k+1]+(1 } —1)) (2n —3[m — k hk+1]+(04—1)"*) 
mE CLERUM. HOME rn, EUM (ur 1— 2k, —1 yov 
m--1—92k 1, +1 1, 4-1 ; 
Setzt man hier » — — 1, so ergiebt sich 
32. ([Ey m—k--A]--(1 y —1)) (3[m—& À k+1]4+(1 4 +17") 
= (tm, 1) (m, —1)"—™ 


([2 y 3)-- C1 4 —0*) I2 4 3] - C 4 +19) 
— 0+1.0+0x6-11.642 = 1.0.7.8 = 32 = 120 = (—)'(5, —1)*(4, —1)* = (5, —1)! 
0--1.1-F0x34-1.6--2. 1.1.48 40 
0--1.2-L0x3-L1.3--2 1.245 16 
124-1.1--0x0--1.6--2 2118 20 
12-4.2--0x0--1.3--2. 224.5 12 
2.11.2--0x0--1.0--2 3.2.1.2 
Die Brauchbarkeit der Gleichung (9.) des S. 6. fällt vielleicht dadurch 
am besten in die Augen, wenn ich bemerke, dafs sich z. B. in Schweins 
Analysis mit Hülfe derselben Einiges aus den 4 ersten Abhandlungen und 
fast Alles aus den 4 folgenden viel schneller und allgemeiner beweisen läfst 
als dort geschieht. Alle Sätze der neunten und letzten Abhandlung über 
die Summation der Reihen lassen sich nach dieser Gleichung fast ohne 
212 








z. B. 


EE NS, RE EN ne. co T o o 
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alle Rechnung unmittelbar hinschreiben, sobald die Grundgleichungen vor- 
bereitet sind. Den Mathematikern, welche Schweins Theorie der Dif- 
ferenzen und Differenziale kennen, wird es nicht entgehen, dafs die 
neunte Abhandlung der Analysis in jenem Werke von Wichtigkeit ist, 
und dafs also noch vielmehr die erwähnte Formel auch dort ihren Nutzen 
bewähren wird. 

Wir stellen hier nur noch zur Übersicht die in diesem und im sechsten 
Paragraphen gefundenen combinatorischen Formeln in ihrer einfachsten Ge- 


stalt zusammen. 


| 


(n Y n+m—1) 
(mn, +" . 
(2, +2» 


33. [nym]+(0y+1)" 
94. [aym]+(Oy-+1)" 

Die Addition beider giebt 
35. 2[aym]—(rnyn+m-1) = 








I 


(m — n, +1)" 
(2, 4-2)" 








und die Subtraction 
(n Y n+m—1)—2(0 Y +1) = RSS 


oder für m —n+1 stalt m 
36. (nym)—(0y--2) = 








(m, EXE 1)” i 
Q, 2 


SHE 
Im $. 6. haben wir aus der Gleichung 
f(x) = px.f(ety)tyax.f(e+s) 
fx in eine Reihe entwickelt, es bleibt nun noch übrig, die Form von fx 


durch ga und wa zu bestimmen. 
Hierher gehôrt z. B. die unabhängige Entwickelung des Zählers und 


Nenners eines Kettenbruchs. Ist nemlich 





a 
Dee D 
k, + 1 
EEE 
2 k, + 
d 
p k 
so hat man bekanntlich 
Ay re Ks Œn—1 An—2 








b. e kn ba + b,» 


Tee ns a Sa E aie VIT UT ee: IPTE gU tr € at 
PA d 2 *; » y ad - (RÀ i > 
er : « u 

= - 
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Die Gleichungen «,-— 5,«, ,4d-a, ; und b, =k, b,_,+6,_, sind besondere 
Fälle der eben angegebenen Functionengleichung. Aus ihrer Entwickelung 
erhált man nach den früher festgesetzten Zeichen. 


2-1 — (—4)^ 
n Hs DIR. TEES { (n—1—20 Y n—1—9/2--9)-- [n—1—26 Y 1+0]} 


2n+3+(—1) 
2. b, u; E. Pee qun Ute os y n—o!1+0) + [n—2o Y 1401}: 


2n + 1—(—1)” 
4 


Der Zähler a, besteht nemlich aus Gliedern und der 


Nenner b, aus u. Um den Zähler zu erhalten, bildet man aus 


den Elementen 2, 3, 4, .... n—o die Combinationen ohne Wiederholungen 
zu je »—1—20, und aus den Elementen 0, 1, 2, .... c die Combinationen 
mit Wiederholungen ebenfalls zu n—1-—2o, addirt dann die Zahlen der ein- 
ander entsprechenden Combinationsstellen, und erhält so die Zeiger, welche 
dem k angehängt werden müssen. Ähnlich ist die Bildung des Nenners. 


Um z. B. a, zu bilden, hat man aus (1.) 
a = 3 [Uso | 5—0!2+0)+[5—20 Y 1401} 


— ko Y 5/2+0)-+[5 Y 1] + ka Y 4/2 48) +13 Y apt ka Y 3/2--0)4-[1 y 3] 


235--COL 341 236 4 
245-4011 44-2 256 6 
345--111 256 


oder 
do = ey hey hig Es hg ++ fe, es fey + es fes hg + es s eg + Re, Es es + Es + hy + ko. 


Für den Nenner ergiebt sich aus (2.) 
by = Al(Eg. ss Y 6—0!140)-+(6—20 Y 11] 
= ke À 6114-8) +16 i gt Kay 5/1--8)--[4 Y 2] Am ke Y 414+8)+[2 y 3] 
+ ko Y 3/1+8)+[0 Y à] = Änrascomoon + Ai2344.000 + 412400 + Ku 


12350001 134-01 
1245-0011 14-402 
1345-0111 23411 
2345--1111 24-12 


31422 

= kio3as6 + Bios + ho + 1 = Fe, Fs hy e hs hs + hy hy es Ka t+ T Es E +1 
OM 
145 34 
3456 36 


56 
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denn Ak, ist gleich 1 wie man aus den früheren Bestimmungen deutlich er- 
sieht. Fafst man nun das ganze Verfahren zusammen, um die Zeiger des k 
für a, zu bilden, so braucht man nur die Combinationen ohne 
Wiederholungen aus den Elementen 2, 3, 4,,...n zu je »—1, 
n—3, n—5, .... darzustellen, mit dem einzigen Unterschiede, 
dafs man jedes neu hinzuzufügende Element nicht um eine Ein- 
heit sondern um zwei Einheiten wachsen lasft. Für b, entwickelt 
man ganz ähnlich nur die Combinationen ohne Wiederholungen aus den 
Elementen 1, 2, 3, ....n zu je », »—2, n—4, und läfst jedes neue Element 
ebenfalls um zwei Einheiten wachsen. : 
Die Zeiger von # für a, und 5, sind hiernach 


234561 1234567 
2945 12345 
2341 12347 
2367 12367 
2567 12567 
4567 14567 
23 34567 
25 123 
27 125 
45 127 
47 145 
67 147 
0 167 
345 
347 
367 
967 
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12. 


De compositione numerorum e quatuor quadratis. 
(Auct. Dr. C. G. J. Jacobi, prof. ord. math. Regiom.) 


In diario hoc Vol. III. pag. 191. sine demonstratione proposui olim theorema 
sequens: 

„Sit n datus mumerus quilibet impar positivus, sint porro w, x, y, 5 

„numeri impares positivi, numerus solutionum aequationis 

An = ww-- cc gyy--55, 

„aequatur summae factorum. ipsius n." 
Hoc theorema vel ipso intuitu liquet, comparando inter se formulas, quas in 
Fund. Novis Theor. F. E. demonstravi, pag. 106. (35.) et pag. 184. (7.). 
In gratiam autem virorum arithmeticorum, non advocatis evolutionibus ana- 
lyticis, loco citato propositis, rem hic demonstrabo, unice profectus e theo- 
remalis, quae de compositione numerorum in duo quadrata circumferuntur. 
Quam demonstrationem. sine magno negotio elicis ex analysi, qua usi sumus 
l. c. pag. 109. Quod eo minus celo, quod aliis fortasse ansam praebere 
possit, methodum, qua in sequentibus utor, ulterius excolendi. 

Utor in sequentibus theoremate auxiliari noto, seu quod e nolis facile 

deducitur, sequente: | 

„Si numeri primi omnes, qui datum numerum imparem n metiuntur, forma 

»4m+1 gaudent, numerus solutionum aequationis 


2n = yy +23, 
,;Qequatur numero factorum ipsius n." 
Idem erit numerus solutionum aequationis 


2nQQ = yy ss, 

si numeri primi, qui numerum imparem Q metiuntur, omnes forma 4m-+3 
gaudent. Neque enim huius aequationis aliae dantur solutiones, nisi quae e 
solutionibus aequationis praecedentis proveniunt, utroque numero y, z per Q 
multiplicato. 

Dato numero impari quolibet p, quaeramus. numerum factorum 
eius, qui formam Am + 1 habent, et numerum factorum eius, qui formam 
Am + 3 habent. Quem in finem, sicuti etiam in sequentibus, elementis 


E v r L + TT a oe CN. m E" d 
/ 3 CLA OW a PT MNA RC ee, PO Je ba. cee GE, 
1" : ir ng cup Aia no en, | Baa MP ES N e e ^ud 
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graecis sine plagula adiecta denotabimus numeros formae 4m--1; plagula 
adiecta, numeros formae 4m-+3.  Elementis latinis minusculis denotabimus 
perinde utriusque formae numeros impares; maiusculus numeros quoslibet 
impares aut pares. Omnes porro numeros accipimus posilivos. Quae in se- 
quentibus bene teneas. 
Sit numerus p in factores inter se primos resolutus 
pot Bey a Ke 
nolum est, oblineri factores omnes ipsius p per evolutionem producti 
Woo os 
1+ß+P ....-- BP 
1+y-+Y ....+7° 


rA! B! QC i 
hm AREAS 


lo io ARE 
1 BB 
1+y'+Y” ...- A 
Statuamus in hoc producto 
(ie MEDI ETE 
VI IIT uU c 
in evolutione producti singuli termini seu fiunt +1, si formam Am+1 habent, 
fiunt —1, si formam 4m4-3. Unde evadit valor producli idem atque excessus 
numeri factorum ipsius p formae Am+1 supra numerum faclorum ipsius p 
formae 4m+3. Invenitur autem valor producti. 


4-4 4--B) ro... (HE (ELEC D (Ee s 


qui est evanescens omnibus casibus, quibus non simul sunt omnes numeri 
A', B', C' .... pares; hoc autem casu fit ille 
GA SEE CERDOS 

sive idem atque numerus factorum ipsius 

quy c 
Hinc excessus assignatus est 0, nisi p formam habet 

p = nQQ 
ubi » est numerus impar, qui per alios numeros non dividitur, nisi qui 
formam 4m--1 habent, Q numerus impar, qui per alios numeros primos 
non dividitur, nisi qui formam Am-+3 habent; hoc autem casu excessus 
ille aequabit numerum factorum ipsius ». Hine cum etiam discerptionem 
numeri 2p in duo quadrata imparia nullam dari constet, nisi p formam 


2 
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assignatam habet, pro forma autem illa e theoremate auxiliari numerus so- 
lutionum aequationis 
ep = yy+ss 
idem sit atque numerus factorum ipsius z, theorema illud hoc modo enun- 
ciare licet : 
,.Dato quolibet numero p impari, numerus solutionum aequationis 
2p = yy ss 
„idem est atque excessus numeri factorum ipsius p formae 4m+1 supra 
„numerum factorum ipsius p formae 4m+3.” 
Hoc theorema sponte patet, si Fundamentorum formulas pag. 103. 
(5.) et 184. (7.) inter se comparas. Ratiocinia antecedentia |. c. pag. 107. 
breviter indicavimus. | 
In sequentibus, ut numerum solutionum aequationis propositae de- 
notemus, ipsam aequalionem uncis includemus, iisque praefigemus characterem 
N. Ita significabimus ex. gr. numerum solutionum aequationis 
2p = yy +33 | 
per signum 
N[2p = yy+ 22]. 
Hinc numerus factorum ipsius p, qui formam 4m-4-1 habent, e significandi 
ratione supra a nobis proposita erit 


N[p = ae]; 
numerus factorum ipsius p, qui formam 4m--3 habent, erit 
Nig ao): 


Unde theorema propositum exhibere licet per formulam sequentem, 
1. N[2p — 22+ yy] = N[p = ac] —N[p — ax]. 
Iam ad discerptionem numeri 4p in quatuor quadrata imparia transeamus. 
2. 
Discerpamus datum numerum 2p omnibus modis, quibus fieri potest, 
in duos numeros impares p' et p", ita ut sit 
2. 2p=p'+p". 
Deinde singulos 2p' et 2p" omnibus modis, quibus fieri potest, resolvamus, 
in duo quadrata, quae erunt imparia, ita ut sit 
3. 2p =ww+az, 2p" = yy+ss, 
ideoque 
4. Ap=ww-+txxc-+yy-+ 22. 
Pro iisdem numeris p' et p", in quos 2p discerpitur, est numerus solutionum 
aequationis huius (4.) aequalis produclo e numero solutionum utriusque aequa- 
Crelle's Journal d. M. Bd. XII. Hft. 2. 22 
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tionis (3.); ideoque totus numerus solutionum aequationis (4.) aequivalet 
summae 
=(N[2p' = ww + xx] N[2p" = yy 4-23], : 
extensae ad valores numerorum p', p" impares omnes, qui aequationi (2.) 
salisfaciunt. Jam e (1.) habetur: 
N[2p' —ww--zz] = N[p' = ac] — N[p' = ac'] 
N[2p" = yy + zz] = N[p" = b] — N[p" = bf]. 
Quibus in se ductis, nanciscimur productum, e quatuor terminis constans, 
N[p' = ac]. N(p" = 68 ]-- N[p' aa]. N[p" = bf] 
— N[p' = aa]. N[p" = b] — Np" — 8]. N(p' = a«'). 
Habemus autem, si summam extendimus ad valores ipsorum p', p" omnes, 
qui aequationi (9.) satisfaciunt: 
X(N[p =aa]N[p"=bß)) = N(2p — aab] 
Z(N[p —a«]N[p'— b9]) = Nip —ac-- bf] 
X(N[p —ae]N[p' — 08) = N(2p = ac +66" 
X(N[p" = b8]N[p = ac) = Ni2p=bP+ au] 
Hine prodit 


| 


5. N[4p=wo+aer+yy+ 23] = 
N[2p = ac+b3]+N[2p = ac'+b3']—N [2p = ac +bP']— N [2p = bf + ax]. 
In sequentibus brevitatis causa loco 

N[2p = u] 
simpliciter scribemus 
N(u] = N[2p = u). 

Porro ponemus numerum quaesitum solutionum aequationis propositae (4.), 

N[4p = ww+ ax yy 4-33] = N. 
Quibus statutis, aequatio (5.) ita exhiberi potest: 

6. N = Nl[aa-+5ß]-+ N [ae'+bP']— N [ae + bf] — N [b + aa]. 
Observo, in hac expressione terminos duos negativos inter se aequales esse, 
cum alter ex altero prodeat, elementis a, b nec non «, 9 commutatis. Unde 
simplicius habes: 

7. N = N[aa-- bB]-- N [ae 4- b9'T— 2N [ac + b]. 
Consideremus seorsim casus, quibus 
o=ß; «=ß; 
pro reliquis statuere licet. /) — «, P'>e/, si numerus eorum duplicatur. 
Hinc, si ponimus 
f — «--A4A, f=a'+44, 
aequationem (7.) ita repraesentare possumus: 


T 


peer 
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8. N= N[e(a--5)] J- N[«' (a+ 5)] — 2N[a« + 63] 
-F2N [(a4- b) «-- 4b A] 4- 2N((a4- b) e'-- Ab AJ. 
Iam cum casus, quibus numerus formae 4m+1 et quibus Am+3 est, omnes 
casus amplectuntur, quibus numerus est impar, in expressione anlecedente 
binos terminos in unum contrahere licet, ita ut habeatur: 
8. N = Nf(a+b)c]+2N{[(a+b)e+4b A] —2N [ae -- bf’). 
Ponamus in termino secundo 
c = d+4AB, 
ubi d — 4A, atque B aut O aut numerus quilibet positivus; erit 
9. N-—N[(a4-b)c]--2N [(a-- b) d-- AA(b 4- B (a -- b))] — 2N [a« -- bf"). 


Numeri autem 
a+b, b+B(a+b) 


simul designare possunt, alter numerum quemlibet parem, alter numerum quem- 
libet imparem, idque unico tantum modo, sive datis illis, etiam a, b, B deter- 
minati erunt; unde statuere licet 
&4-b — 2C, 6+B(a+b)=e. 
Quibus in secundo termino substitutis, habemus 
10. N = N{(a+b)c]+2N[2Cd+ 44e] — 2N [a« +b], 
ubi d — 44A. 
Quod attinet tertium terminum, habemus 
2N[ae--bf] = N[ae-r bP']+ N [ap"4- be]. 
In expressione ad dextram rursus statuere licet b >a, siquidem simul valor 
duplicantur; casus «a — b locum habere non potest, cum expressiones uncis 
inclusae eo casu fierent per 4 divisibiles, numerus autem 2p, cui aequantur, 
sit impariter par. Hine si statuimus in expressione ad dextram: 
b=a-+ 2C, 
aequationem antecedentem hoc modo exhibere possumus, 
11. N[au+bf"] = N(a(e«4-p")--26' C]-- N [a(« 4- 9") 3-2«C] 

sive posilo 

12. a+ = 4A, 
sequente modo: 

13. Niac+63'] = N[20C+4Aa]+ N[2P'C+4 Aa], 
ubi e (12.) fieri debent « et /' uterque — 4A. Terminos duos ad dextram 
eadem ratione, alque supra, in unum contrahere possumus 
14.  N[af4-bf'] = N[2Cd 4-AAa], 

ubi d — 4A. Qua aequatione substituta in (10.), termini secundus et tertius 
se invitem destruunt; unde simpliciter obtinetur: 


D» d 
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15. N=N[(a+b)c] = N[2p = (a4-b)c]. 

In hac formula fieri potest c factor quilibet ipsius p, neque alios valores 

induere potest; unde posito p = cf, aequationis 
16. 2p = (a+b)c 
solutiones omnes obtinentur, si pro quolibet ipsius p factore c omnibus modis, 
quibus fieri potest, resolvitur aequatio 
2f = a+b. 

Cuius dantur solutiones numero f. Unde pro quolibet valore ipsius c dan- 


tur aequationis (16.) solutiones numero f, unde numerus totus solutionum 


aequationis (16.) aequivalet summae factorum ipsius p. Hinc etiam e (15.) 
fit numerus quaesitus 

N= N[Ap = ww+ xx + yy +23] 
aequalis summae factorum ipsius p. Quod erat demonstrandum. 

Specimen tantum novae ac planae singularis methodi editurus, non 
agam hic de larga copia theoremalum similium propositi, quae ex evolu- 
tionibus in Fundamentis traditis profluunt. 

Ser. 14. Febr. 1834. 
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13. 


Aequatio modularis pro transformatione functionum 
ellipticarum septimi ordinis. 
(Auctore Dr. C. Guetslaff, Prof. sup. in Gymnasio Mariaeinsulano.) 


Satis notum est integrale huius formae 


Pie as A*y*) 


jn aliud similis formae 


Ji iyd — 2). aa Eh 
transformari posse ope substitutionis huiusmodi, 
U  zc(a--a'.c*-|- al. at eee a), IE FC) 


Vy Treo te LOO a ~~ “g(a? 
quae transformatio (2m-+1)" ordinis dicitur. In ,,Fundamentis novis theoriae 
functionum ellipticarum” Cl. Jacobi transformationem et tertii et quinti ordinis 
proposuit; hic transformationem septimi ordinis offerimus. 
In libro laudato evictum est, aequationes: 
V+ U = (1+ x)A.4 
V+AU = (1+zx)C.C, 
ubi A= 1+e.74+f.a°+---+0.0" et C— dro. m.m +y'a...+otx", 
alteram ex altera sponte sequi, siquidem U et V ita determinentur, ut loco x 


| ; Ke \ 
posito = abeat y = E in ir km unde deducitur: 


1. &.F(«) = YT». sno 


com. Fr) za hair 252 4-a".z^). 
uir Gas EIEN cp UE 


erit per aequationem (A.): 


c .(a--a.a^ 4-a .a* a.a) = VC). que cen PUE 


x .& x .& 








Ponamus: 


4 4 
unde nanciscimur, posito yx=u, yA=v et aequiparatis coéfficientibus ae- 
qualium potestatum ipsius c: 


+ 
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a = Ve) 


u 


GE VC)?" i3 ud 
"yn mU 
y er 


Ut vero Du quadratum complectum reddatur, sive ut aequatio: 
1+a.c+b. a? 4- a! a? 4- b". a -- a" a5 +b" a +a". a’ 
= (1+42)(14+0.2+P.x°+y.x°) 
locum habere possit, habemus aequationes conditionales has: 








S 
| 
B E ud 


^ 





a = 1-r23« 

a = o +R2a.B+2P+2y b = c--2e--20 

a" = P+2a.y+2ß.y b" = [P--2a.B--2a.y--2y 
a"! Rn y. p" = 2B.y+Y'; 


qui valores in aequationibus (B.) positi, praebent: 
1 2 2 
9: 1+2o = a GP. yy) 
1 





4.  «-r2e.(--20--2y = "UP (P+ 2a. 4-2a.y 4-27), 
9. P-+2a.y+2P.y = "(a +204+ 2), 
' u'* 
6. y. = pts 


Ex aequatione quarta et prima deducuntur: 


u’ 


(5x2 , 


3 
pu e.a ET ea); 


e © 


quibus valoribus pro y et  substitutis, secunda et tertia aequatio (4. et 3.) 
ita transformantur: 

2 FO. 

re v5. (4 4- uv) (4 — uv?) 

a. (Bu? o (4 —u?.0?) — Av*(o*— u*) +u.(w!— w^] 

S A + uv) (4 — uv?) 
2  9S.|e*(v*--u*) —2.(1—w.e--u*.o*)] — v.(v*—u9' —Aw.(0 —u.v).(v^ — u), 

Le dmm X cns 4v. (1 — v) ? 


unde subtracta altera aequatione ab allera, nanciscimur: 








a 





PRÉC mE » Lege i ae ee \g 


13. C. Guetslaff, aequatio modul. pro transform. funct. ellipt. sept. ord. 175 


(vo*— u*)*§— 2u.v’(1 + u*. 07) . (o! — ut) — 4u*. v*. (4 + w^. 0’). (o*— u*) 
—8u*.e.(1—u. e^). (1 + u*.0*) + 16u*. e*. (0*— u*) 

Jp (20 ture?) TER pat 01) —bu.o*. (1 J-u?.0*)* xu . (1 -u?.0?).(u*--3u*.9*-E- o | 
(M — t? (u?4- v?) | 
Si vero in iisdem aequationibus (4. et 5.) valorem ipsius « ponimus, qui ex 

aequatione (3) trahitur, simili calculo eruimus: 

uf” .(u*— 0) —2u. 5 d w^. 0). (u* — 0** — 40°. (4 + u?.0?)*. (ut — e 
—8u.v*. (1 — vw". v^). (+ u*. 0) + 160°. 0’ (ut — 0°) : 
dc jd .A-+u%.0°) + Au? (A 4-u*.0*)—5u.o*. (4 4-u*05)* -- wu. (4 Lao). (u* PEDEM 
— 0°, (u*-]- 0°) 

Per i valores pro « et /? aequatio (5.) transit in sequentem: 

(1-05). [0*—8u7.0** 2045.0" -8(1—8u^).u*.0* 4 2(41—104u).u*.0** -8(0—44u9443 649), u?. o? 
4-4(5-68u54112u!*).u7.0 ?-8(12-20u7-642'9).u.0 (463-2242) u*.0'5-16(10-71u5).u". c5 
—8(844121u*).u*.0'*-16(22 —6147--4u'*).4?.p —4(52—5596?--522*).u*.0'* 
416(4—61u*5422u'*).4?.0 '- 8 (121--34u^).u *.0 "4H 6(71—10u7).u*.0*-(224—4630*).u5.v* 
-8(644+20u°+u'°).u".0’+4(112-68u°+10u'°).u°.0°-8(16-44u*’+7u').u?.v? 
—2(104—41u5).u*.o*-8(8-1u^).u!' .o*4-20u 5.0-8u "ocu? *] = 0. 


OT 


p= 


Hanc aequationem post varia tentamina conligit in factores resolvere sequentes: 
(1— 05) (v*— 4u*. c*-- 6u*. o*— 4u*. v^ u^)". (07—8u'. 07+ 28u9. v*— 56u5. v* 
+70u*. 0-566. 0*4. 28u7. v?—8u.0+u°) = 0, 

quod productum aequationem modularem septimi ordinis contineat necesse est. 

Verum. primus factor, relationis causa, quae inter quantitates w et o 
poscitur, aequatio modularis esse nequit, in factore secundo inest aequatio 
modularis pro transformatione tertii ordinis, quod ex forma elucet, quam 
Cl. Jacobi in Fund. nov. §. 30. pag. 68. huic aequationi dedit. Ergo tertium 
factorem: 

4. v°—8u’. 07+ 2845. 0*— 56u?. v? - 70u°. c* — 56u°. o? -- 284. v? —8u.vo -u? = 0 
esse aequationem modularem pro transformotione septimi ordinis concludere 
possumus, quae est gradus octavi, siculi e theoria generali aequationum mo- 
dularium fieri debet, nec non immutata manet, tum, ubi e loco uw, loco o autem 
u ponitur tum ubi = et = pro « et e scribimus. 


Aequationem propositam elegantiorem formam induere posse neminem 
fugit. Licet enim sequenti modo eam scribere: 
8.  (1—4).(1—e) = (1-uw.0)° 
sive, posito: 
Au" = zx 


8 E 
1—e6$—eo — 3.1 
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sive: | f f 

u.o+u'.o = YA) +y(x.2) =1, 

qua ex forma correlatio elucet, quae inter modulos et complementa intercedit. 
Faciliori negotio eadem aequatio per formulas analyticas probatur. In 

formulis enim (6.) et (8.) $i 23. Fund. nov. posito » — 7 oblinemus: 


Augus 20 . 4w . 6w |* 
À = x'.isincoam —- -sin coam —-sin coam — 


T 1 1 
ro stie Ehe DRS FE RE 
é {A am 2.4 am S.A am 20d 
eum vero sit: 
, ||  eosamqu 
sin coama = ph 
eruitur : 
24p 4w Ga 
" e x.%. cos Am ----cos am ,--cosam —— + x/.x! 
y(x.2)4- y(x.4) = Fe A del he MIR 
am 7 Sam Aam = 


Iam, posito: 

am(a)=o, am(b)=/, am(a+b) =y, 
habetur formula nota: 

cosa.cos/?—sina.sin/?. Ay = cosy. 
Unde, posito K—a, K—b loco a, b, deducitur sequens: 
cosa.cos.Ay—z'.z'.sina.sin? = Aa.Aß.cosy. 

Hanc aequationem ducamus in Ay, antecedentem in z'.z'; subtractione facta, 
cum sit iy AN AN abe COS py 
nanciscimur formulam memorabilem: 

#*.cosa.cosf.cosy = Aa. Af. Ay—z'.z'.~ 
Quam dedit Cl. Legendre (Funct. Ell. Tom. III. pag. 196.), de formulis 
generalioribus deductam. Hinc si ponimus: 


2 4 
c — am(a) = am( 7), Bam (by == am( 7), y — am(a+b) = am Car 
prodit: 
xxcoso cos cosy xx! __ 


Vx. 2) + y (3) = Aud FA; il 





VAE ED; 

Restat nunc, ut, ope aequationis modularis coefficientes «, {5 in formam 
concinniorem redigamus, et multiplicatorem M determinemus. Est vero (Fund. 
nov. $.32.), pro casu » — 7: 

A.(1 —4.4).0x v.(i—v*).du 


LAE SS x.(1—x.x).0À — TEEN 
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Valorem coefficientis differentialis 5, invenimus ex aequatione (8.): 


VON QUOI w0—0*0l-—u) 
oo —— w.(1—v*)—»ov.(1—u.v)* ? 
quae fractio, multiplicatis et numeratore et denominatore per (1—w.v), deinde 


posito valore ipsius (1—w.v)* ex aequatione (8.), transit in: 


CUIUS LRL Uia 
Op To ae he 
unde deducitur: 
Rens ? (u — v*) : 
0 MAT — aa OURS 


Ponas in hac expressione pro numero 7, quod licet *), 
2i 1— u!.c'— (1—u.v)' 
(— w.v.(1—u.v).(1— u.o--u?!.o?)? ? 
aut multiplicato et numeratore et denominatore per (1—w.0), 
is (u — v*).(u'— v) 
—— 4.9. (1 — uv). (1— u.o 4-u3.o?)? ? 





accipis: MM v*. (1 — u.v)*.(1— u.vo -- u*. Er 
(— u)" ; 
ergo: 10. M LS s Au. v) HE ou Zi Oe 
Quod ad y, jam ex aequatione (6.) notum est: 
u’ 
Ut « determinemus, esse scimus (Fund. nov. S. 14.) 
1 
M — ra 
sive, cum sit a=1+ 2a: 
1 
1-+2u ? 
ergo: [34 _ u Ww (v'—uw)-4-2u.v.(1—u. v). 
ET re wor (1— u.v)(1— u.v 4- u*. v?) 


Cujus valoris ope ex aequatione (3.) deducitur 
mute = a eu oC sie). 
ne 2v (1—u.v)(1 —u.o--w.v?) 
Aequationibus (9.), (10.), (11.), (12.), (13.) omnia sunt data, quae in trans- 
formatione septimi ordinis desiderari possint. 





*) Est enim identice: (1—w.v)' = 1—w'.v'— Tu.v(1—u.v) (1 —u. o-+u’.v’)?, 
quam aequationem nuper Cl. Lejeune Dirichlet in theoremate Fermatiano trác- 
tando prospere adhibuit. SOR hoc Diar. Tom. IX. pag. 2 
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14. 

Aequationes modulares pro transformatione funetionum 
ellipticarum et undecimi et decimi tertii. et decimi 
septimi ordinis. 

(Auctore Dr. L. A. Sohucke Regiom.) 


Commentatione commotus antecedente, quam Dr. Guetzlaff, quo amico 
intimo utor, mecum communicabat, in aequationum modularium naturam ac- 
curatius inquisivi; quo factum est, ut aequationes modulares pro transformatio- 
nibus ordinum 11, 13, 17 invenirem, quas hic addere juvat. Deducendi vero 
ratio, a praecedente omnino aliena, analystis mox offeram. 


Hae aequationes sunt: 
pro transformatione undecimi ordinis: - 


(o—w)'. (o + u) —22u.v(1-4-w).(1— 0°). {Co + w^) + 4u*. v". (1—w". 0.4 —w). (043-9) 
— 32u.v(1-4- u'?*) (1— 2*5 4- 44’. ve^ (cfi —u*) A— 45) (d8— 0) = 0 


pro decimo tertio ordine: 


(o — u)!* (o 4- wu) — Auc (4 4+ u*) (A— 06*). (3 (o) - uw? )* + 40v. v^ (o^ - u*)* 4- A8u* v* 
4-16(1— ut. vH) —u*)(1—0*)) = 0 


pro decimo septimo ordine: 
(v — u)" 16uv (4 — 45) (A— 0°). {17uv (o — u)* — (o'— ut) + 16 (12-u*.6*)*] = 0. 


Scr. mens. Jan. 1834. ad Univ. Regimontianam. 
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15. 
Beantwortung der im 11ten Bande dieses Journals 
S. 200. vorgelegten Frage. No.4. 


(Von Herrn Dr. F. Minding zu Berlin.) 


„NV elche Form erhält ein vollkommen biegsamer und gleichmäfsig schwerer 
„Faden, welchen die Oberfläche einer absolut glatten Kugel trägt, durch 
„die Schwere, wenn die beiden Endpuncte des Fadens auf der Kugel be- 
„festigt sind?” 





Nach bekannten Grundsätzen der analytischen Mechanik erhält man 
zur Bestimmung der Lage eines biegsamen Fadens, auf einer gegebenen 
Fläche, deren Differentialgleichung in rechtwinkligen Coordinaten durch 

udc+vdy+wds = 0 
vorgestellt wird, die drei Gleichungen 


alt” )+quds +Xds = 0, 


dne I )+gods + Yds 


0, 


| 


d(t 5) + qu ds Z dsp- 0. 


wenn X, Y, Z die Kráfte bedeuten, welche auf einen Punct des Fadens 
wirken, und /, q zwei unbestimmte Coefficienten sind, von denen der erste 
die Spannung des Fadens, der zweite den Druck, den die Fláche erleidet, 
anzeigt. 

In dem vorgelegten Falle ist die Gleichung der Fläche 

ety +s’ = 1, 
und, wenn x und y horizontal, 3 vertical genommen werden, 
X=0, Y=0, Z=g. 

Man erhält daher 


dx d dz : 
d(t=)+-qads = 0 a(t 20) qy ds = 0. d(t=)+qsdst+-gds=0. 
Multiplicirt man diese Gleichungen respective mit = = = und 


addirt sie, so kommt, weil ds’ = dx’+ dy^4-dz^ ist, 
dí--gds =O oder ¢+ gs = const. 
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Eliminirt man q aus den beiden ersten Gleichungen, so erhält man 


dx dy 
yd(t—) = ad(t7), 

oder, wenn man £— —g(h-4-z) setzt, 

d 

yd (hos 577) = zd (ha. 27). 

Dieselbe Gleichung kann man auch erhalten, wenn man die Curve sucht, 
welche, auf einer Kugel befindlich, bei gegebener Lánge den am tiefsten 
liegenden Schwerpunct hat, für welche daher das Integral /(h+z)ds (worinnen 
h eine Constante ist), in der ganzen Ausdehnung der Curve genommen, ein 
Maximum wird. Man erhält, wenn man æ und y als abhängig von 3 be- 
trachtet, durch Variation dieser Functionen die Gleichung: 


dx dy 
Ar a E d (Ic Te) dy = 0. 
Schafft man aus dieser, vermittelst der Gleichung 


zda+ydy = 
die Variationen hinweg, so folgt: 


dx 
yd(h+s 5) = ad (h+s DS 
wie vorhin. 


Die weitere Entwickelung ergiebl: 
Iya(E le (hs) SERA de — 0, 
woraus als ersies Integral 
(y dx —azdy)(h4-3)-- kds = 0 
hervorgeht, wenn A die Constante bezeichnet. 
Zur weiteren Integration setze man æ -—rcosq, y —rsing; alsdann 
wird ydx--xdy — —r'dq; mithin geht die vorliegende Gleichung über in: 


(h+z)r’dp = kds. 
Ferner ist 





daher 
(h-Fasyr'dq? == lk? in 


rir (h+s)—h} dg’ = 





vas 
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folglich 

k dz 
als Differentialgleichung der Curve eines auf einer Kugel ruhenden, gleich- 
mäfsig schweren, biegsamen Fadens. 


dp = 
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16. 
De integralibus Abelianis primi ordinis commentatio 
prima. 
(Auct. F. Richelot, prof. math. Regiom.) 


Introductio. 


OESTE Eulerus comparationem quantitatum transcendentium contentarum 
in forma: 
EUR NU ROS RR 
V(A-F-2Bs-- Cs’ + 2Dz°+ Ds") 
per eandem ipsius methodum peculiarem, qua ad comparationem huiusmodi 
iranscendentium : 





Pos 


Y(A 4-2Bs4- 03”) 
usus est, invesligatam in sexto sectionis secundae institutionum calculi inte- 
gralis capile exposuit. Dum vero baec integralia ad funcliones circulares ac 
logarithmos reducuntur, aeque ac per illorum comparationem algebraicam 
illustris functionum ellipticarum theoriae theorema fundamentale exhibitum est, 
immortalis auctor, illas ipsius methodos ad alias transcendentes functiones, 
quae ab integralibus magis complexis dependeant, extendi non posse, pro- 
nunliat. Ipse enim in problematis octagesimi scholion dicit: 
Formulae integrales magis complicatae, ubi post signum radicale al- 
liores polestates ipsius 3 occurrunt, vel ipsum signum radicale altiorem 
ignatatem involvit, hoc modo non videntur inter se comparari posse." 
Idem in problematis octagesimi secundi schol. IL. dicit: 
ueque haec methodus ad alias formas magis complexas extendi posse 
videtur ;" 
et paulo postea: 
Facile autem patet, huiusmodi formam 
We ee Rea 
VAE 2Bs 4- Cr + 2Ds?-- Es + 2F4 + Go) 
„hac methodo tractari certe non posse; si enim coéfficientes ila essent 
comparati, ut radicis extractio succederet, talis formula: 
Crelle’s Journal d, M. Bd. XII. Hft. 3. 24 
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je ARE PR MM 
a+bs+c2°+ 02° 


„„prodiret, cuius integratio, cum tam logarithmos quam arcus circulares 
„involvat, fieri omnino nequit, ut plures huiusmodi fuuctiones algebraice 
Inter se comparentur." 

Etiam Cl. Lagrange, quomodo theorema Eulerianum amplificaret, 
diu frustra tentavisse fertur. Per theorema igitur illustrissimum Abelianum 
primo summi Euleri investigationes de comparatione algebraica integralium, 
per aliam novam singularemque methodum sagacissimeque extensas esse in— 
telligimus. Quod theorema vastum, integralia omnium functionum, inter quas 
et variabilem aequatio algebraica datur, amplectens, ad veram omnium in- 
tegralium naturam invesligandam prima fundamenta iecisse videtur. Ibi etiam, 
ut casus specialis, et theorema fundamentale functionum ellipticarum, et eius 
amplificationes, quas praeclari viri quaesiverunt, continentur. Casum specialem 
illum ad integralia formae: 
| ee 

y(A+2Bz+03’+Dz° etc. +Mz?) 
spectantem in trigesima voluminis tertii commentatione proposuit, generale 
theorema in decima quarta voluminis quarti commentatione demonstravit autor 
celeberrimus. 

Cl. Legendre defunctus, in terlii tomi ipsius ,,Traité des fonctions 
elliptiques” tertio supplemento, primus disquisitiones de integralibus formae, 
luculentas in publicum edidit, atque totam hanc theoriam, ut carum a clarissimo 
Abel acceptum heredium posteris geometris gravissime commendavit. Ipse 
loco citato theorema Abelianum denuo expositum ad nonnulla integralia spe- 


Jr Ox 
Vata") 
adhibet, atque strenuissimo calculo persequitur. Nuper vero denique Cl. 


Jacobi, totam theoriam ad haec integralia spectantem maxime promovit. Ille 
enim in trigesima secunda voluminis IX. commentatione theorema Abelianum 


cialis formae, ut: 


apud integralia formae (1.) ad vulgares leges fundamentales integrationis 
aequationum differentialium accommodavit, cum aequationes differentiales in 
medio posuerit, quarum totidem integralia completa algebraica, aeque ac re- 
lationes transcendentium, per theorema ipsum exhibeantur. Tum vero in 
analogiam functionum trigonometricarum arcus et amplitudinis, functiones, 
quarum inversa integralia Abeliana sunt, in analysin introduxit. Quae functiones 
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cum plures variabiles involvant, problema, quomodo ipsae argumentorum bi- 
nominum algebraice per funcliones, quae ad singula nomina pertinent, exhibeantur, 
per theorema Abelianum solutum esse demonstravit. Inde etiam sententia 
paradoxa Cl. Euleri de integralibus: 


: O5 
J VAT 2Bs + Cs" -- 2D3 + Es* + 2Fs5 + Gs") 
supra cilata, facile expeditur. — In theoremate enim illo casu, quo functio 
sub signo radicali sextum ordinem haud superat, duabus relationibus trans- 
cendentalibus inter inlegralia ipsa, duae semper aequationes algebraicae inter 
argumenta integralium satisfaciunt. Illae inde prodeunt, quod numerator in- 
tegralis primi ordinis qualescunque assumit coéfficientes, hae tales semper 
sunt, ut duo argumentorum radices aequationis quadraticae fiant, cuius coéf- 
ficienles cetera argumenta algebraice involvant. Quoties igitur transcendentes 
illae uti apud Eulerum locum habet, simul e parte logarithmica et parte tri- 
gonomelrica conflantur, accidit, ut per duas illas aequationes algebraicas et 
pars logarithmica et pars trigonometrica in utraque aequatione transcendentali 
seorsim evanescant, ita ut una relatio inter logarithmos, altera inter arcus 
delur. E sagacissima vero observatione Euleriana ipsa haec memorabilis al- 
tiorum transcendentium praescriptarum natura divinari potuisset, cum coniectum 
esset, si qua daretur inter has comparatio, duabus, non una eam aequatione 
confici. — 
Ceteris integralibus: algebraicis magis complexae formae maximam ad 
pariem missum factis, huiusmodi integralibus: 
2, desee nn 

Y(A 4- A, z 4- A, z* J- A, z?4- A,x'+ A, w+ A, x?) 
ubi per Fa rationalis quaelibet argumenti x functio denotatur, reducendis, 
comparandis, transformandis, peculiari eorum nalurae perscrutendae, abhinc 
annis quatuor et quod excurrit, nos totos fere dicavimus. Hoc integrale 
aeque ac hoc: 

Fr ox 

Y(A 4- A,x 4- A, z^4- A, z?4- A x 4- A, z?) 
ad quod illud plerumque reducere licet, ad primum integralium Abelianorum 
ordinem pertinet, quippe quod transcendentes ad functiones ellipticas proximas 
procreat. Ipsi Cl. Abel singularem operam, altioresque dedicasse investi- 
galiones, ex ipsius epistola in vigesima octava voluminis quinti commentatione 
communicata, concludere licet. 
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Iam igitur primum nobis proposuimus haec integralia, quae hanc formam 


induunt : 
Frox 


3 Ta EGER EB, e E02) et Ge)’ 
dum argumentum z inter quoslibet limites reales continetur, ad simpliciorem 
redigere formam.  Posuimus igitur tres factores trinomios 

A+Br+Cx, A+Bæ+Cx, A+b,;x+ C;x”, 
in lineares factores reales dissolvi posse, atque per subslitulionem: 


a + bs* 

integrale (3.) in formam: 
A. Jmm v (30s 
AAA) DO ne] 

ubi w(s’) rationalem ipsius z' funclionem, alque x, 4’, w quos modulos 
vocamus, quantitates, quae — 0 et — 1 sunt, denotant, duodecim transfor- 
mationibus reduximus. Adnotare iuvat, Cl. Eulerum in octagesimi secundi 
problematis schol. 1. eandem substitutionem, ad integrale ellipticum in formam: 

cy 

V(A+By’+ Cy") 

commutandum, commendavisse. Duodecim vero transformationes ita com- 
paratas esse demonstravimus, quarum per duas integralia (3.), dum argumentum 
æ quolibet valore reali gaudeat, ad integralia (3.) reveniant, ita ut novum 
argumentum sz inter O et 1 continealur; integrale igitur (3.) inter quoslibet 
limites reales SAMU per aggregatum integralium huiusmodi: 

we’) es 

o ades 0 — 28) ur) 
ubi z unitatem haud superat, exprimitur. Quam transformationem integralis 
(3.), ad generaliora integralia Abeliana sine ulla difficultate translatam, una 
cum aliis disquisitionibus ac theoremalibus quae adiiciendi occasionem habe- 
bimus, in hac prima commentatione invenis. Sub finem, quomodo integralia 
(4), in tria genera principalia dividantur, ad quae functionibus algebraicis 
adiectis omnia cetera reveniant, exposuimus.  Theorema Abelianum adhuc 
pro his integralibus demonstravimus, ut quali nalura diversa genera discer- 
nantur, ostendatur. 
Per inventam enim aequationem quadralicam, cuius radices duae ar- 

gumenta duorum integralium, et cuius coéfficientes ut celerorum datorum 
argumentorum functiones algebraicae dantur, quippe quae aequalio duarum 





LI "e - P " 
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aequationum algebraicarum inter omnia argumenta locum tenet, omnium trium 
generum integralia in binis aequationibus comparantur; integralia primi generis 


poe shen SQQ 
va) 0 —e250 —à5( 48] 


sine ulla functione adiecta; integralia secundi generis formae: 


formae : 


JEDE ine MAU TC DAE D 
y [( —2) (1 —x%s") (1 4) (1—43)] 


functione algebraica inter argumenta data, integralia denique lerlii generis 


OZ 
a JE UIIENN 


functione logarithmica inter argumenta data adiecta. Quae distributio in ana- 
logiam trium generum integralium ellipticorum redit. 

Si eadem substitutio ad eos casus applicatur, ubi unus vel duo factores 
trinomii in lineares factores reales dissolvi nequeant, huiusmodi certe integralia 
adipisci possumus. 

| wG))9s | 
Ta DA SION + Ps] ? 
y(z3°)03 


jee 21 Pz*)(M, -- N,z?-- P, 25)] * 


quorum illud per octo transformationes reales hoc per quatuor exhibetur; 
quibus abhibitis, dum argumentum x quolibet valore reali gaudet argumentum 
s inter limites O et 1, binis pro eodem valore ipsius c, reducere licet. Si 
vero omnes tres illi factores trinomii imaginariis factoribus gaudent, trans- 
formatio ne ad formam antecedentem quidem per realem substitutionem fieri 
nequit Ad aliud igitur his casibus confugiendum erat. Transformationis 
genus, ut integralia generalia formae (3.), dum argumentum x reali quolibet 
valore gaudet, ad formam (4.) reducamus. Hoc per substitutionem irratio- 
nalem, theoremate Abeliano adiuti, absolvimus. Qua adhibita, integralia formae 
(9.) inter quoslibet limites reales sumta, qualescunque factores trinomii sunt, 
per aggregatum integralium formae (4.) quorum argumenta inter O et 1 iacent 
exprimuntur. Quam integralis divisionem primum apud integralia a Cl. 
Legendre tractata, antea allata, animadvertimus, atque perseculi sumus. 
Nuper denique inquirentibus nobis in  praescriptae transformationis 
naturam memorabilem, novae alque quas diu frustra quaesivimus obvene- 
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runt substitutiones irrationales, ab aequatione quadratica pendentes, per quas 
integralia : 


yt | CN") ds 
A2 Axe) A —42*) (0 — 5] 


ad eandem ipsorum formam: 


aft CHEN CUS EK RR ye: 
LA y Gey) Py) my") | 
reduximus, ubi novi moduli deinceps maiores aut minores, quam veteres fiunt. 
Haec transformatio rursus per divisionem integralis proposito peragitur. Inde 
sex substituliones reales secundi ordinis, quae transformationibus realibus se- 
cundi ordinis apud integralia elliptica nolissimis penitus respondent, emanant. 
Quarum qualibet repetita, modulis rapidissime ad nihilum aut ad unitatem de- 
currentibus, ad integralia nostra calculanda prima atque levissima via munita 
st, quam apud integralia definitum : 

1 (M-H-N2°) dz 

va) 2) Hs) Aa)” 
sine ulla integralis divisione persequi licet. Inde duplicationem integralis pro- 
positi pendere, iam alibi adnotatum est; quam transformationibus apte coniunclis, 
theoremate Abeliano adiutus inde derivare poteris. 

Quae omnia, priusquam amplius accuratiusque pertractata geometris 

in allera. commentatione proponamus, in hoc prooemio breviter adumbrasse 





sufficiat. 





L 


De integralium Abelianorum transformatione rationali 
in genere. 


Priusquam ad transformationem ralionalem linearem integralium : 
N Fx.ox 
v(A+A 2 +4,02” + ete. +A,2°) 
ipsam aggrediamur, quippe quae ad generaliora integralia Abeliana facillime 
extenditur, per superioris ordinis substitutiones rationales transformationem 
similem fieri non posse, demonsiremus. 
Quem ad finem consideremus integrale generale: 
Fr.oc 
Y(qgp2) ' 


ubi brevilatis causa posuimus: 








MEET RI un Le 
> "a. 
. * " 
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A, +A,v-+ ete. + 4,x° A 
B,+B,2+ etc. +B,a — T 


C, 4- C, » 4- etc. -C,a? = p,x 
atque ad quod integralia formae: dne 
| 





—.—— —, nominatore denominatoreque 
(FT 
IDE 

per y(p,æ) multiplicatis, reducuntur. 

Loco argumenti x rationali functione ipsius y substituta, transformationem 
inde prodeuntem rationalem nominemus. lam vero in iis, quae sequuntur, de 
talibus transformationibus solis sermo erit, per quas functio sub signo radicali, 
prout numerus p par vel impar fuerit, ordinem ptum vel (p+1)tum haud 
superat. lam vero hoc theorema proponimus: 

Si numerus p numerum quatuor superat, atque aut = 2h aut = 2h—1 


ponitur, nec quantitales constantes C,, C, etc. peculiaribus conditionibus sub- 
a -- by 
c-+ dy ? 


iiciantur, haec una substitutio rationalis formae: x = 





datur, per quam 





Fa 0x 
integrale: Vb in integrale formae: 


v2)’ 


Je F, y. Oy 
Y CD-- D,y 4- ete. +Du y) 
transformatur. 
Demonstratio. 
U : > : PA. : à 
Ponamus zc — -;, ubi per U, et V, functiones ipsius y integras ordinum 
vel o et x vel i AN o, ita ut ox assumalur, denotamus. Quae functione 





in integrali 5 aubstiinta, habemus: 


y; 
uk 
[4; ve A, Vio etc. 44, 0°] 7 (VOUS UY) 
LB, V’+B, VU etc. --B, U^] V[C, Vr+ C, Vr TU etc. 4- C; Ur] 

Iam vero brevitatis causa functionibus fy et w,,y introductis, ita, ut 
ponatur: 
AFFAIRE AU pue f 
B,V’+BV Ut etc. +B,U 74 





atque: 

C, V? -- C, V"! U4- etc. + C, U? = Wests 
nec non indice @.p ordinem in quem functio vy ascendat necesse est, de- 
notante, ex formula ultima potestatibus ipsius (1.) fractis omnibus in deno- 
minatorem traductis, utroque casu p — 2h et p —2h —1 segregato, hac for- 
"mulae evolvuntur: 


À 27% 
ur 
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1 Fr oz je VOU one 
Y Gg? a) YO) ^ 





p JM file UV) | 
V (qon—r2) Y(V.ven-pe9) —— 


Inde fluit, ordinem functionis irrationalis ipsius (4.) in formula (1.) 
semper 29h fore, in formula vero (2.), prout functionis V ordo vel o vel x 
fuerit, ipsam vel 2he vel (2h—1)9--7. Qui numerus, ut usque ad numerum 


= Sp Rn 
= aut —— factores functionis W,,y vel V.Wen—10Y> 
totidem ibi singulos sibimet ipsis aequales inveniant, necesse est, adeo ut aut 





$1 s T 
p cerle diminuatur, aut 





p aut p—1 factores sub signo radicali remaneant. Unde aut + aul 


Ba aequationes conditionum inter coëfficientes functionum U et V, quorum 
numerus — @+7+1 est, emergere videntur. Accedit vero, ut inde tres co- 
éfficientes indeterminati: si 9 — 7: est, duo, si 9 — z-- 1, unus, si 9 — zt-- 2 
a+ By' 
cee 
formulis (1.) et (2.) introducta, si e=n, nec numerus r, nec numerus @+7+1 
commutetur, et factores bini inter se aequales eliam inter se aequales maneant, 
sin e=n+1, vel —74-2, idem efficiatur substitutionibus: y —/2y', et y=/y’. 
Ponamus igitur primum 9 = 7. 

Functiones y2.,y et V.Wery Ye, utraque ordinis 2hg reddita, (o—1)% 
conditiones, ne ordo 2h superetur, suppeditant; unde derivatur, (e—1)h coéf- 
ficientes functionum U et V ita constitui posse, ut illis aequationibus satisfiat. — 


est, excipiantur; id quod eo clarum fit, quod substitutione y — in 


Harum coéfficientium numerus est (294-1) —3 = 29—2, quibus ad summum uti 
licet; ita ut hanc aequationem adipiscamur, ne indeterminatorum numerus datorum 
numérum superet, esto: 


(p —1)^—2 0—2, 


(o —1)( —2)—0 
adeo ut, si A —2 est, o —]1 esse nequeat. 
-Ponamus deinde 9 — rt. 
Sive ponitur: p — 25, simulque functio V alterius utrius ordinis: o vel 
nm, sive assumitur: p — 25—1 atque functio V ordinis o, semper, ut ordo r 
usque ad 2h diminualur, cum numerus coëfficientium = g+n—1 sit, hanc con- 


sive: 


ditionem habemus: i 
h{o—1) Een 1, 





E ‚ * - L 
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sive: 


(9-1) (h—-1) =a; 
unde sequitur, si h — 2 sit, o — 1 esse non posse. 
Contra si p — 25—1 atque V ordinis z assumitur, o et x utroque 
paribus vel imparibus positis, conditionum numerus, ne ordo functionis sub 


ee ee unde haec con- 


signo radicali numerum 2h superet, fit = 
ditio derivatur, esto: : 

2h —1)o0-4- n—2h — 

CIE AT 
sive: 

(25 —3) (o—1) — 141; 

ita ut pro h — 2, si o — simul pares vel impares sint, o — 1 esse non 
possit. — Altero vero casu, si p=2h—1, et V ati ordinis, sed o et x 
allerum parem alterum imparem assumamus, conditionum numerus ille: 


—1 —2 ; ER , 
— nr non integer est, hanc ob rem, hac suppositione omissa, 


quaeramus numne ordinem functionis sub signo radicali ad (2h—1)tum certe 
redigere possimus; tum hanc conditionem habemus, esto: 


ONS Me sel 1, 


sive 
(2h—3) (o—1) — 7, 
cui si h > 2 et o — 1 satisfieri nequit. 
Quibus omnibus collatis, concluditur, si p — 4, atque o — 1 ponantur 
numerum conditionum, quae, ut functio sub signo radicali haud maioris ordinis 
fiat, quam (2h—1)ti vel 2hti, stare debent, maiorem esse, quam coefficientium in 








U et V, arbitrariorum numerum, ita ut una sola substitutis rationalis x = ae 
adhiberi possit. q. e. d. 
IL 
De transformatione rationali integralium formae: 
"Fax dx At Fadx 
va)’ — Y(9,2) 
Ponamus omnes factores lineares functionis gga reales esse, ita ut sit: 
1. pa = (2 —-0,)(2 — 0) (2 — 0) (xz — e4)(z — o5) (z — 96), 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hft. 3. 29 
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ubi quantitates &,, @, c; elc. in serie decrescente stant, ita ut dilferentiae 
(,—0,, %—0,, elc. positivis gaudeant valoribus. Jam unam nostram sub- 
stitutionum, ubi conditionum numerum evanescere clarum est, introducentes, 
coefficientes arbitrarios a, b, e, f, ad formam integralis propositi: 








‘Fada 
VCP 2) 
commutandam adhibeamus. Fiat igitur substitutione x = arm introducta, 


Fx = wy; tum habemus: 
nd (be — af) .dy 








(er fy)? 

a> Les lene) a Caley 
MASE OUSIDE TS 

_ (a—ee,) + O—fa,)y 
cee ESF a 

eic. 

vu m. CIE (b fay 

T (t6 = ROT UM P fy Sad LA . 
Quibus congregratis, haec formula emergit: 


‘Fa .dx en Ce fi wy. (be— af) dy We bene 
yg, a) Y((a— ea,) + (b — fa) y). ((a — eo.) + b—fo) y) 
Quantitates vero a, b, e, f semper ila determinare licet, ut sex factorum 
linearium novorum unus constantem valorem = C,, alter formam C,y, terlius 
formam C,(1—9), ceterique tres formam C(1— £y) induant, ubi C, C, C; 
constantes fiunt, atque 7^ — 0 et — 1 redditur. lis enim sex quantilatum 
c, quae tribus prioribus conditionibus satísfaciunt, deinceps per «,, « 


denotatis, habemus: 


2. 


u^ %e 


(a—eo,)+(b—fo,)y = C, 
3. (a—ea,)+(b—fa,)y nr Cry, 
(a—ea,) +(b—fa,)y = C(1—y); 
unde sequuntur hae aequationes: 
Mur b EEUU AEN EE NER 
4 PR TA UE Or Co TT m d 
; ae pO EON C edP Cadet GP AE 
e u WR €, — Cp e # SE 
Formula igitur quaesita fit: 
5. um &, (Gy — Op) — Ay (Oy Ey" 


(a Oy) [3^ (au "DE OY 
unde deducitur haec: 
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Gy — Qo Y [TE — Cu 
GMT el eld 
Iam vero ceterarum trium quantitatum «& qualibet per « denotata, inde pro- 
deunt hae formulae: 
*. (a—ea)+(b—fa)y = C(1—cy), 
8. Bay a Me et eM, f addo. 


Oy) — a Oi —— a C 

Fingamus vero nobis quantitates o,, @,, et «; in orbem inter se sequentes, 
ita ut & et @ se excipiant, quantitate infinite magna positiva seu negativa in- 
leriacente. Inter duas igitur quaslibet ipsarum « duplum semper intervallum 
invenitur. Jam vero dico, ut conditioni c — O0 et — 1 satisfiat, quantitatem 
« in eo intervallo inter «, et «, contineatur necesse esse ubi «, non jaceat. 
Clarum enim est, formulam ipsius c' 

cu SU 

€, — (t, c 
ut functionem ipsius o traclatam, cum RC c continue crescente, ipsam 
conlinue crescere vel decrescere, quippe cuius nominator et denominator 
functiones lineares ipsius « sunt. Nonnisi pro @=«, hac formula in infinitum 
abeunte, et dum habeamus: 

en Oto ETT dee) 

deinceps 
doti E 
reddito, iure concluditur, dummodo quantitas « in eo ipsarum c, et a, inter- 
non inveniatur, cohaerentem modulum c! inter 0 


DAE LENT LIEST. 


vallo contineatur, ubi c, 
et 1 iacere, sin «,, et « in eodem intervallo contineantur, etiam cohaerentem 
modulum unitatem superare. Inde hae octo conditiones inter quantitates 
@,, Gy, €,, €, in orbem se excipientes derivantur, quibus omnes quantitates 
a, tribus «,, «,, @, exceptis, satisfacere debent, ut omnes moduli = O et 
— 1 fiant: 

a Ga ons 

4 a, >a, >a, >a \, a 20,720,700, 

€, 704,720 TCs "Auger X) xo be HA 

a, >04 > a, > a, a, > a, > a > My | 
Aut enim quantitates «, «,, «,, c, in orbem scriplae ita torquentur, ut, sin- 
gula quaeque terminum fixum + transgressa ex maxima fiat minima; aut 
quanlilales &,, &,, @,, c in orbem scriptas ita retro torquere licet, ut singula 
quaeque terminum eundem + transgressa, ex minima fiat maxima. 


25 * 
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o» C4, €, ia eligantur necesse est inter sex 


quantitates «, ut quaeque ceterarum cuiquam conditionum praescriptarum salis- 


faciat. Id quod, nonnisi aut @,, @,, c, aut a@,, &,, c, sine intervallo per 


quantitates, Gi, O25 €5, C4, Os, Cg in orbem scriptas producentes, adipisci 


Iam igitur quantitates « 


possumus. Tum enim nonnisi tres quantitates « ceteras, inter c, et c, non 
una cum c, inveniri in priori ordine per formulas (A.), in altero per for- 
mulas (B.) intelligitur. Ut de magnitudine modulorum cuiusque substitutionis 
certiores fiamus, formulae: 
2 _ (mee) (e. 0) 
-(@, — 0) (au — a) 
ut functionis ipsius « consideratae differentiale primum sumamus, quod erit: 











neh. (Q5 HE. &,) (a, A Qo) (ft, — au) 
— da. 

(a, —a,) (au — a) 
Hoc vero differentiale pro casibus classis (A.) i. e., si «,, a,, «,, per se- 
Tiem (1, €5, O35 €,, As, €g prorsum percurrunt, dum quantitas « inter a, et 
a, continetur, semper fxito positivo valore gaudebit. Unde sequitur functionem 


dum « in ipsius intervallo, ubi «, non iacet, ab «, usque ad c, migret, 
ipsam ab 1 usque ad O continue decrescere; si enim decrescere desineret, 


2 


eliam differentiale == positivo valore gaudere desineret. Eodem modo idem 





differentiale pro casibus classis (B.), i. e. si «,, «,, a, per seriem illam 
protinus perducuntur, dum quantitas c inter a, et o, continetur, semper finito 
negativo valere gaudens, indicat, ibi functionem c^, dum « in ipsius intervallo, 
ab a, usque ad o, migret, ipsam ab 1 usque ad O decrescere. Ergo in 
utraque classi modulus eo maior est, quo propius cohaerens quantitas «, in 
intervallo suo «,— o, ad quantitatem «, accedit. 

Ex iis, quae praemissa sunt, sequitur, in classi (A.) semper licere 
ponere: a, = o, 15 «,— «,,,, modulosque tres, z^, 2, w vocatos, fore ex 


formula (8.): 


5 e ep Ou — €u44 Ie RS 42 ee Ku ) (fe), 
—17- Œu+i Au ur? Œu— 1z 0. ul Ayu — u+3 
u m Oy — Au+1 ye cout) 
ui ui Au Ay+4 i 
atque : 
X AL EOS 


in classi vero (B.) pori posse: «,— &,,,, €, €,,,, €,— «,, modulosque 
tales esse: 





lo cat dt ae Peas Pitt VE an dent Var de VERS TUE OT ES OS oSv 
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« TIU &u+2 Au—1 a Uae Q u-E27— Oa 
10. x = (eut at ER ud u uu DEC uc u Yee ut u ae SL 


Q 4-2 Au QC 4--1— Œu— 1 QC 44-2 — Au G u-4-1— € u— 2 
uw ( IS à RE Loan tente Œu—3 
Q 44-2 — Eu Q 4--1— Q€4—3* 
alque: DA dp d es AU 
dummodo loco ipsius «;,; semper «,, atque loco « ,, semper c, ; ponatur. 
Jam vero nos ad argumenta æ et y convertamus. Habuimus ex for- 


mulis (5.) et (6.) 
g- (Se), ame (ne) (ee), 


LÀ . . . 1 . . . 
unde videmus functionem y eandem esse argumenti x, quam - ipsius ec, ita 


1 : : : 
ut z cum «@ commutato, habeamus y — —- Hine sequitur, pro classi (A.), 
cum sit: 
je uae cep. L— Oy IV dat = (2 IT Me pene 0 —5:05 jj 
Au Curt [A T — Au Au Cu a — «,— 1 
dum argumentum x hos valores BU 
Eur Œuo Œuyis C yu425 Œuyss Œuyas C uc» 
11 argumentum (1.) his valoribus gaudere: 
| I aoa cd 
zoe sg OI, x X m T 965 


alque, cum differentiale ipsius y: 
"s (e — Qui) (ou+1— Eur) Cu — 1) 
(œu — Cu) (ras 1} 
in quoque sex intervallorum ipsius c, ce, ,—0€,, Cu ur, elc., aeque ac 
ipsum y continue cum mutetur, adeoque valore negativo gaudeat, eliam argu- 





mentum y in ipsius intervallis continue crescere, dum a decrescat. 
Eodem modo pro classi (B.) habemus: 

+ (O2 — Gy) acte) ds quu NÉE 

N Canteen) Ca? € — *agy41— Op? NC — Qui 

unde sequitur, dum argumentum x hos valores obtineat: 


O42». Ont19 Rus O1, Œu-29 %u—35 Kur2 


12 argumentum y hos induere valores: 
1 1 1 
—oc, QO, 1, xi? WA? 7%, 


atque, cum ipsius g differentiale: 


in quoque sex intervallorum ipsius x aeque ac nn y continue cum x 


TE Dent a LE D PTE TEST he Are nu ” 
ag a ARS AE AE ot A Le RT MR Oe Au "Es Qr 
T ow Ai s Cdi E 4 I s GDS. ati, MC PER TN 
PREY " + qu T d v 
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muletur, adeoque positivo valore gaudeat, etiam y in ipsius intervallis re- 
spondentibus continue crescere, dum æ crescal. 
Quae cum ita sint, pro classi (A.), in formulis (4.) posito : 
e= Oy 40,4415 0, = Oy 4» Lo = Cutis 
habemus: 
19. aa, (a, 4— 0,4)» b=—0, (a, — un f= — (e, — Guy) 
14. Gr es (0,4 =O) (ay — €, 1) C, — («,— Oy 41) (Oe — Run), 
C; — (0, — Cn 41) [a co 
Eodem modo in formulis (8.) loco ipsius @: &,12, €,43» Cuyas intro- 
ductis nanciscimur et formulas (9.) et has, loco C: C,, C;, C6, posito: 
15. Oy = (e, — 9,44) (64 — 9,42); C; = (ur Sus) (Eu — Outs)» 
CELA arme O14). 
Iam vero loco ipsius y argumentum 3° introducere placet. Quo facto fit: 
16. Gr dun) euro au za (un euro Pen), 
(&,—1— &441) — (&4— 441) 5 R (au— ur) \T— Gr 
Ex formulis (13.) fit: 
17. (e+fy)(be— af) dy 
= 2 (e, — du) (Cy — ur) (ur 0,41) (oui — 0441) — (&& — Sys) )5 ds. 


Ex formulis (13.), (14.), (15.) et (9.) sequitur: 


(a— €, 4) xr (b —fa,-1) Berg (our T 0,1) (e, x 0,1)» 
(a— ec, JE (b—fa, )y = (a, Cm 0,41) (au T 0, a) By 


18 (a— ys) +(b—faur)Y = (e, — Cy 1) (Eur &,41) (1 —5), 
ae) tag = (tura Sti) (Oy — a) — 6), 


(a—ee,43) + (b — f0,43)9 = (e, 4 — &,41) (Oy — 0,43) (1—2 2), 
bon E(B fail fe lens ee ee DE 


Quibus formulis in (2.) substitutis habemus: 


Fxox 
10. STE 
2 


((au-1-&u+1)-(@u-@a41)3°) WW". 0% 
= Granlermourener anal) VIERTE) 
ubi quantitas c, quaelibet quantitatum o est, aequationibus (16.) relatio inter 
æ et z' delerminatur, aequationibus (9.) moduli #, 4, w, exprimuntur. 


> 
Limites erunt: 


————————————————ÓÓÓÓMÓÀ MÀ er mess end an — ——— HÀ 





LH 6,25. — Gy, pie muse pa, or uas pr eee 
20. dae 0 1 1 1 1 
Sb — —00, = 9 = À, DE tum = 5 — + ©. 


u 
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Pro classi (B.) vero ponamus in formulis (4) e — &,,,— €,, à, = Guy, 
«,-— c,, unde eadem ratione ac antea adipiscimur, loco ipsius x substituto 2°: 
ET: Qu 41 — 0442) — Eur? (o — 0441)5. a (au — Au?) (Curt ) 

(e — 0442) (à — 0441) 2" : (au — 0,443) ST — Cy +2 i 
(e+ fy) (be —af ) oy 
=—2 (e, ts 0,43) (Kur TE Cu) (G42 €) (ce, x 42) ran (e, ve 05,41) 8) 8 Os. 
Formulisque (10.) adiuti, habemus: 
(a— eo,45) - (b—f0,43)9 = (&,43— Oy) (O41 €542)» 
(a— e 9,41) (b —f 9,4) Ya (ur ct,,) (e, NU 0,42) 8. 
(a 60,1 \-F(O—fo sy = (0,50, (0,0, )(1— 5), 
(a— € €, 4) T (b —f911)8 aT (O42 m Cu) (&,41— 0,1) (1 ps 3 ), 
(a—ea,.)+(b—- fa,.)y = (eur &4) (our — €,—2) (1 42°), 
(a—ea,_)+(b—fa,_)y = (u, (0,51 — 0, 5) (3 us!) 
Quibus formulis in (2.) introductis, habemus: 


s Fx.Oc 

Y[(e— e) (—0,) (z—o,) (@—a,) @—a,) (@—a,)] 

e 1 ((&,,-&,4.2)- (tu Qu 41)9 )-V OB 
© (Gy Oh 42)V Lu t ( i-e) (2-4) (6-37 Cups) | J. Y [i78 )0 6) (4-252) (1-82)] ? 
ubi rursus quantitas «, quaelibet quantitatum e est, aequationibus (21.) re- 
latio inter æ et z', aequationibusque (10.) moduli x’, 4°, 1^, determinantur. 
Limites erunt: 








ges O 4-29 = Outs (re Ou == € u—1 = 0 1-25 (== lus — Our? 
23: ] 0 1 1 1 1 
PO —— DO == — = — = = = — = oo 
’ ? ? x? ^ 1222 üt" 





Si loco indicis & et in classi (A.) et in classi (B.) ponamus 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
sex ulriusque classis transformaliones accipimus, quas in sequentibus tabulis 
exposuimus. lbi in prima singulae cuiusque  substitutionis- serie, omnes 
utriusque argumenti cohaerentes limites, in secunda formulae ipsae, in 
tertia factor: 
in classi (A.) 
BENED oo EI AND AN Ces DD copre 
(a —1 — Q4) (i — 0041) (i — e) C — ees) (t — Qu) 2 
in classi (B.) 
Mes 2 (ta = 042) — (Au = On 41)" ) Cee ELS 
(au— 0,443) V[(e,— € 442) (4—1— €,441)(&4—2— 0541) (&,—5— On+1) | 1 
in quarta denique serie moduli z^, 4°, u^, ubi x — 4 > u est, leguntur, sub- 
stitutionum qualibet adhibita, nanciscimur: 
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Fx.0x ni + M .ws* dz Lob 
M. (Teen INES em Fey ps5] 


signo superiore pro positivo, inferiore pro negalivo ipsius a valore, adhibito. 
Inde etiam transformationes integralis: 


Fxr.0x 
29: I v[(c—  Vi(z—eX£—o,)....(z—0o,)] - 


in praescriptam formam derivantur. In aequatione (24.) enim ipsius Fx loco: 
oo Fæ posito, nec non e; = — oc* facto, quantitatibusque infinite parvis omissis, 
nanciscimur: 


a5 pr oo Fx.O0x = fr Fx.0x 

V[(a—a,)(a—a,)....@—a, )(@+)] +, Vl@- DG RS 2-2] ? 
unde sequitur in formulis able sequentis nonnisi c; = — 0° ponamus necesse 
esse, ut duodecim integralis (25.) transformationes accipiamus, limitesque ar- 
gumenti x fore: 





2 2 
OQ Oy, Any 05, as 05, — D. 
Classis À. 
r= 6 = O =A, =A; = = Us — 0$ 
I. 1 1 1 
2 = oo —0 =1 RR, Taie = — =+ o 








a, (a, — «,) + a, (e, — 0,)2° a, — a, \ (%,— X 
xm CRT RUE , spe eas 


(a, ln era a, (=a) (a al? 
vices ccc Fa) D ER) 


Se 


Di 103 ==, — 0, — 0$ = 06 
II 1 we 
’=-;=t0=-0 =1 ==. ; 
A u 
—_ QOL 090, (o, — 0,)2° Qe, — a, tem E 
uc (e — &,) — (e, — 0,)2’ ? aee M a), 


2((a,—a,) — (e, — ZUM ) 


—=> = ——————————— 


2 (22% yea ea ee) 


a, — a, 
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v= 0$ = À; = (t. =(,=0 O, = (t = CG 
III. 3201 opt 1 1875 


a, (a, 0) 700 E CAT 
Ex Hu ce (a, sors. ; 5 „(az — a, =) Gee a, -— x 
FF pue ur Val oe ml Cr) 


(a 00) as nes Ei we RICA Ge Oe oda, Zr a;) | ? 


ee en), p= (9 (4-5) 
Hal , w — . 
a, — a, a, — a, a qu En Opt. Oo, 














= — 0, =% — 05 = (4 = O, = 6 
IV. 1 1 1 t 
Sem. = uie mun eil a 
fies e, (¢,— 0,) — e, (0, — 0,)2 ve EE az a,— 2x 
CE IEITETIEER Bere 


—2((e,— a,)— («,— a,) 3”) 
(a a, ) ¥[(@,—a, )(a,—a, (e, —a,)(a, —a,)] ? 


2), PC), wa GS ana Nas A. 


M -— 





LT — 06 =, — 3 = Ca = 0, = (s = (Q6 
V. z—1 u a nee E 1 
x À zm 
_ 05 (0,— &,) — 0, (e — 0,5 a, — x 
Feu A toit) : Re ke ? 
N 4-2y —1((e,—0,) — (e,— «,)3°) 


e (a, — &,) Vice o: Xa =<, )(0, 0. (0,0; 32] 2 


PC NES), ve(scaysch), we(sceyacu) 











LT = Up =0, = Ay = 3 = C4 — (ts = 06 
VI. 

2—0- E s + - = to = H 
oil) un(e) 2 a, — a. a, — x 
X a — a. )—(u,—0)9: : ESS 

(a, 2) (a, i) 
M= 2((a,— &,) — (a, — 0,)3°) 


~ (e e) ¥[Ca,—4, )(@,—4, X — o (@,—@,)]” 
mucus ae Hana ame) 


Crelle's Journal d. M. Bd. XII. Hft. 3. 26 


PF WI ™ 
ol DT 


REMOTE BR Em. a PEN ANNE MRE ET N ONE pe NN c a n 
# y APE SRS mg Qu AE ES a! » 
d PT x REN Y 


pr 
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Classis B. 
q-—06-0,—0,-—05- = 0, =O; = A, 
13 » 1 : I a ate 1 1 (> 
m Et gs cm a, (a, 0,05 i (a aa (ma FD 
Ha Sa) Eu UE ev Cr a,—@ /? 
i —2/—1((m—e)—(m-—-)9)  - 


T (a os —a, Xa, — 0,0, —o, Xe, —e,)]" 


oa (SEB SSH), (RES), (Rae) 


Tht BE | 1 jue 1 4 (> 
S 1s Es — () FES ee — 3 





T — 


0,0, By) nme ae le — a, ET Bu. ), 


(a,—a@,) —(a@,— «,)59 €,— €, / N d — &, 


d KE p Xe) mee s 











qp = — 0, = — a; — 0, — a, = (s 
II. | , 
domes Y mr uds PRE , 
u À x d 
E: e, (e,— «,) — e, (e,— @,)2’ ETIN Ten) cam) 
rh (a@,— e.) — (e, — a) 2" j €,— 0, c -— a. 2 
MI 2y—1 (Ca a,) — (@,— &) 5’) 
(«,— a.) y|e,— «,«,— e, @,—@,a,—a, 
5.20. f €4— €, a,— 1a, 2 (d €, — €. &,— €, ee : 
# D ecu: A cs es GERE ? 2 (ncm a,— a, 
r= 0$ = A = =a; =, = a; =U, 
IV. VM PRES PUT 1 1 NC 





4 pcm 


a, («,— &,) —@,(@,— «,)5 ; = (2% "e I" 


Sa — a,)2° &,— &, q — uw. 


BRUT IE A NS SEEN R CO to ANNI D re eee 


Co —@,) v[Ce, peur s) Ce aD s a.)(«, x C. 2 À 


axes BA), Ba CD CES 
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c= —= = =; =% = Os = 0$ 
NUR 
1-0 —Te-—4 = = =1 —0 2 
a, (a, — a@,) + e, (@,— a) a, — a. T — 0, 
in (a, —o,)-- (a, — a, 2") j E Needs: 
nV Ale m (a 08) 


(a,— e) y [(e, —e,)(e,— «,) (e, — «, BR — 1a,)]’ 


ne Gea eel aoa erra 











M = (t6 = 0, = (qt = Qa = Qa = Os = (ts 
VI. : xke 1 
e — ( = + oO = — => - — À à 
u À 
Eco (&, — &,) — a, (e, — €,)2, QE a,— 0, c, — c 
| (m,—0&,)—(em —0o,)5s ^? S x ie) 
ae 2((@,— @,) — (e, — o) ") 


UGS e Xn, —e X a)’ 
E. uix. MEUS 


Intervalla, in quibus argumenti x valor versatur, ita distinguamus, ut 





vocemus: 

€5— is Hl, Oy — 3, 3 — yy 04— 605, Us — tg 
respective primum, secundum, terlium, quarlum, quintum, sextum integralis 
propositi intervallum; aeque ac intervalla valoris argumenti z^ in hunc ordinem 


reducere placet, ut vocemus: 
tre Eie cc, 

respective primum, secundum, terlium, quarlum, quintum, sextum integralis 

novi intervallum. Quibus positis ex antecedentibus hae regulae facillime 

deducuntur. 

hum integralis propositi intervallum in (h —z--1)tum intervallum zti 
integralis classis (.4.), et in (<—h+3)lum intervallum zti inte- 
gralis classis (B.) commutalur, ubique multiplis ipsius 6 omissis 
aut additis, ut numeros positivos adipiscamur. 

Imo, htum intervallum zi integralis classis (A.) in (h --z—1)tum in- 
tegralis propositi, atque tum intervallum zti integralis classis (B.) 


21. 


in (x—h+3)tum integralis propositi reducitur, ubique multiplis 
numeri 6 omissis aut additis. 
26 * 
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Confecimus adhuc, ut has regulas brevi in conspectu ponamus, has 
tabulas: 

Intervalla ipsius x 

| ( Iti 

Iti 

s ; RITTER 

fiunt intervalla integralis vi 

Vti 

Viti 


ii 





classis (A.) 


28. 


Iti 


atque intervalla integralis en 


classis (B.). 
Vti 
Viti 


veoaoumo wvomuoam(- 


Intervalla 


I. 
II. 
E III. i 
substitutiones class. (A.) IV fiunt: 
V. 
VERS 
IF 
IT: 
SSMO III. 
substitutionis class. (B.) IV fiunt: 
V. 
| VI. 


intervalla 
integr. 
propos. 


29. 
intervalla 


integr. 
propos. 


veonumw Dumwvwder (na Lnogggkegw 0 BE 0 om (0 
HO OR D D GO OR NN © TR 0 NW æ à O1 Oo mr & 00 ( CO 
ot À Wwe COW 0 OUR E Ql DD = OD ON D » & Co À ot ( an 
oe eee He 09 wo Uo van um »-vwweun(n 


vveoaum TRWURA(o 


Inde videmus integralia eiusdem numeri in utraque classi memorabili 
gaudere natura, ut ipsorum secunda haud minus quam quinta intervalla ad 
eadem integralis propositi intervalla reducantur; eodem modo singulum quod- 
que htum classis (A.) et (k+2)tum classis (B.) integrale ea proprietate gaudent, 
ut ipsorum tertium non minus quam sextum intervallum ad eadem reducere 
liceat; singuli denique cuiusque Ati classis (A.), et (A+4)ti classis (B.) inte- 
gralis primum aeque ac quartum intervallum ad idem integralis propositi inter- 
vallum deinceps redeunt. Has binas transformationes eiusdem intervalli voca- 
bimus, et easdem eiusdem secundi sive quinti, eiusdem terlii sive sexti, eiusdem 
primi sive quarli intervalli transformationes singulas nominabimus. 
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Contra htum singulum classis (A.) et (k+1)tum classis (B.) integrale, 
eodem modo ac htum classis (A.) et (h--3)tum classis (B.), nec non htum 
classis (A.) et (A+5)tum classis (B.) talibus bina intervallis haud gaudent, 
quae ad eadem integr. proposili intervalla redeunt. 


III. 
De duodecim transformationibus fundamentalibus integralis: 
ren eae 
VIA —y") (d—#%y") day?) A — yD] 


Ex iis, quae hucusque exposita sunt, integrale praescriptum duodecim 
substitutionibus ad sui ipsius formam facillime reducere possumus. Quas duo- 
decim transformationes, in duas rursus classes, prout novum argumentum simul 
cum y crescit, aut y crescenle decrescit, divisas, toti de integrali proposito 
disquisitione fundamento esse, videbimus. Ponamus igitur, ut eas eruamus, 


fo = in integrali praescripto, ita ut fiat: 


Be len ue Qa EHI Uer dila no AL MN 
y[a—y5Xa—2zy)0 —2y)ü—»y5] — Y[e—06—2)6—35(G — LY] 


Iam vero in formulis (19.) et (22.) ponere opus est, ut terminum secundum 


ad praescriplam formam reducamus: 
EEE (TEIL eque epu EN ill, à Og — 0. 
oo Uu 
ir — (B+ Az). 








Quantitate c, rursus deinceps c,, &, 3, €,, &, % designante, adipiscimur 
per formulas, quae ex (16.) derivantur; 
ais — pat uen) = (e ui) 8^ 2 (@p-1— Gu 41) A — ey) 

: &, (a, 1 au) — € (A, Mu 41) 8 ? (e,— &441) (4 — «,2197) ? 
sex transformationes classis prioris huius formae: 


HA By ey uoo (A, + B,s”) ds ry 
Baap ann] ^V vL XL PE nr) 


ubi habemus: 





Y—1%.(B+4a,) 
RICE) C7 =O y42)(Cy— u43)Œu—Gu+3)] ? 
—V¥—10 (B+ Aa, 1) (&,— C41) nt 
(eui eua) V Ca a3) (4 Ar?) (Oy — «,43) (&4— &,544)] 
Moduli tres per aequationes (9.) dantur. 


Ha 
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Iam vero quantitate «, deinceps quanlilales @,, G2, 05, ©, 05, M% 
designante, ex formulis his, quae ex (21.) derivantur: 
m opo and end gp (atest) (1 nent) 

Gi (Gy — 442) — a 42S — Eur) wm Qu SI Quay 
sex alterius classis transformationes adipiscimur eiusdem formae (27.), ubi 


habemus: 





Zn d ¥—100(B+ Aa) 
Tai & , 42) (€ —1— ur Deua — e Gear]? 
Ac V1 2 (BA px) (ta Ay) fes 


Moduli tres ex M Tone (10.) sequuntur. 
Pro limitibus integralium animadvertendum est, dum argumenti y valor 
hos valores induat: 
2 1 ET 1 
No Ar 0, 1, x? > iR d» OO 3 


argumenti 3° valores in classis (A.) transformationibus deinceps fore: 


er), Quem, een 





= € 4— Cutt nud 
(ee) Em), (er), Ce 
€,— 041 Kai €,— €u41 Vv—a Cu O1 fe? —Oy—1 d 


atque in classis (B.) transformationibus: 


unes), (ou), | CE) 


€ +2 Gri Eu E Hutt Ou +2 
> ee Zr) que Ze Bea) [Pium Ma eu) 
? 

tu Eu X —« u-2 Ru by +t À — 0 u+2 : u Œu+i — € 442 


quippe qui valores ex formulis secundis (50.) et (32) derivatis cum his 


semper, etsi in alio ordine scriplis, congruant necesse esl: 

—%, 0, 1, en e at ec". 
In sequenti tabula denique, priusquam in naturam transformationum fundamen- 
talium penetrare velis, brevi in conspectu omnes invenis positas. Ibi in sin- 
gulae cuiusque transformalionis serie prima limites, in secunda formulae sub- 
stitutionum ipsae, in terlia denique integrale novum legitur. Brevitatis causa 


haec signa introduximus. 


yix]. qp uA A. ul-3axt—u, wave. 
Classis A. 
2 2 : 
e AOS uer use Au ee ese Oe 
U O1 = =p 5 + 
I. | 
1 1 








"y 

| 

| 

6, 

l 

© 

l 

| 
x, 

| 
E | a 

l 

+ 

Ó 
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y E s s — == y, 
Sa ar Bz’) 02 























1 1 1 8 
Y=—x’ = 0 == À m m ms eg: == O0 
Il 4 3 
; x 1 2? u: 1 9 
2 = =+tx'=0 —1 = — =— =— 
*, x, x) #, 
5 { Th 1 1—y7? 
ME POTEST. das AM y ? 
NR [AG —225 + Bas 
À p y[e-56-22)6-582)a-«]. 
= 0-1 Res => 
x À m 
III. lee dn LE bx et INT sk nr Aix ? 
mctu pug sc dre 
AR 
eed Ai s CLE 
RE WERE I e = i) 
X 4s 
| Ax? que Sun le 
x Je 
J[a-0- 2590-35 0-22)] 
y ——o =0 — 1 ES - =z = oc? 
IV ^ = 
| ui _ux wa Dire 
2. E rug ME LIE = +002 — (0 = À == : 
uix Hi Bi A uix 
Ze 
id a pim A mah). 
y Mu 2 1 amy ? Very: 
m ; 
v 





[2n (1 Fi (1-3 


—35^) ten — e. 





7A, ie J So yla 


4") 3-5(1— a 4 — fee") as 
e) - (UE 


PRE 


exeo 


204 








1 1 : 
2E ex sexi Ron AN a Lab D 
y ——o =0 =1 nio UL Se 
E AT ASH Au ^ ] 
2 E = = = 
Sa me ie REE + 0 he 


ees 
; 1 ! Fl re BE uy 
y m pi 1-3. 5? l'y 





IAE [Au ee ends 
uu À, le QU re Els en E 3°) | 
SEA ARE d i 

T y= OO” — 0 —1 = peony Ru 

etos ct cH se dense A, 

à u, uz ur 

1— 2° d 
E CSS E 2 ) TE 


ra eee [Au’s’— B(1 1—3)]0s _ 
A (1-52) —55] 


Classis B. 
1 1 1 
y = — x? — 0 == = EA = — o 
2 1 SERA EI SUR ease 2 AE ah N ; 
SU PY = 1 =O) = + 60 EE Tu ee 
ee wer 
= "2 2 PAR UE 


Ati rer a BT a S: =] 





1 1 
[y = — 0" — 0 — 1 = = 4 Ta — oc* | 
Ju | 2 Aix d IMMO n DA LÀ, ux N | ? 
$e 3 NT giro m Fe ZA 
2 
Dod ns ín (Amy 
WE yt 1 Kur, 2° ? (OMS —xy/? 








“7 
- p 
a 
^. 
^ 
24 
L 
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a (1 oput acis )les 
v a N Re Je re) 


















































y= nw —0 = À am SE UE | 
x À lu 
lil. ni à? i 122 272 D 
333. 7 x 4 lee 12 __ Ue ae ie i2 any Ey | 
Is VEL. IST EI Em eM 0 dom UA ut 
pete | 
EWE Ta > Bay" 
y Er At ak "n ? 475 = dy" , 
nO 2 | | 
2 zl A25 2 [e 
d pe n = rM Qu o 
Au, E 
von TER )(1- ee ap = 
2 ; 1 1 1 x 
pire go ED mU Far nr —a OOF 
IV. i , ai A? d'u A wi, 5 *, 
ls I P EE Md D = EN? —1 —0 = — © 
MN du, ui 
1— s" Ü 
y = u? 9 Bie ;(1—u y) 
ces Es an 
est) Tas EC D 
9 i 1 1 À 
y =—-x* =O —1 EBEN ; = o 
x À lu 
NEM RI I. DIM ETT Hat 
Z — = +: Du Nm ad = 
pese 2 u 1 
Dr uy ? 
LA : 


<7 der date LS UE ov SR NE MEERE OG PTS T . 


Crelle's Journal d. M. Bd. XII. Hft. 3. | 27 
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y --—o-0 —1 er =4 AX = oo? 
VI x u 
N ro dp c DOE | 
wi À P 
2? 3 y? 
pe $e 


[AG — 3°) — Bs']2s 
asc a) (Law ee — Ae NE 


Integralis novi limitibus in eundem ordinem, quo integralis propositi 
limites gaudent, redactis, ita ut intervalla 


2 à 
=f, 20, AL Rs are 


respective primum, secundum, et integralis novi intervallum vocemus, eadem 
theoremata, quae antea apud integrale generalius (27.) attulerimus, easdemque 
tabulas (28.) et (29.) quibus, quomodo intervalla binorum integralium sese 
excipiant, clarum fiat, apud has transformationes fundamentales valere facile 
perspici potest. 
integralium novorum forma, quippe qualis per tabulam comprobatur, mp 


fies. Integrale enim novo posito, ut antea: 
j (A, 4- B, 3°) 05 
m's")]?. 


Iam vero primum inde de formularum duodecim nominatorumque 


TJ AA AE Pa Em 


deinceps in classi A. habebimus, ubi y' simul cum 2° creseit: 





]y yv A, D,s* = ALB s. | 
, 1 : 1 
IL. y= 2h31 A,+B;,3 ST na à [A (1 —m’z)+B]. 
: 1 ^4 ne 1 T Kis » 
HL yaa er): A,+ By? =~ „[ARATE)+B Am), 
33! RY ie toast 4 KE at 
| Ae, cm EU Act Bs. = er, B(1—/ 5]. 
à 4 Tue 2.92 
V. yaa ——), Art Bis’ = m [Au* (1—2?)--B (1—c)]. 
à 1 /1—z | 2 
VE yoke ——) dcc i Ur Au EB a. 


Eodem modo in classi B., ubi ipso y^ crescente, 3° decrescit, erit: 
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Í | 1—3’ 1 ? 
y —u range pe À A Bis =, [AT c'e) + B(1—s’)). 
Lit 2 V—1 2 ZEE 2,2 
y—L Dok) A+ By = 7 [Ae (1 — Fat) + B - e) 
1, Ta Pr 1 25 2 re 
34 "rl Act Bist AHLEN] 
à 9 1 » AOL ; 9 -— € —1 2 
y P (1—mz).,  A,+B,z3 = A [Au 3- B(1 —m'3')]. 
1 1 9 
ceu Arber lus EB]. 
UT e A,+B,s = —y—1[—A(1—s") Bg] 
Nominatorum igitur formis deinceps ita supposilis: 
1 y 1—y’ 1—2 y? 1—2y 1— uw y 
L | Set STIT: AIN RT GNE UN, 
1, 2, —z", 1—c' 3’, 1-3, 1—m'z, 


videmus htam formam nominatoris integralis propositi, commutari in (A—k+1)tam 
integralis Ati classis A., et in (k—A--Ajtam formam integralis Ati classis B. 
Imo Ata forma Ati integralis classis A. in (h--k—1)tam, aeque ac hta forma 
kü integralis classis B. in (k—h-+4)tam integralis propositi formam nomina- 
toris reducitur. 

Deinde vero theoremata de limitibus, in (27.) enuntiata adhibeamus, 
ut, quomodo transformationes fundamentalibus una ex altera deriventur, dis- 
quiramus. Ponamus hanc ob rem formulam: 

2 a + bs? 


gare dst 
Hiam aut classis A. aut classis B. esse; iam vero integrale Htae trans- 
formationis alteriusutrius classis ut integrale transformandam tractemus, ita 


ut ponamus ibi: 
2 0, 5,v 
— ¢, +d, 0"? 
quae prima formula Atae transformationis alterius utrius classis est, ubique 


^, integralis huius modulis introductis. 


loco ipsorum 2°, Z, u 
Inde ad novum integrale, inter duodecim iam contentum delabamur 
necesse est. Jam igitur quaestio oritur, quolumnum sit, Ata substitutione in 
Hio integrali introducta, integrale novum. Quae quaestio, his theorematibus 
solvitur : 
Si in Hto integrali classis A., Ata formula classis A. vel classis B. 
introducitur, (d+K—1)tum classis A. vel classis B. integrale adi- 


OR: 
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piscimur. Imo, si in Hio integrali classis B. Kia formula classis A. vel 
classis B. introducitur, (7—K-+1)tum classis B. vel classis A. integrale 
oritar. Ubique multipla ipsius 6 omittantur aut adiiciantur necesse est, ila 
ut numeri (H 4- K —1) et (H—K-4- 1) positivi sint, nec numerum 6 superent. 
Quae theoremata ita demonstrantur. 
Ex formulis: y^— me, et foo, quantitate z^ eliminata 
a,, + b,,v° 
¢, + d,,v* 
Argumento e* in to intervallo integralis quaesiti, = Xti, crescente vel de- 
crescente, argumentum 3° in (h4-4(—1)to vel in (K—h+3)to integralis 
suppositi crescere, prout secunda formula Kta classis A. vel classis B. fuerit, 








nanciscamur 4° = uae uota utrius classis sit, inveniendum erit. 
» 9 9 





ex theor. (27.) sequitur. lam vero loco integralis propositi, primum tum 
classis. A. ponamus. Cuius in (k+K—1)to vel (K—h+3)to intervallo ar- 
gumento z' crescente, argumentum g' in ((k+K—1)+H—1j)o vel in 
((K—h+3)+ H — 1)to. integralis propositi crescet. Inde sequitur, argumento. © 
in Ato intervallo Ati integralis classis A. vel classis 5. crescenle, argumentum 
y in (H+K+h-2)to vel (H+K—h+2)to intervallo integralis propositi 
crescere. Ergo habemus, ex theor. (27.) 
h —H-4-K--h—2—X--1, vel: h= X—(H--K —h--2)4-3; 


unde sequitur: 


X = H-K- 1. 
Hanc ob rem, 
A bz’ se / 
dum: y I Hia formula prioris classis est, 
3 a, b,v* £ ae a! À ; 
alque: =", Kta formula vel prioris vel alterius classis est 
c,d-d,v ’ H 
; 2 n+b,,%° 1 ; ; 
erit: yo = en, (H-+-K-—1)tla vel prioris vel alterius classis. 


c,,+ d,, 

Tum vero loco integralis propositi: Htum integrale classis B. sub- 
stitualur. Argumentum y* in (H—(K+h—1)+3)to vel (H—(K—h+3)+3)to 
intervallo decrescet, dum ipsum z' in (h-+-A—1)to vel (K—h+3)to intervallo 
Hii integralis crescit. Inde sequitur, argumento e? in Ato intervallo Xti inte- 
gralis classis B. vel classis A. crescente, argumentum. y^ in (H — K — h-- A)to 


vel (H-—HK--h)o integralis propositi intervallo crescere. Ergo ex theor. 
(27.) habemus: 


X-(H-K-h+4)+3=h vel H-K+h—X+1=—h, 








T1 
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unde sequitur: 


X = H—K-1. 
Dum igitur: je, Hta formula classis B. est, 
atque: SIUE. Kia formula classis A. vel classis B., 
erit: yl. (H—K-+1)ta vel secundae vel prioris classis 


formula, 


qao rd. 

Quae theoremata docent, aut ex secunda aut ex sexta transformatione 
classis A. omnes eiusdem classis una ex alia deduci posse. Alterius classis 
DB. lransformationes inde, qualibet classis PB. transformatione adhibita, de- 
rivantur omnes. 

Eodem modo omnes duodecim transformationes ex binis classis B. 
muluo se excipientibus deducere licet, ut ex VI. et L, I. et Il, II et IIL, 
II. et IV., IV. et V., V. et VI. Inde denique transformationum nostrarum 
modulorum nalura et origo detegitur. Invenimus enim, theorematibus nostris 
adiuti, modulos (h+1)tae et (h— 1)tae transformationis classis A., cum mo- 
dulis htae eiusdem classis quos x’, A, w^ nominemus, ita cohaerere, ut 
habeamus: 


: 1— x 4—x 4 
illos: FONTE. , RES 1 OR 
x? — u? ae u° 
hos . 1 — Ww, SEELEN 4 DS Cr) 


Eodem modo apud binas transformationes eiusdem secundi sive quinti inter- 
valli, quae in tabula nostra, eodem utriusque classis numero gaudent, modulis 
alterius per: z^, 4^, uw significatis, alterius moduli erunt: 

2 2 2 2 
Transformationes vero binae eiusdem primi sive quarti intervalli, quarum 





altera in classi A. numero A gaudet, altera in classi 5. apud numerum 
2 


h+A legitur, tales erunt, ut alterius modulis =~’, 


A, w^ positis, alterius 
sint moduli: 


2 2 


Vi 
Tum denique htum integrale classis A. et (h-+5)tum classis B., quippe quorum 
intervallo secundum et primum mutuo commutantur tales modulos habebunt, 


DS s 
AE Tag? 


ut alterius positis: z^, 4°, w^, moduli apud alterum sint: 
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1-0, 1-4 12% 
Haec de transformalionibus fundamentalibus integralis 
Jr C ae T one 
AA —2y)0—2y)-— wy) 


attulisse sufficiat. 





| IV. 
De integralium Abelianorum diversis ordinibus atque trans- 
formationibus fundamentalibus. 
Integralia huius formae generalis: 

fe 

v [(A + A, x + A, z* 4- etc. +A xP) | 
prout numerus p mutalur, prorsus diversa natura gaudere, ex theoremate 
celeberrimo Abeliano elucet. Inde etiam fluit, cur nostra integralia, quae 
hucusque traclavimus integralia Abeliana primi ordinis nominaverimus, ratio 
Fa 0x 


Vpn €) 


ordinis nominatis, prout numerus integer £ ve 


satis dilucida. Integralibus vero Abelianis primi, secundi, etc. hti 





1 27-3. valores 3,4, ... (h-+2) 


induat, integralia: 


Saar RER A ON RS pee Er 
VA — wy) A —2y)-- A ay) ' 
ad quae integrale Ati ordinis reduci potest, dummodo ¢, in factores reales 
lineares dissolvere licet, ad integralia Ati ordinis referuntur. Quippe quam 
reductionem breviter adhuc exponamus.  Integrale igitur propositum sit, si 


Of) Oaks se Se Oats ASSUME. 


tie Frox 
VG — ao — e). nme]. 

Eodem calculo praemisso, quem pro A=1 accurate exposuimus, in- 
venimus, si per «, quamlibet quantitatum e, atque per O11 proxime sequentem, 
per «,_, proxime antecedentem significamus, dae 
ni pose (e, —1— Gui) — Eu Gur LORS > (Mae el > RER À 

(&4,—1— Qu) — (au— €,441) 9. € ,4— Au L— Oy} 
fore: 


Fx Ox M.wz’ 03 
ipi Ure Te )-..-(x—e2)] enge ci *)(1—«? 5”) (1-1; 2^).. (A7 445))] ? 








dil 
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ubi ponendum est: 
aus 2 [Ceu —— e41:) — (e — e.) 3" ]^ e 
(e, —1— Qui)" V [Ceu —1— 0 4.1) (Oi — O42) Ca — 03) ++ (Œu—Guy2n+2)] 


ys’ = F(z), 
2 Au Au Qui Eur? „2 ( Lu &u+l 0 4—1— Au+3 
EE Cep tese (tui t 


Sur 1— €441 Ay— Cue? ARTE Œu+1 Ru € u4-3 


22 _ (_ Su ull O u—1— Cu 2h42 
e. © @ “oh 41 —— a Lg x 
; ul a+ == Œu+2h+2 


Habemus hic: 1 > x, > %, etc. > %,,, — 0, atque hos limites argumentorum; 
dum argumentum za his valoribus gaudet: 





Oy-ıy Ons: Sut, Cure + + + Cups Guts 
argumentum 3 hos valores induit: 
1 1 
2 2 
— oO 0 1 "fX ete je OQ. 
; 2 2 x, 2 Xo ^ T 
Si loco ipsius «, ponamus deinceps &,, @, .... 054,4, (2h--4) transformationes 


classis A. nanciscimur. 
Eodem modo, posito: 
qu T Qui (tu uz) — tua (mutual) st (er) — ch) 
: (à, — 604-2) — (a 0,—0,41)5. Au 0441 L— ur? 
ad eandem aequationem (35.) labimur, ubi vero ponendum erit: 
M 2 [(au— G42) (@u— Gu 41) 3" |" ARE 
(au— Op)" VLCou— ur 1 eat (eu —2— ur). Cu 281 944) | , 
Als? Ea. 
= (GG, He OE) 


€ 4--2— Eu C u--1— Qu—1 Cu+2— Ou OC u1— Oy 


aa LE Our Gu Oy 42— Ou —2h—1 
Ce v 721-41 == 





Œu+2— 06 QC 4--3— Œu—2h—1 
Habemus rursus: 1 oo hy te op oda re 03 dum argumentum x hos va- 
lores percurrit: 
O42 9 € 41 v e, 9 Out 9 AS Oy thy Run ? &ur2 ? 
argumentum 3° hos valores induit: 
2 1 1 2 
9, 0.417; —-. ac. oo", 
? ? ? x ? Poy ae Er 
Loco ipsius c, posito deinceps &,, &, .... €,,,4, (2h--4) transformationes 


classis DB. oriuntur. 
Ut easdem transformationes, quarum numerus = 44+8 est, pro inte- 
grali eiusdem ordines: 


pe Fx 0x 
V[(w— @,)(@—a,).... (a — e43)] 


TUN QUU Ve T CT ee X vu ZU rid TRS CUT 
RS BL EE Verte IP WR WI M REA AT SDN den Ent CS 
fe Ae. SS y NON npn ed P. AM M 
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adipiscamur, in integrali c55,5; = — 00°, atque Fx = oc Fx, unde quantitatibus 
infinite parvis omissis, nanciscimur (41-8) diversas transformationes integralis 
propositi. 


Intervallis argumenti x: 
Uoh+4 s. €. a, € Ol, € ee enia Co, etc. 0.5543 eee ene 07,4 9 
alque argumenti 2°: 


1 1 
ea RL, Li... gas etc. C0 SS 


. OÙ 





#2h+1 
deinceps primo, secundo etc. nominatis, theoremata, quae numero (21.) allata 
sunt, facillime ad haec generaliora integralia extenduntur, tabulaeque similes 
construuntur, ubique nonnisi loco numeri 6, 2h+4 substituto. 

Eodem modo 44-8 transformationes fundamentales integrales: 


[ra (A, d- A, y* + ete. + Any”) 

IC —y SPORE el -(1— 2%2h419 °)] 

derivantur, quippe quarum subslitutiones, una cum modulis, adhuc proponimus 
in hac tabula: 











Classis A. 
Interv. ipsius ys 1,7 2; 3 2 x SALA: 
Intery. ipsius 3: :1, 2,..94- 7m, 2h+4. 
y en 25 EE y. 
Modulı 97.2075 Hu 
IL (Interv. ipsius y: 1, 9 3, Sy gus eus ear de 
|Interv. ipsius 2: DIR Ba 1,49 2; 229! Sho. 
2 1 CRE (1—9^) , 
KT CS yt 
: —x 1—xj 1—x° 
Moduli: Tx? 1? WTB 1 
Interv. ipsius y: Le 2, 3, SES 94-4. | 
Interv. ipsius 2: (2h+6—i), 2h4+7—i, Ud sara, En 
ie (xj_3 EU E Xi) on Gui ni) 2 ECCE Ti Xi-1 ) a — Hj y) i 
Bez Xj) (xi -3—3i—1) — Xi—3 (ee — #1) rs EUIS Eit (HEP (1 —XXi—3 y) 


. X22 LA 423 —X* X2.» — X121 Xl 3 — hi 1 
Moduli: 42 PALAU AT LU —)G à Re == a zT i E) (BH " — i+ Je 
%— Saag Xi 3 HA Hi—2 Xil 


(ES #2 p Xi \ 3 Xi-3 — %i-4 )- 
X;—3 "T Xi—1l Xi—2 do %i—4 
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u wee Oy. 8 RON à 
CRC 














OH nie DE da 1,5 2,0 9, ve TRA] 
- Unterv. ipsius 3: 3, 4, 5, 
BER x3,— X3h413° DEU X3 (S nep 
yz X34 4134 (1— 3°)? ET 43h41 rame 1x5" ) 
: 2- 2 2h — 1 #34 f X8 XA 
duli: X244 X34 #2h | + 
E RR ( Xn JG. AS Ale =): 


Interyauıpstus 4.0 1422.09, QUIS PRES 


QHLIV. | Me 
Intervsaansiuse acts su" Sy 14. ee. T. 
y = #ih41—2 ? © tay? 
2 2 2 2 
es 2:0 HT Arh+1 42h — #2h+1 
Moduli . 1—2d3,; OLI, ict a we » 


2 5 $2. 94 € 2 
#, x2], 


Classis B. 
Interv. ipsius y: 1, 2, 3, 4, .... 2h44. 
Interv, ipsiuss2 73,5. 27 DEREN Tate 








ER eI tio ak 
y 1—xiz? zZ ~ 1x? y? 
se SE nt 77 X,— X 
Moduli: 2, m ie 
N ipsius y: 1, 2, 3, WE 
Interv. ipsius 3: 4, 3, 2, D. 











283 (1— x?) — (1—x7)2° Ry es, ee 
= rene = Ge rU: 


Moduli: (1—“), = )G9. : = Ke 


#, 








Ki x? 
3571 X3 
avc s x? 
%, #3 


DE Ipsius wy 2221, did OIX ola Se Med 
Interv. ipsius 3: i2, i41, i, .... i43. 


a a) — Qa — x) up ge REINE REY 
d T XL (x72 —3?)— «i (Xi-a—91)9. ? Wi-2—9*;4414—x-ay 


Moduli: fene un Xi-3— Hp » Pose jé Kia — X; ai 
ilo ox di Xi PE. Ki 1 %j—2 Fa xi Xi—4 "ur Xi—1 
( Xj -2 — Xii HI) (ee Xx; — i44 ) f 
Ki Pres CH Xil pat. KH 
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Intéry ne el 2 9. LR ER REA 
2H-+11. o ee Se ANT 
Interv. ipsius 3: 1, 6, 5, nen, 
Jj : zm : 
dst Xii : +12” 
Moduli: mt, a x ish 
Interv. ipsius y: 1, 2, 3, 2h+4. 
2H 4- IV. p y 9 , = 
Interv. ipsius 3: 2, 1, 6, : 9. 
RR E zt Br a AD . 
Ye ATO Meo Tem. 
Moduli: 1—225,,,,. 1—223, Te. 
: Has transformationes per idem theorema, quod apud integralia primi 


ordinis demonstravimus unam ex alia derivari, dummodo ubique loco numeri 
6, 244-4 ponatur, facile intelligitur. 





Ve 


Quomodo integralia, hucusque tractata, inter limites reales 
quaslibet contenta, per aparece UN integralium formae: 


Sr 


1—x; sin’ama,.sin’ama).. 


ER. sin’ am. Ou 


expr VETE 


.. (1-1 sin’ am,, sin *am)] 


Ex iis, quae praemissa sunt, elucet, integrale 


Fxox 
a, )(@—@,).. 


39. mes 


..(2— 03144) |" 


argumento x inler «, et o,,, versante, per aplam classis À substitutionem 
quae per formulam (34.) exhibetur, ad huiusmodi integrale 


20. fra 


REDE 


"EO oca CL wt writ ae 


Cl —22h34453)] ? 


ubi argumenti z valor unitatem haud superet, reduci posse; moduli per aequa- 


tiones (35.) dantur. 


Eadem ratione integrale 
Je Fx0x 
ree) Y [(x —e,) (» — e) ---- 


(x — @2n+4)] 





DON dt lo Pee SE do ey 
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per formulam (37.), in eandem illam formam transformatur, ubi moduli per 
(37.) dantur. Vix adnotandum est, has binas transformationes, quas eiusdem 
secundi intervalli nominaverimus, esse, atque in tabula apud integralia nostra 
sub eodem utriusque classis numero stare. Quae cum ita sint, integrale 


Ff Fa 0x 

Tu y [(&—0,) (z—0,).. (2 021.44)] à 

ipso c in intervallo &, et «,,, iacente et per integrale (40.), et per inte- 
gallum 


Cue OR a Pa SRL SE ET a BLE DE A IRRE EG 


dC) (a GEA)? 
2 Job sur : ] 
1— x41 3; 1—x} 
aggregatum ita exprimi posse, ut argumentum novum <1 sit, apparet. 
Ponamus igitur 3 = sinam(w,%,), atque quia 1 — x, — x — .... 
x!-—2,s8inam(gm,,2,), #3 = x,sinam(a,2,), . à + . 7,44 = %,Sinam (ay, #1). 
Habemus igitur: 











Oz 


5 Oi VIA =) 4% 3")] ^ 


alque: 


Jes Frox 
aY(G—e a a,). «(a= 7,44) 
w(sin’amu).du 
o Y[(4 — x; sin"ama, sin’amu)....(1— x? sinam a;,sin’amu)] ? 
x V, (sin’amp).ov 
aut = IRE SEL rie an ee wagt Soden me ne 
e y[(4 — x} sin’coam ar, sin amo) ....(1 — x; sin’coam a, sin’amo)] 
bff a Nr (en (sin’am®). Ov 
YId—xsi xi sin? coam a5; sin? in"amo).. .(1— x; sin" coam a, sin amo)] 


Illic habemus: 


sin'am(u,z,) = CE. = ier )( —— 


; == C ,- +1 B pu Cutt 
hic: 
E a,— a T— «a " 
sin' am (e, z,) = a) 2) = sin’ coam (u, #). 
Oe et e 
Oz : 
Ex notatione solemni: VA —— — x positum est. x 
Waa] ^F 


Iam vero inde integralis Koran evolutio duplex in series conver- 


. . TU . . . 
gentes secundum sinus anguli = 57 multiplorum comparata est. Si enim 
MU 
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formula 
w(sin*amu) 


Races AR ec tar E T E Tr DH Ns PLE. s 


y[(1—z? sin’ am a, sinam u)....(1—2; sinam a»,sin'am u)] ? 
aul: 
y'(sin*amo) 


¥[Ci—x? sin’ coam ay, sin’amo)....(1— x; sin^coam a, sin” am ®) ] ? 
per theoremata functionum SUE in series convergentes secundum cosinus 


multiplorum anguli a aut —— = dissoluta sit, his seriebus per dw multiplicatis 
alque integratione facla, series desideratas adipiscimur. 
Inde denique sequitur, cum integrale 
=f 20% 
= VIG n iocur emo 
ubi m et # valoribus quibuslibet realibus gaudent, ad aggregatum integralium 
formae (39.) reducatur, etiam hoc integrale per aggregatum serierum, quae 
secundum multiplorum anguli dati sinus progrediuntur, exprimi posse. 
Adiiciamus adhuc de transformationibus eiusdem secundi intervalli apud 
integralia primi ordinis notam, ad utriusque modulos spectantem. Cum enim 


per utramque integrale 


A Frox e 
Eu y [(z— a, ) (v— a, ) FOOL (c— a, ) | 


ad formam: 


V. Os 
ye Y[d—350—»250-—25-— ws] 

reducatur, in ultra moduli minores sint, quaestio oritur. Jam vero obtinemus 
alterius transformationis modulis z^, 4^, 4^ positis, prout habeamus 

aut: 1-7 > (1-4) (1 — u), 

aut: 1-2 = (1—2)(1—w), 

aut: 1-°< (1—2)(1 — uw), 
alterius modulos ultimos deinceps aut minores aut eosdem aut maiores fore. 

Posito enim: 


1=#2 (1-2) (10), 


erit: 
<= 
el tW—Ku, 
> 
sive: 
x —u° —A 
MARTE. = A^, et LE < ut, 


(pepe pel 





Pee fi D TS ARTE 
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quibus conditionibus, cum m a ultimi alterius substitutionis moduli 
sint, quod erat demonstrandum, demonstratum est. 

Inde adhuc sequitur, ut novi moduli /^ et m^ minores fiunt, quam 4° 
et u^, fore: 1—4^ << y(1—27)); si enim 1—2 — y(1—2^) esset, etiam esset 
1—,£— y(1—2z), unde sequeretur: 1—2?^ — (1—2?)(1—,7). Dum igitur 4 
inter limites z^ et (1—y(1—x°)) continetur, m’ inter 0 et 1— y(1-x°) iaceat 
necesse est. Ergo si ^ ipsum quantitatem 1—y(1—x°) superat aut aequat, 
per substitutionem eiusdem secundi intervalli minimus modulus m’ inter limites 
0 et 1—y(1—27), atque secundus /^ inter limites m? et vals 1—x’) reducitur. 
Eodem modo, si w°<Z1-y(1-x°) atque #>>1-y(1-z°) atque 1-z? > (1-2’)(1-“’) 
fuerit, m’ intra limites 0 et 1—/(1—z’) atque /^ intra 2° et 1—y(1—x) dimi- 
nuuntur. Unde facillime diiudicari potest, utra transformatio integralis (39.) 
praeferenda sit. Si enim habeamus: 

y — «€ € 4.1.1— € 43 1-9— & Ru € #2) 
en ia seo EURO ejes d ut RET : D =) 4^ 


transformatio eiusdem numeri classis (B.) minores suppeditabit modulos. 


| VI. 
De tribus integralium Abelianorum cuiusque ordinis generibus 
principalibus. 


Integralia ultraelliptica, quae supra in hance formam: 


ws OZ 
rase Vins)... die] 
reduximus, functione wz° alias aliasque induente formas, haud innumerabilia 
transcendentium genera distincta constituunt, sed in certa quaedam genera 
principalia, quippe e quibus, algebraicis functionibus additis, omnia cetera 
eiusdem ordinis componere licet, dispartiri possunt. Primum simplicissimumque 
genus integralium Abelianorum Ati ordinis oritur, si v/z^ ut functio rationalis 
integra htum ipsius 3° gradum haud superans assumitur. Cuius generis inte- 
gralia per quamlibet substitutionum nostrarum formae 
DA m + ny? 
pay 
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ubi coefficientes ex superioribus capitibus desumi possunt, in eandem ipsorum 
formam revertuntur. Integralia eiusdem ordinis, ubi wz’ aut integra functio 
superioris ordinis, aut fracta est, simili proprietate gaudere non videntur. 
De qua re priusquam amplius disseramus, integralium Abelianorum primi ordinis 
reductionem generalem ponere velimus. 

Functio rationalis ws’, denominatore in nominatorem ducto, ad aggre- 
gatum functionis integrae et fractae, cuius nominatoris gradus denominatoris 
gradum haud aequat, reducta sit. lam vero per methodos notissimas functio 
fracta illa in fractionis simplices resolula sit, quae hac forma gaudeant: 

N 


JN NO? 
Ie 
7n 


ubi constantes N et m? quemque valorem realem  imaginariumve — habere 
possunt. Inde clarum fit, has duas generales integralium propositorum formas 


remanere: 
gm OZ 





et 


ee ces ms 
(1— Se) fa 290 — 237) À — Aa] 


ad quarum aggregata omnia cetéra primi ordinis reduci possint. Illam formam 
per Z(, hanc per Y? denotemus. Iam vero hic quaestio oritur, quot et 
quinam numeri » et p sint, ut ad Z® et Y? ceterae cunctae funcliones 
similes, algebraicis functionibus adiectis, reduci possint. 

Ponamus hunc ad finem in aequatione identica: 


fU8Y4 -/vau = uv, 
U—y[1—2)—2z3)—23)(—4u2)-4s Ves". 
Evolvamus vero, ante substitutionem introductam, quantitatem U? ad dignitates 
ascendentes ipsius Z^, ita ut sit: 
U? = 1—(14+ A) Zt (A+B) zà—(B--C)3s4- Cz, 


ubi positum est: 


A = ++, 
B= VA Wu, 
O = A5. ul. 


Tum habemus: 


nil Mél) du Se es NRI 
ny 3 " 
NT. 

* 
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fuav = JT 


> 2m—S8 
= (2m—7)/ 577 1 — 4-14) - (A+B) s (BHC) 4 037] 
= (2m —*1)[ZC—9— (14-4) Z" 7 - (A+ B) Z"-9— (B+ C) Ze-- CZ), 
alque: 
[you = [Te  [- +A) s+ 2 (4A--B) 9 8(B4-C) 4687 
A) PER 2(A+B)Z°—— 3 (B-- C) ZU DL 4 CZ, 











Quibus formulis congregatis, haec aequationem identicam adipiscimur: 


1. 2743 = (2m—1) Zi 9— (2m—6) (14.4) Ze? 
+ (2m—5) (A+B) Ze ?— (9m—4) (B+C)Z OH (2m- 3) CZ. 


Quae formula docet integrale Z°*” semper'per integralia ZU, ZU, ZO, ZO. 
et algebraicam ipsius æ functionem exprimi posse, h quoque valore integro 
positivo gaudente. Derivatur enim ex formula praemissa haec, si m = (4--À) 
ponatur: 


M. fa 014020 4 22h en 
(Kaya, © EI ah ZEN (h+1) 
2. Z MCE 5+2h C Z 52h Z 


9428 ALB yarn weeny BY C7049), 
52h Beh TC 


unde clarum fit, Z*9 per Z9, ZU, Loo zo exprimi posse, ita ut 
numero » sensim diminuto ad ZO, ZO, ZO, ZO revenire liceat. Adnotemus 














h 

: : . (—h) h : 1 EO Ra: n'a) 
etiam, integralia Z~—” quae sub forma Y" ut speciales casus, ubi N=( =) 
et —;-— oo ponitur, continentur, etiam per quatuor illa integralia exprimi posse. 


Ponamus enim m — 3—h in formula (1.); tum habemus: 











ER 
3. zur = TE Hz aic (ALB) Zt 
2h— (—h) . 23 GER 
Hay (B+0Z EEE 


unde clarum fit, indicem % usque ad O diminui posse. 
Iam vero ad reductionem functionum Y? transeamus. Ponamus: 


U = s y[(1— (14-A) z4- (A+B) s— (B4-C) z?4- C 35)] = 3 43, 
‚= (1— E BS 


inde fit: 





R3 OL en 
SPA AM Sh Te ME À s PAR 
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: Ferre 02.(2° —(1+A)s*+ (AT-B)s*—( (BPCO cs"). 


du 
9 vous 02.45 röstll+A)3'-2CA+B)z+ 3(B&C)8*- 4080) 
Jet Y cep HAUTES 


5 Mere 1 3(ALB)3t—4(B4+C)2+5C%°) 





sive: 


Iam vero nominatores formularum (4.) et (5.), quippe qui rationales 
ipsius z^ functiones integrae sunt, in seriem finitam ad dignitates ipsius 


(1-52) progredientem, evolvantur. Quam ad finem, priori nominatore per 
fz’ denotato, habemus: 


ME Dy (1— m) 


BRIO sae se pepe JOUR *) — ete. , 





f(s) = f(m)—-m. 


ubi per f'(m), f "(m^) functiones derivatas ipsius fz^, quantitate 2° ut variabili 
assumta, atque loco ipsius 3°, quantitate m^ substituta, significamus. Facile 
videmus nominatorem formulae (5.) esse = f (3°); nec non habemus: 
f(n?) = m’— (44-4) m"-- (A+B) m^ — (B+C) m’+ Cm", 

f'(m) = 1—-2(1+A)m’+3 (A+ B)m'—4 (B-- C) m 50m”, 

f" (m?) — —1.2(1 + A)+2. 3 (A+ B\m° —3 .4(B+C)m’— 4.5 Cm, 

f" (m) = —1.2.3.4(B+C)+2.8.4.5 Cw, 

fim) = SUE EET 


Quibus formulis adhibitis, ex aequatione identica: 
[ve v+fveu Dr 
hanc adipiscimur aequationem: 
OE 2 PN fm’) FO ppm’) VOD 4 Eminem) Ye 
Di u Bee: 
(Eu mp »yc- 2 S mf (mn) yo- Und m*f'(m*)Y 9-9 


Hinc Mex hanc generalem formulam reductionis derivamus: 
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6. 2(p—1)[1— (123-4) m4- (A+B)m’— (B+C) m°+ Cm] Y ? 
(2p—3) [1—2 (1+A)m’+ 3(A+B) m*— A (B-- C) m+ 5 Cn??] Y C^—» 
+ (2p—4) [(14+A) m? — 3 (A+B) m*4- 6 (B+C) m°—10 Cm°] Ye 
— {+ (2p—5) [(A+B) m*— 4 (B--C) m*-- 10 Cn?] Y 9» 


+ (2p—6) [(B+ 0) m*— 5 Cn] Y + (9p—7) Cn? Y 9-9 + 545 


NES 

m’ 
Qua formula ostenditur, si p — 2 ponatur, Y? semper per functiones Y cum 
minoribus indicibus, idonea functione algebraica addita, exprimi posse. Si 
usque ad p —2 pervenimus, YO per YO, YO, YO), YO, YC) expri- 
muntur, quarum quatuor ultimae facile ad functiones ZW, ZW, ZO, ZO) re- 
duci possunt. 

Quae cum ita sint, omnia integralia Abeliana prima ordinis ad has 
functiones 

ZG RANGS ON ZY 

sive ad haec integralia: 


‘OZ 2° .0% 5*.05 2° LE fe, Noz 
Ami Ww Aa 2 JT Ae ( 
1— = de 


reduci posse, clare demonstratum est. _ 

Adiiciantur adhuc hic formulae in generali theoria haud supervacaneae, 
quae ex aequatione (6.), ibi primo termino =O posito, atque p — 2 facto, 
emergunt. Habemus enim his positis : 

1— (1--A) n? 4- (A+B, m*—(B+C) m*-- Cn? = 0, 
sive 
v (1—m»5)(1—m'z)—m231—mp,w)-o. 
Inde sequuntur hae suppositiones, ut primus terminus evanescat, aut: 
m = m N = >; 


tum enim fit 


"Oz : s OZ 
(2) =: ER 2 (0) = RER 4 (—1) mec 
yo-o Y= fe, "yof 95, wy AE ete. 
aul: 
= aut n! =, aut EE 
Inde, functionibus ZO, ZW, ZO, Z9 loco ipsorum YO, YO", YO, yc» 
apte introductis, ex aequatione (6.) has formulas memorabiles ehe 
7. [= (A+B)20-2(B+0)2®+ 3020 — 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hft. 3. 29 


nl, am = 





Uo wb, eee eee fa IPS Cher ee T2 a "E NUS P ONE E 
NE Ce er DIE 2 Mek Bia RUE. Meer mJ ls i el ond NM Res rtg o Fe Aa He de ps 
À " Nbre Vo Vo E da je ly NT SE à nO LN OD) IE Cost 
j Ai , + 4 uy j h cer, rn Lc MON. RL EE s 4 
* = ^ * P COS > eRe [Dy 
7 , ELS 
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(=) AA) Au) ds 
(1—2°) ds 


hr (A+B+ C) Z+4 (A+ B—C) Z— (2B+0) 79-3 020) ] 


8. 


204--A) , 3(4+B) 4(B+C) '5C 
CR er orc 


(1—x' 2^) 4z 
AR. CB) SC AB, 
Ce taU URS NEAR | 


LEE C zo SEE 3C 70 — € 





Buts. 


E ft 1062 i410, 3034 








AB 200), 3€ 5, (ALB €\ 7a 
er ASS 3r. JE )2" 


2(B+0)_ ©) 76 EIS 
CA USC 9) 20 455 Z9 — Tae 
as de Ne itso 4(B+C) Sos 
11. APR TU Wu D E 


ATE +0; $c ‘ awe CN way) 
(a? jar (Fe) 





GO" cp 4820, ds | 


1-u’2’ 
Quae formulae docent, integralia formae Y(®, quorum parameter = vel uni 
modulorum, vel unitati aequus est, vel in infinitum abit, semper ad integralia 
formae ZU, ZW, ZO, Z® algebraica functione adiecta, reduci posse. 
Jam vero, ut distributionem integralium propositorum definiamus, ad 


illam quaestionem generalem reverti licet, ad quaenam integralium formas 
delabamur, duodecim nostris substitutionibus fundamentalibus in integralia formae: 


Jie 
dz 
m--ny” 


Has enim duodecim substitutiones formae: 2° = MOS) in quinque illis 


functionibus, ad quas omnes ceteras reduximus, adhibere debemus. Quo facto, 


integralia / SE et = % in hane formam abeunt: 
A3 A3 





a 


introductis. 
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u 
dy 





Integralia vero 3: ne 
"e (A4 Zz PEN N GES" 
CEE a Ya 


so 
Integralia formae: e. hanc formam shed 


Ju "i ee Moy if, Noy : 
Ga) ay J (+ Lo) ay 


quorum integralium secundum per hôte expositas ad E integralia: 


Den LE d 
ay IDA Ly) Ay 


6 
reducitur, functione algebraica adiecta; ita ut legrato fe 
gregatum: : 


[ME SEC eme Noy 
(14- ey 


exprimatur, ubi A, B, C, D, N constantes TOU DEI atque fy functio 
algebraica est. 


Integralia denique ultima fi NUS 


(= = ds 
CHR Nay 
+ 
depu Jo (1—— Lys 
q 


Iam vero ex artc. (33.) et (34.) capitis tertii videmus, quantitatem. — — in 


: in horum commutantur integralium aggregatum : 

















per hoc ag- 





, per huiusmodi aggregatum ex- 


primuntur: 





omnibus duodecim substitutionibus, vel modulum novi integralis, vel — 1, 
vel — O0, vel — oc fieri, ita ut integralia formae Y, quae apud transfor- 








‘2° Oz A A e Uit 
alque / —— proveniant, ex formulis praemissis 


(7.), (8), (9), (10), (11), ad integralia formae ZW, ZW, ZO, ZO reduci 
possint. Habemus igitur has reductiones, si duodecim substitutiones adhibeamus: 


p Bz°) 03 
dz 


mationem integralium 


Integralia formae . qualibet substitutione fundamentali 


facta, in eandem formam redeunt. 
29 * 
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z 4 6 
Integralia formae es qualibet illarum substitutionum ad- 


hibita, reductionibus factis ad haec integralia reveniunt, functione algebraica 
adiecta: 
ses zen 2’)02 Di a: 27)05 _ 


Integralia m fS a , qualibet substitutione fundamentali in- 





1) ) 43 


troducta, in huiusmodi integralia abeunt: 


— 0% Nos 
Sacs — =) vee 


Semper igitur ad tria genera integralium reducimur, quae etiam prorsus 
diversa natura gaudere, eodem modo ac tria genera integralium ellipticorum, 





videbimus. Vocemus igitur primum genus: 


VE (M,-+ M, 3°) oz 
c ds 


= 129 
secundum genus: 


wh, (CM s*+ M, denen. TIE 


3 Oz 
E TEE 
Ji (1—25:)45 


ubi quantitas c constans quaelibet est. 


tertium genus: 


MT 


Theorematis fundamentalis expositio generalis. 


Quam distributionem ex natura integralium Abelianorum emanare, 
theoremate Abeliano fundamentali demonstratur, quippe quod hic exponamus. 
Hunc ad finem has functiones integras ipsius æ alteram parem, alteram 
imparem assumamus: 
Ay tA, v'4+ ele, LATE 
Byx+B,a2°+ etc. + B,a***, 
utramlibet functionem, per O,x denotemus, alteramque per O,x. Deinde 
functionem (1—2a?)(1—2?a?)(1—2'a7?)(1—,/^ 2^) in duos factores pares Pit 


12. 
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et yx discerpamus, ita habeamus: 
13. y(1—a)1—2z2)(1—22)(—4u2)-y(g,z.qcz)-— 

Iam vero dico functiones: 

(Oc) (px) et (@æ) (Gg. x) 
eiusdem ordinis ipsius æ esse non posse, quia numerus quo differentia ordinum 
ipsorum (0,c)' et (O,a)* exhibetur, formae AK-+2 est, dum differentia ordinum 
functionum q,c et ya divisore 4 gaudet. Hanc ob rem, O,x ut eam am- 
barum functionum (12.) assumere licet, qua ordo ipsius (O,x)'q,2 maior quam 
ipsius (0,7) px ordo reddatur. 

Tum pono productum hoc: 

14. (0,2 q,x —(O;my mx = Fa, 
in factores formae x’— a; dissolutum esse, ita ut habeamus: 

18. (Or) pr—(@æx) px = A(a'—aci)(a ©)... (a —,) 
ubi A quantitas ab æ non dependens est. 

Iam vero coefficientibus A,, A, etc. atque B,, B, etc. ut functionibus 
unius vel plurium variabilium independentium, quas y, 3 etc. vocamus, tractatis, 
contra z^, 4^, uw’, ut conslanlibus, radices æ,, a» etc. funcliones quantitatum 
y, 3 etc. fore clarum est. Illustrissimum igitur theorema Abelianum, ad 
nostrum casum specialem restrictum, ita audit: 

„Quantitatibus æ,, æ, etc. ex aequatione (15.) determinatis, hae re- 
„„lationes trium transcendentium ZZ,, IR, IT, valebunt: 

& JT, a, + & L1, x24 eic. + Hix, TC 7310, 

a H,2,4-6& Ihm, tete -- e, Im, 4-C = v, 

& LT, x, + & L5, + eic. T8,152,4. C == G 
„ubi C quantitas constans est, quae nec cum quantitatibus y, 3 etc. nec cum 
, coefficientibus A,, A, etc. By, B, etc. mutatur, v vero functio algebraica 
et & functio logarithmica earundem quantitatum vel coefficientium, tum denique 


S5, & ele. — 41 vel — —1 his aequationibus determinantur : 
16 zi (0, z,)Y (9, 2,) &= = D, æ,)V(p: VP, æ,) etc., a= (9, Tu) VY, Tu) , 66 
t Gauvin)” | ) m, (pa) "0 O, uV (qu) 


In producto enim (14.) nk ipsius z^ prima radicum aequationis (15.) 
— x? introducta atque per 0,0,a, et à, O,z, his functionibus: 


OA OA, 9 OA. ; OA, n 
xis p eic. + dy c, 


1* 
e o 4 zi? 2 > xi + etc. OA , 





226 16. Richelot, de integralibus Abelianis primi ordinis comm. prima. 


apte denolatis, ex (15.) haec aequatio deducitur: 
18. (9,8) pti — (0:21) qaa, = 0, 
atque huius differentiale partiale, dum a, ut functio ipsius y tractatur: 


à 
19. F'm. à +2[9,2,0, 0,2, . pri — 0,2,.0, O22, pra] = 0: 


Hic vero formulis, quae ex aequationibus (16.) facillime deducuntur: 
O, ti Pr ry —= a X, 2, 





0,7, Pr Li = €; 0,2, AL: 
substitutis, atque utroque termino per (1-).P x,.Azx, diviso, nanciscimur : 
2(0,2,.0,0,7,—0,2,0,0,20,) _ 2 Ox, 1 
ge Ba uy 
(F'x) (1— =) (1—=3) 4a, 


OR Me H 
dE (1595 Dinah 


x 
m 


20. 


Sin ponamus: 





ex aequatione (20.) cum quantitates m’, z*, 1, w, c constantes sint, sequitur haec: 
J (1— 71 )F'a, 

Prorsus eadem ratione nanciscimur similem aequationem differentialem partialem 

pro quaque ceterarum radicum, nimirum: 


* oll,z, au. 2((9, 2, ) (9, 0, L,) —(9, 2,) (0,0, 2,)) 
2 2 5 
ey (1— 55)r'z, 
24^ elc. 
5 TE ES 2 ((0, xy) (0,0, xu) — (0, ©) (9 O,x,)) ; 
u y c? À 
(1— 25) Fa, 


Functionis integrae: 

0,70, 0,2 — 0,7 0,0,x 
ordo numerum 2»-4-2p--1 superare nequit, quo functionis F'z ordo semper 
maior est; ita ex notissimo theoremate de fractionibus algebraicis sequitur esse: 


Te oo AS e» ————————————————— ———— 


(1- 2) Pa, (=) Fa, 


icr Brea Dy CLUSTER OE = mn. (0, m) (Oy O, m) — (9, m) (9, O, m) d 


(a— TAY F'a, 2 F(m) 
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Aequationibus igitur (21.) additis, habemus: 
29 O[H, x, + TI, x, + ete. + Ua] _ m.(0, m) (Oy O,m) — (0, m)(ö, 9, EME 
; oy - Fm 
eodemque calculo ad variabiles ceteras independentes, 3, etc. extenso, iis- 
demque signis adhibitis: 
O (II,o, + H, x, etc. --H,m7,) _ m.(0, mà, O, m — O, mod, O, m) 
Oz Hn Fm 
etc. 


23. 


Ex his aequationibus differentialibus partialibus, aequatio haec differentialis 
totalis derivatur, loco Fm valore ex (14.) substituto: 


m(O, m.00,m— 0,m00O, m) 


TT PR yw m-(O mig m 


ubi per 00,m et 00,m hae formulae differentiales denotantur : 
© Ay+m O A,--m* O A,-- etc. +m" 04A,, 
m © B, +m? 0 B,--m^ 0 B,+ etc. --m**' OB,. 
Aequatione (24.) integrata, adipiscimur: 


int o 
25. Ia +1,24 etc. -- H,m,4- C = pas oe entre 


Hac aequatione tertia aequatio theorematis enuntiati exhibetur. Ut utramque 
priorem eiusdem theorematis aequalionem inde derivemus, utrumque terminum 





aequalionis (24.) in seriem secundum dignitates ipsius un ascendentes progre- 


dientem evolvamus necesse est. Quem ad finem in integrali: 


IT, x en 
a Gi de 


1— et 


posito, prior terminus hanc seriem P 
ES On, P OL, 
Ö. (uf. ah iem + etc. ee YS ) 
si je c i qe 24020, 
26 i = (age = ars note MAT Re team ve =) 


x i "zy v. Fu EO, 
n. . Cyl ——— + € An + elc. + Eu 5 m. ) 
-- elc. 


Alter terminus ita scriptus: 
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O,m /|rq,m 
m ms Om y m 
0.(5—— log = 
"12 Am quA m o Yes m 
p,m 


in hoc differentiale abit: 


on) [e Ve C Ds Gals ete 


Cum vero O,my(yım) maiori potestate summa ipsius m, quam O, m y(qxm) 











gaudere, assumtum sit, nec non Am (ne) functio impar sit, eidem functioni. 
O,m q,m 
hanc formam tribuere licet: 


4 (p. D, 4 Dizi ete-). 


m 
TG, HERO : À : 2 T. 1 
Eodem modo functio - in huiusmodi seriem secundum potestates ipsius = 


progredientem evoluatur necesse est: 
1 1 
m? (E+ E, m? +- etc. ) E 


5 ; : HI. 1 
Quibus collectis secundus terminus ad potestates ipsius n evolutus hac forma 


gaudebit: 
27. n*. PE, D,)+ Or +, (EDi+ E; D, + 4 o Ey) + etc. 


DD NE NE D RD to ea PECORA finitae algebraicae coefficientium 
ipsorum O,c et O,x fiunt. Evolutione (26.) cum hac ultima collata, quippe 
quae pro quoque valore ipsius m valet, nanciscimur has relationes, dum inte- 
grationes faciamus: 


af. — Ha fete. tf. — s. +6. 0; 














E a? pr ir fe du. H eto, y AES u EA C = 0, 
uf, = D Te Dr MU EA PERTH cies E s TC = E.D,, 
x a ae = à U 
WE 2 af = c; MUS OLE” + etc. E re pl E, D,+ E, D, 


T4 ED. 

Hinc utraque prior relatio in theoremate enuntiata, derivatur. 
Prorsus simili ratione integralia Abeliana superiorum ordinum in 
tria genera diversa dividuntur, ad quae cetera eiusdem ordinis omnia re- 
duci possunt. Quam rem calculi extensi causa praetermittamus. Tria ge- 


| EPA GRO RYE a c NA 
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nera transcendenlium hoc modo primo introducta, cum tribus generibus inte- 
sralium ellipticorum eadem natura gaudere, ex iis quae supra allata sunt, 
clarum esse videtur. 4 
Ex theoremate allato, theorema de additione functionum Abelianorum 

ila derivare possumus. Ponamus coefficientes functionum O,x et O,x: Aj, 
A,, etc. A,; By, B,, etc. B, per (p+n<+1) quantitates 2, Ta) DICIS SE 
ita determinatos, ut habeamus: 

92.991) = Osa (qna), 

0,2. y (qi T2) — Do Y(p: T2) 

etc. 
O, zi V(PiTpqnrr) = Opa Pr Conti), 

unde p+n-+2 coefficientium illorum omnes usque ad unum, qui in aequatione 
(18.) per divisionem tollitur, ut functiones rationales ipsorum z,, z;, etc. 
Y(q129), qi) etc. atque. y(qoc,), y(p:æ2) etc. inveniuntur. Quas quan- 
litales æ,, æ,, etc. in locum variabilium independentium y, z etc. successisse, 
clarum est. Aequalione (18.) vero per productum 

(a^ — a1) (a? — 23) -.. (a — 25 L1) 
divisa, ceterae quantitates 25,,,», 25,,,,5, elc. a, ut radices ‘aequationis 
(u—p—n—1)ti ordinis dantur, cuius coefficientes ipsorum x,, 2, etc. y(pim), 
V(Pit.) etc. y(qoa,), y(giæ) etc. functiones rationales fient. Quippe quae 
aequatio, ordinibus ipsorum O,a et O,æx apte electis, secundum gradum ipsius 
x, haud superat, quo minore gaudere nequit. Sit enim ordo functionis q,2—2», 
nec non ipsius q,z—2»v,, tum sive O,x sive O,a functio par est, quia functio 
(0,2) y, x ordine 2u gaudet, quem ordo ipsius (0, z)' p,a haud aequat, habemus: 


eu > 2n--v,4-2p-- 14-5, 
sive 
je a poe in i. 
unde sequitur numerus relinquarum radicum: 
= U—N nno Te — —1. 





Ergo, cum 7,+7, = 4 sit, ordo ipsius a^, in aequatione, de qua diximus, 
numerum superet, necesse est. Ut vero hic ordo fiat secundus, habemus, 
si functio O,x ordinis 2» fuerit, hanc conditionem: 
u=n+p+3=?2n-+vV,, 
p=n+n-—-3, 
sin functio O,æx ordinis 2p +1 fuerit, hanc aequationem: 

Crelle's Journal d, M. Bd. XII. Hft. 3. 30 


sive 


x ios d AM prt "a De " pote 
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u=n+p+3=2p+1+1, 

n= pV 

Illic habemus ordinem ipsius O,@.y(pız), =?n+rv, et ipsius Or y(q»c), 
— 9n--y,—1, hic vero ordinem ipsius O,vy(g,v), =2p+1+y, et ipsius 
O,cy(qoc), = 2p--"i. 

Unde videmus in huiusmodi evolutione fractionis: 


Gen 4 dp 
Ox y (q, 2) = D zT Dia ete 


sive: 





coefficientem D, evanescere non posse, sed functionem algebraicam quan- 
tilatum a,x, etc. fore. 
His collatis theorema illustre antea expositum ita enuntiare licet: 
„Si quantitates æ,, ©, elc. c, ul datae assumantur, unicuique trium harum 
,inter integralia J7,, //,, II; relationum: 
II,2,4- H,2, 4- etc. HI, ©, 
— 85-4 I, 2,1 lie, C, 
IT, m, + IT; x, + etc. + 520,3 
== —6, 111%, 6, APRES CNE E, D,+ M, (E,Di+E;D,+4E,D)), 
IT, de erm a+ ele. +11; 2,_2 
ee ais Ty ey Mery Oa e O, m y (q, m) 4- O, mvp, m) 


Po 05 O,my(p,m) — O,my(q, p,m)” 
haec aequalio quadratica ipsius a^ respondet, 


0,2) .9,r— x)’. gp, S RS 2 
ea ATTE — A(zi—a (aa) = 0. 
Ubi habemus: 
4o — y[(1—2)(0 —z2) —Aa?)(1—4)x)J- y(qioqia) 
alque functionis px ordine = 2»,, ipsius p.x ordine — 2», posito, si nu- 
doo w= 2n--v, ponamus: 
O,r = A+Aa 4- etc. + A, o", 
O,x = B,+B;,x°+ etc. HB alt=, 
„sin numerum 4 = 2p--1--», ponamus: 
O,x = A,x+A,x J- ele. +A,x?t!, 
O,x = B, +B;,x +etc. +B 
»Coeflicientes functionum 


* 


Pe got 
Yi AM . 


O,x et O,æ his aequalionibus determinantur: 
O, 2, y(qi2) = 0,2, (q22), 
0,27 Y(Yı®:) = Oy 25 Y (95 23), 
elc. 
O,c, ay (quao) = Ru Y (928, )- 
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„Functiones algebraicae, quas per D et E denotavimus, ut coefficientes harum 
„„serierum dantur: I. 


es Ge) = Dee — + etc. i 


1 
= = MR D eic? 


„quantitates denique &, , et e, inde ex his ambabus aequationibus inveniuntur: 


2 2 ERS Garey em O, zu ee 
u—1 * O, 2,1 Du Ps Eu & €, Ly, Pa Lu 


Schall ton: 


Aequatio quadratica, cuius radices gua el æ, sunt, duabus aequa- 
tionibus algebraicis inter quantitates a}, 25, .... c, aequivalet, pro binis 
aequalionibus transcendentalibus, quae ex arbitriis nominaloris ipsius JZ,x 
coefficientibus originem trahunt, locum tenens. Quas aequaliones protinus ex 
lheoremate ipso provenire, alio loco ostendemus. 

Inde ex hoc theoremale, numeros v, et 7, quibuscunque. modis, fieri 
polest, ut summam —4 efficiant, mulanles, tolidem varias suppositiones aequa- 
lionis (18.) derivare licet, quibus factis aggregatum quotquot datorum inte- 
gralium Abelianorum primi ordinis, ad aggregatam duorum reducuntur. 


Adnotandum adhuc est, Cl. Le Gendre in commentatione iam citata 
(Fonctions elliptiques, troisième supplement $. Ill. art. 220.) integralia huius 
_ formae: | 

Ox fx 
(x — e) Y (ga) 
in tria genera dividentem, in errorem inductum esse, cum obtinuerit integralia 


formae: 

ct Ox 

vg) 1. 
Vp = A , —1 ; ME 
nisi numerus e minor quam cen sive —— assumatur, prout A, ordo functionis 


px, par sive impar fuerit, functione algebraica adiecta comparari posse, hanc- 
que ob rem secundum genus horum transcendentium constituere. E notatione 
enim illic introducta, est: 
Swe = C+11X. 
30 * 
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ubi per J7X coefficiens ipsius —, in evolutione secundum ascendentes ipsius 


1 A S. : 
=| potestates ern, functionis huius: 


log (9262-0, evo) 
Gr v(q, à) — 9,2, %) 








y I 
denotatur, ibi posito: 
Ox = atart+etce. +ax”, 
O, x — b, + D, x + etc. + b,x", 
q,c = %+a,xr-+ etc. + a,x", 
(9, = Bo B,a + eic. ide, 
V(Pie-Grv) = y(pæ). 
Iam vero facillime intelligitur, hanc functionem ZZX etiam logarithmicam fieri 
posse. Cum enim sit »,4-», — À, numero à ut pari assumto, ponamus: 
2(n—p) = u-—v, 
tum fractione — — in huiusmodi seriem dissoluta: 
V(px) 
INT 1 1 
(—) [E+EıZ+ Ez ete) 
et functione: 
ER RI) 
Ozy(g, 2) + O, e Y(q, 2) 
in huius formae seriem abeunte: 


às y ty + bp Y Bu A 1 
(er Dit Dogs + etc. 
habemus, e — | posito: 


NE An ve,+b, Y Bu 
ED E og (ne) 








alque Per * posito: 
n LA -b 
HX = E,D,4- E, log (rU 


elc. 

Haud praetermittamus adnotare, posito 2 (a—p) = M—» numerum 
novorum integralium, per quorum aggregatum, quotquot datorum ines 
eiusdem formae aggregalum, exprimilur, quam minimo valore -l-i 
gaudere. Habemus enim numero omnium radicum @ posito, quia 2(n— p) 
—=u—v est: 


o = 2n+yv = 2p u 


ergo: 








B 
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À 
0 = np t. —abpbi- 
Numerus datorum integralium =n-+p-+1 esse debet, ergo numerus no- 


vorum est: 
À 
me 0 els Lu ed. 
Cum primum igitur integralium formae: 
JE atom 
Y (qa) 
A : : : - : 
——1 integralia nova exprimere velimus, functionem lo- 


2 
garithmicam adiiciamus necesse est.. Unde clarum fit, illa integralia, si A par 


aggregatum, per 


À : : : : 
est, atque e — ;- —2, ad tertium genus transcendentium, quippe quod, functione 


logarithmica adiecta, comparatur, referenda esse. 

Omnia, quae de integralibus Abelianis primi ordinis hactenus attulimus, 
sine ulla difficultate ad ceteros ordines extendi possunt. Quorum ordinum 
integralia eodem modo in terna genera diversa dividuntur, quorum primum 
quantitate constante, secundum functione algebraica, tertium functione logarith- 
mica adiecta, comparalionem admittit. Haec vero hic non exposita sunt, partim 
quia per se ex iis quae attulimus emanant, partim quia in disquisitionibus 
nostris altioribus, inprimis integralia Abeliana primi ordinis, proxima ad inte- 
gralia elliptica, amplexi sumus. 
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17. 
Mémoire sur l'intégration des équations linéaires aux 
différences de tous les ordres. 
(Par Mr. Guillaume. Libri.) 


(Lu à l'Académie Royale des sciences de Paris le 28. Octobre 1833.) 


[in tr-o:du.e-:-^107n: 


I existe en analyse plusieurs questions qu’on sait résoudre seulement dans 
les cas particuliers, mais dont on ne connait pas la résolution générale. Je 
me propose de prouver, dans une autre occasion, que l'on possède tous les 
élémens nécessaires pour écrire en analyse les opérations particulières qu'on 
sait effectuer, et pour en déduire dans tous les cas la formule générale 
cherchée. Mais dans le mémoire que j'ai l'honneur de présenter aujourd'hui 
à l'Académie, je m’occupe seulement d'une question spéciale du genre de 
celles que je viens d'indiquer: c'est-à-dire de l'intégration des équations 
linéaires aux différences de tous les ordres. 

On sait que dans toute équation aux différences, si lon donne une 
valeur déterminée à la variable, on pourra toujours trouver l'expression 
de l'inconnue à l'aide d'éliminations successives. Intégrer l'equalion proposée 
n'est autre chose que trouver le résultat d'un nombre indéfini d'éliminations. 
Non seulement ce probléme n'a pas été résolu dans toute sa généralité, mais 
méme dans les équations qu'on appelle linéaires, on ne sait résoudre com- 
plétement que celle du premier ordre, dont l'intégrale a été donnée par 
Lagrange. L'intégralion des équations linéaires aux différences est une 
question d'autant plus importante, qu'elle se présente lorsqu'on cherche l'ex- 
pression en série de l'intégrale des équations différentielles linéaires, équations 
qui se rencontrent sans cesse dans les applications de l'analyse au calcul des 
phenomenes naturels. 

En 1827 j'ai publié un mémoire sur quelques formules générales 
d'analyse, dans lequel je suis parvenu à exprimer le terme général du dé- 
veloppement du polynome, sans passer par les termes précédens, comme on 
l'avait fait jusqu'alors. Pour arriver à celte formule j'ai dû intégrer une 
équation linéaire aux différences d'ordre indéfini. Maintenant pour trouver 
l'intégrale d'une équation linéaire aux différences d'un ordre déterminé quel- 





»- 





nt ae ut a A quarc Fa ER ER 
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conque, j'ai taché de la réduire à une autre équation d'ordre indéfini du genre 
de celles que j'avais intégrées dans le mémoire cité. A cet effet j'ai supposé 
que l'équation proposée était d'ordre indéfini, et puis j'ai multiplié chacun de 
ses lermes par une fonclion discontinue telle qu'elle devint zéro pour tous 
les termes ajoutés à l'équation proposée, et qu'elle fut égale à l'unité pour 
tous les termes compris dans cette équation. De cette manière ayant ramené 
l'équation proposée à une autre équation que j'avais déjà intégrée, je n'ai 
eu qu'à effectuer les substitutions pour avoir l'intégrale cherchée. Dans ce 
mémoire je donne l'intégrale de l'équation linéaire aux différences du second 
ordre à coelficiens variables. Par une analyse absolument semblable, on in- 
tégrerait toutes les équations linéaires aux différences des ordres supérieurs. 

Les fonctions discontinues que j'ai choisies pour facteurs, sont d'une 
grande simplicite. Je les ai employées pour la premiére fois dans un mé- 
moire qui a paru récemment dans le Journal de Math. de Mr. Crelle. On 
pourrait se servir également des autres fonctions discontinues déjà connues, 
et on résoudrait également le probléme. 


AMEN ar Eyes te 
Etant proposée l'équation aux differences d'ordre indéfini 
U Qe, (ay) Yo + Pot (ay) Yit 9x2 (ay) Yot Px 3 (zu) Y3+ Lx a (2) y an 
T0 (To) Ur ach Pi (ay) Yx,—1 
si l’on y substitue successivement les valeurs de %, %, y,. etc., déduites 
des mêmes équations, on aura la série 
Yx, = x, (Lo) Yo + 4 « i (T6) Yı 
+ Ps, (20) (93(2) yo + Pr (2) ys} 
+ Pas (29) {Ps (3) yo + 9 (3) ys 1 (3) [2 (2) yo (2) 911} - 
PSU eg )yit 9: (4) {pa (2) yo + Pil?) mi} , 
| + 14) 19: (3) yo + 3 (3) jv (3) [pr pa. yıl) 
$5(9)yo + Pa(5) yx + 4505) (93 (2) yo (2) yi) 
+ Pa (9) 193 (3)go qs (3) gi + 91 (3) [93(2) go + 1 (2) 9i] 
+ g1(5) [ ga (4) yo + s (4) y + 9: (4) (Po 2) got (2) 41) 
+ qa(4) (gs (3) yot RB) yt qi (3) 2) wot oi Sul] 
M: + q.s (To) Ay 
es ris EE Ps (Lo—2) ys + etc. 
+ Pa (do) |, 1 (01) Yo 4, 1 (20—1) yi + ete. 


+ (9. —5 (ay) 
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dans laquelle la loi des termes est manifeste, car le terme À, se forme en 
changeant a en w dans tous les termes précédens. | 

A présent si l'on partage celle série en autant de séries partielles 
quil y a de facleurs, ou, ce qui revient au méme, si l'on groupe successive- 
ment tous les termes composés d'un seul, ou de deux, ou de trois facteurs, 
et ainsi de suite (en ne considérant généralement qw) yot+yıla)yı que comme 
un seul facteur) on aura l'équation 


| B, Px, (29) Jo + 9, a (tu) Yı - 
+B, + Px,-2 (Lo) (4 (2)%o+ Pil2)y 1) + qx, s (Lo) (9; (3) yo + 9: (3) y 1) 
+ Ps a) (94 (4) yot PsA ee 
eT quao) (9,2 (29—2) Yot Px,—3 (ay—2) yi) 
Yx, v B; —4- Px,-3 (zu) {Pı (3) (q» (2) yo- Pi (2) yı)! 
+ px (ay) {P2(4) (spa (2) yot Pi (2) ys) +91(4)(ps(3) Yo+Pa(3) yi)l-- 
ee (pa qu) Pxy—4 tu. (q5 (2) yot pi (2) yi) 
+ 9x5 (xy—2) (Ps (3) yo Pa (3) Yi) cT ele. 
jee etc. | + elc. 
dans laquelle on a indiqué par B,, B,, B,, etc. les séries composées d'un 
seul, de deux, de trois facteurs etc. 
Maintenant la série B, a pour terme général 


Px,—x, (ay) (Px. (2,) Yor Px,—1 (a) yi) 
(pourvu que lon donne successivement à x, toutes les valeurs 2, 3, 4, ... 
. æ,—1) et partant on aura 


B,— = px G8) (ps n) ge Para Q0) an). 
De méme la série B, a pour terme général 

Px,—x, (Lo) Prix, (0) (Px, (02) Yor 9 (22) Yı) 

ou l'on doit faire successivement 
( ES then ) 
RR why era oe 
d’où l'on déduira 
x-—xQ—1.x-—x, 


B. = ee iem $x,—x, (2) Prix; (2) (px, (æ2) Yo ar Px,-ı (a2) y 1): 


Il est évident qu'en continuant de la même manière on obtiendra en général 


4 
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Be ee 2261 “u—1 > *u—1 
Ha a POR dor Ss Pax (ay) Q x —x, (24) Q x,—x, (a3) ge A OG 
MU Na] Xy—1=2 


Be (x, (mu) Yo 9, 1 (22)91)- 
Et si l'on fait pour abréger, 


y Ng TX] 
en dent Xu—-1—X*u—2 = log = T 
Au Ss . . . . > pen) ei Oo vx 
Su Xe U—l NEL. 
on aura aussi 
Sz Xg—"Vs-1 
ON ES | 
s=1 —u—: 
B, = 6€ x,=u—s+l Pax (&) Px,- x, (æ) ett (qu ^ (21) Yo Poe, a1 (221) y) 
$—u Me X5—1 
3 d = u—2 
= = —_ © l PA 
== e b UA E (pis (ni) Yo si: 9 1-1 Fue) y) CRE ue (2, —2)] . 
Et enfin 


US B,+ B,+ B;----+ Bu 
Px, (29) Yo Qc 4 (xv) Yı 


s—u Kr 


RE. = loge X 


U=X, 


+ > us EQ (quus (a ri yg eye u) 


L'analyse précédente n'est qu'une répétition de celle qui nous avait 
déjà servi à trouver le développement du polynome (Mémoires de math. et 
de phys. Tom. I. pag. 3—6). Nous allons voir maintenant comment elle 
jut s'appliquer à l'intégration de l'équation linéaire aux différences du 
second ordre. 

Soit proposée l'équation linéaire du second ordre 


In 0,9. 41 1- 5,9. 5 +C 
dans laquelle a., b., c., sont des fonctions de 3. On sait qu'on peut 
toujours la réduire à une autre équation linéaire aussi et du second ordre, 
qui ne contiendra de terme en z seulement. Supposons que cette nouvelle 


équalion soit de la forme 
UE e fi (ay) Yx,—1 + fr (29) Jc 5 
si l’on fait en général 
(pu) = Ged 
4+0? 


(u étant un nombre entier positif). 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hft. 3. 31 
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on aura toujours 


pu(&) = 0, (lorsque u > 2) 
et 


pu(&) = 1, (lorsque « — 3). 
On aura donc identiquement 
Ja fa (ao) Yx,-1 + fo (&)Yx-ı 
= Px, (Lo) Yot Px,1 (ay) Yr + Px,—2 (Lo) Yor + Pa (2) Yx=2 + 41 (Xo) Y x,=1 3 


et comme cette équation, d’après ce que nous avons déjà vu, a pour 
intégrale 


Yx, = Pr (Lo) Yor 9x, (Lo) Yı 


s—2 Xg—Xs—l 
U=X, = log = 1-29 
d = e urs LET. (pa (2,1) Yor 9x, 1-1 (2,1) yi) [9x,, 2a (2,—2)] ? 


on aura enfin en substituant en général la valeur de 


Xo 
gum) = EOS, 
12-0357 
x, V1 SE elt iru 
ve ee if ue 
1-F 08 eed NES 
ae Far EACH (Tu 1) Yo fx 1 (Œu—1) Yı Fre ut (m2) ds 
Dou du RECS nee) ome A 
Lxe s=1 8 an | Y Xu | Emo 
2 1+0 1+0° i 


et cette formule donnera l'intégrale de l'équation linéaire du second ordre " 


Yx, = fi(To)Yx1 + (29) Yx,—2 0 
en observant que la série des fonctions 


fa), fm), + +--+ Fan), ete. 
est tout à fait arbitraire, pourvu que f, ei f; correspondent aux valeurs qui 
se déduisent de l'équation proposée et que parmi les autres fonctions fs (29). 
f.(ay), ete. il n'y en ait aucune qui devienne infinie. 
Pour transformer l'équation du second ordre, en une équation d'ordre 








indéfini, nous avons multiplié par le facteur a , mais on pourra se 
1-028 

servir de toute autre fonction discontinue y(w) telle qu'on ait w(u) = O, 

lorsque 4 —2, et w(w)- 1, lorsque w<2 (w étant un nombre entier 

positif quelconque.) 
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I] est clair que par la méme méthode on parviendrait à intégrer 
toutes les équations linéaires aux différences des degrés supérieurs. Seu- 
lement si l'on voulait, par exemple, intégrer l'équation du troisiéme ordre 

à Ye hi (ax) Yx—1 +h (a5) Yx,—2 + fs (Xo) Yx,—3 9 
après l'avoir transformée comme ci-dessus dans l'équation d'ordre indéfini 
E jx, = Px, (a) Yo Px—-1 (20) Ji zh Px,—2 (a) YotPx,—-3 (ay) fs was + Pi (a) Yx,—1 
il ne faudra commencer la substitution que par y;; en laissant yy, yi, y», 
qui seront les trois constantes arbitraires de l'intégrale. 


IT TES AP OS 


| 
à 
1 
4 


31 * 
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18. 


Memoire sur les integrales definies aux differences 


finies. 


(Par Mr. Guillaume Libri.) , 
(Lu à l’Académie Royale des sciences de Paris, le 8. Juillet 1833.) 





]5n*t$r2zotcd/ usc POI 


La théorie des intégrales définies a occupé dans ces derniers tems les 
géomètres les plus célèbres. C'est surtout en cultivant cette branche du 
calcul intégral que les analystes sont arrivés à ces belles formules de trans- 
formation qui ont tant perfectionné l'analyse des équations aux différentielles 
partielles, et qui par suite ont contribué puissamment aux progrés de la 
physique mathématique. Mais en s'occupant presqu'exclusivement des intégrales 
définies aux différentielles, on a négligé beaucoup trop la théorie des 
intégrales définies aux différences. Il est vrai que par le théoréme de Mr. 
Fourier on peut toujours passer de l'un à l'autre de ces genres d'intégrales: 
mais les formules qu'on obtient de cette maniére, sont tres difficiles à 
calculer et ne conduisent presque jamais à des résultats finis. Quant aux 
séries infinies dont on connait la somme, elles ne sont autre chose que des 
intégrales aux différences finies; mais ces intégrales ont toujours pour 
limites zéro l'infini, et on en cherche les valeurs par des méthodes toutes 
particulières. | 

Maintenant, il m'a semblé que dans l'état actuel de l'analyse, il était 
nécessaire de considérer généralement la théorie des intégrales définies aux 
differences finies, quels que fussent les limites de l'intégration. Le sujet 
est neuf et fécond; mais dans ce mémoire je me bornerai à exposer les 
recherches que j'ai faites sur les intégrales aux différences des fontions cir- 
culaires; et je reserverai pour une autre occasion les résutats plus compliqués, 
el les applications de mes formules. 

On sait que les fonctions circulaires qui servent à la division du 
cercle en parties égales, jouissent de la propriété remarquable de pouvoir 
étre exprimées par les racines d'une équation algébrique, dont tous les 
coefficiens sont rationnels. Il résulte de là, que les sommes des puissances 
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entières et positives des racines de ces équations, formant toujours des 
quantités ralionnelles, et que toutes ces racines étant des fonctions circu- 
laires qui varient d'après une loi connue, leur somme sera une intégrale 
aux différences finies, qui aura pour limites de l'intégration, zéro, et le degré 
de l'équation ou le nombre des parties dans lesquelles on veut diviser la 
circonférence. On déduit de là les intégrales définies aux différences d'une 
puissance positive queleonque du sinus, du cosinus, de la tangente et de la 
cotangente: seules fonctions circulaires qu'on sut faire dépendre, jusqu'à 
présent, de la résolution d’equalions algébriques à coefficiens rationnels. 
Il n'était pas difficile de déduire de là les intégrales de ces mémes fonctions 
élevées à des puissances négalives; et j'ai commencé par là mon travail. 
Puis j'ai montré qu'il existait une infinilé d'autres fonctions circulaires qui 
se réduisaient à dépendre d'équations algébriques à coefficiens rationnels; 
mais que ces coefficiens, par une singularité dont l'analyse n'avait offert 
jusqu'ici aucun exemple, ne pouvaient être déterminés qu'en résolvant des 
équations indéterminées du premier degré. Les points de contact entre 
l'analyse algébrique et la théorie des nombres sont si rares, que j'ai cru 
pouvoir signaler ce rapprochement à l'attention des géomètres. 

Les équations à deux termes qui servent à la division du cercle, 
peuvent se décomposer en d'autres équations, chacune desquelles a pour 
racines les sinus et cosinus de certains arcs, qui varient en général comme 
les puissances des nombres naturels. J'ai déduit de cette décomposition les 
valeurs de plusieurs intégrales définies aux dillérences, dont la détermination 
paraissait difficile. Pour obtenir ces valeurs, il fallait connaitre les coef- 
ficiens des équalions auxiliaires qui naissent de la résolution des équations 
à deux termes. Mr. Gauss et Mr. Legendre se sont occupés à plusieurs 
reprises de celle détermination; mais ils ne l'ont effectuée que pour les 
| trois premiers degrés: maintenant je donne dans ce mémoire une méthode 
générale pour trouver à l’aide de certaines congruences, les équations 
auxiliaires de tous les degrés, et j'en déduis les valeurs d'un grand nombre 
d’integrales définies aux différences, qui n'étaient pas connues jusqu'à présent. 

La théorie des intégrales définies. aux différentielles renferme deux 
propositions fondamentales (le ‘théorème de Mr. Fourier et celui de Mr. 
Parceval) dont l'utilité est bien connue de tous les géométres. J'ai 
pensé qu'il fallait chercher pour les intégrales définies aux differences 
finies des théorèmes analogues à ceux que je viens de citer; et je suis 
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parvenu à exprimer (par des intégrales aux différences seulement) la somme 
des séries et la transformation générale des fonctions, lorsque ces séries 
et ces fonctions ne contiennent qu'un nombre fini de termes: si le nombre 
des termes devient infini, alors les intégrales aux différences se changent 
en intégrales aux différentielles, et, par un procédé analogue à celui dont 
s’est servi Mr. Poisson pour passer du théorème de Mr. Lagrange à celui 
de Mr. Fourier, on retombe sur les théorèmes dont j'ai parlé plus haut. 

Ces expressions auxquelles j'ai ajouté d’autres formules nouvelles, 
forment la dernière partie de ce mémoire. Elles peuvent s'appliquer a 
un grand nombre de questions analytiques; elles sont utiles soutout dans 
l'intégration des équations linéaires aux différences; intégration qu'on fai- 
sait dépendre des intégrales définies aux différentielles, et qui désormais 
se déduira bien plus naturellement des intégrales définies aux différences 
finies. 





Analyse. 


On a vu par la formule (22.) de mon Mémoire sur la théorie des 
nombres que si l'on réprésente par q une fonction quelconque de plusieurs 
variables g(a, y, 5, .... elc.) la série 

297 . 207 Ag n . qn 
1+ 4 y —1 sin MT) + (cos +y—1sin ir quf 


m m 











+ (cos2 (#1) pa +y— 1 sin2(“—*) ga) 


m 


p 


aura pour valeur m ou zero, selon que ~~ sera un nombre entier ou une 


fraction. 1l résulte de là que l'intégrale 


x=b y=d z=f | À : 
ST 35 BYTES H+ (cos a +y—isin 227) UG 


M x—a y=e z=e m 


OAM + [eos2 (25) a+ y—1 sin2(“==) ga] 


a pour valeur le nombre de solutions de la congruence p==0 (mod. m), com- 








prises entre les limites z — a, 7= b; y=c, y=d; 3=e, 3=f ete. 
On voit par là que l'intégrale 
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4 x=b Vest ser. 


VIER So Fla, 9,3... ete.) 1 (eos “22 4 y —1 sin 


ne ASayHe ze N 


‘ + [ cos 2 (A n4 y-1 sin2(“—*) pa] | 


207 
AD COL 





u=k v=g f: 


a pour valeur = = EF (ety, Bus y, .... ele.) en indiquant par c, c. 


=i v=l s— 
. a, les k valeurs entières de æ (comprises entre a et b) qui résolvent 
les congruences q — 0 (mod. m), et en exprimant par f, f, .... [3,, les 
q valeurs entières de y (comprises entre c el d) qui résolvent la méme 
congruence el ainsi de suite. | 
e lonsaea—c seen - 0s — d NN =m; lintégrale (1.) 
se simplifiera beaucoup; elle aura pour valeur 


DSB Se PIU one Ri, ele), 


en indiquant par r,, 9,, R, en général l'une quelconque des A valeurs de 
æ, des q valeurs de y, des p valeurs de 3 etc., qui résolvent la congruence 
q — 0 (mod. m); en supposant toujours qu'on ne considère que les racines 
entières positives et moindres que m. à 

La formule (28.) du Mémoire que nous venons de citer, prouve que 
si lon appelle « la plus petite des racines positives de la congruence 
ac+b=0 (mod. c), on aura 
y ues sind) 


1 ee 
2 











2 At, . van 
sın 
€ 
pue 7 "n 
2 — 2 © 140052 (a0 + D) =. .+0052(c-1)(ar+b) |: 


Maintenant si dans la formule (1.) on fait F(z, y,2.... etc.) = F(a) 
et qu'on intégre seulement’ par rapport à la varible x entre les limites 
æ—0, æ—c; comme la congruence ax+b—0 (mod. c) n'a plus qu'une 
seule racine «=a, (entre les limites z — 0, æ=c), il est clair que la 
formule (2.) donnera 


LE F(a) |1-4-cos2 (arb) ----+ cos2 (e 1) (44-0) -] = F(a) 
= FILE e(1 +0052 (aa 0) 4 cos2 (0—1) (aa D) )]- 


On peut simplifier beaucoup ce probléme en observant que 


NOTE ^ DEM A d II A MEE EE E 
P T. MP INN = ^ E 
: Y de Xe d PS : e de 
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1 4- cos 2 (aa -I- b) ++ cos 2 (e—1) (aa 4- b) —- 
sin (2c — 1) (a 4- b) + sin (ea +) © 
2sin(az + b) — 

d'ou il résulte que 
= TT y 7L 

ave. [sin Qe — f) (ux +6) + sin (ae 4-0) 7. t 
A F(a)———————— MERE. 
d 2 sin (ax + b) — 

ER NS sin2a (b — +) = = 

NS c PE . ALT ae 
sın 


Cette équation, qui subsiste toujours quelle que soit la forme (alge- 
brique ou transcendante) de la fonction F(a), est remarquable en ce qu'elle 
transporte a la détermination d'une seule intégrale, et par suite à la ré- 
solution d'une équation indéterminée du premier degré, la détermination de 
l'intégrale comprise dans 1@ premier membre. 

Avant d'aller plus loin, il est bon d'observer que puisque la formule 


MH s „stu2u(d — =) 


an van exprime la plus petite valeur entière et 








positive «, de x, qui satisfait à l'équation ae+b =cy, on aura la plus 
petite valeur entière et positive /7, de y, qui salisfait a l'equation cy—b — ax, 
en faisant 





UCT 
a 





sin 


et comme si b — a la moindre valeur entière et positive de y, correspond 
à la moindre valeur entière et positive de æ, et qu'on peut toujours réduire 
l’equation «z4-b — cg, à une autre équation dans laquelle b — a; on aura 


alors 


I 


2 2 si à uan 


u= = . LRO 
sın sın 
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et par suite 


er , sin2u(5 — 7.) = SR, sin2u( 4-7.) = d b oF 
eee a a 
a 


sin sin 
C 











Cette relation a lieu entre deux intégrales définies dont on ne sait pas 
trouver la valeur. 


Pour appliquer les formules précédentes à quelques exemples, sup- 
posons qu'on veuille déterminer les coefficiens d'une équation algébrique de 
l'ordre »—1 qui a pour racines successivement les a—1 quantités 

TT TT 
sin2(5—7) 7. —Y— 1 es2(05—5 ie 


n 
? 





sin 


sin4 (5 — 7.) = — y—1 cos4( b — 7 DE 
Sara | 
n 





sin 


sin2(n—1)( 6-5) = —y—1 cos? (n— (5 — 2) = 


— — 
nn . 


sin 2 (n — 1) — 


Pour y parvenir nous chercherons les valeurs des sommes des 
puissances successives de ces racines, et puis nous en déduirons les valeurs 
des coefficiens de l'équation cherchée. Nous avons vu que la somme de 
toutes ces quantités est égale à 2a<+1—x», a étant la plus petite racine 
entière et positive de la congruence axæ+b — 0, (mod. »). Maintenant pour 
avoir la somme des carrés de ces racines (c'est-à-dire la somme des 
carrés des fonctions circulaires que nous venons d'écrire) nous chercherons 
la somme de tous les produits de la forme «pP: a et f) élant deux des 
valeurs (entiéres et positives et moindres que ») qui résolvent la congruence 
a(a+y)+2b=0, (mod. x). En effet si l'on appelle N, la somme de tous 
ces produits, elle sera donnée par la formule 


Crelle's Journal d. M. Bd. XII. Hft. 3. hp 
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x=ny=n a(x+y)+26 
NU LUE ayli+(lcos2 € + y — 1 sin = ke 
7t x=0 y=0 
(n—1) 7 (n— a a(x+y)+26 
: +(cos 4 Der me QUE y —1 sin 2 ——— | 
_ n(n—1) 
28 4n 


FE cos en, (Xv cos y — 1 si REANO 


TE cos = 4 y — 1sin == EAS (Sy cos <= + y —1 sin 7 HE 


* 


et par suite on aura 


CE sin2(b— 5) 7—10002(0- 5) 


N 4 








sin —— 
sina(b- 4) —y— 1 cos 4 (0. — 5) = 


sin a 


+ etc. 





— 


et comme la valeur de N, peut s'obtenir directement en résolvant la con- 
gruence a(æ+y)+2b—=0, (mod. »), on aura AN,—n(n—1) — S, (S 
étant la somme des carrés des racines de l'équation cherchée). Si l'on 
considérait une congruence à trois inconnues de la forme 

a(a+y+s)+3b =0 (mod. 2), 
on trouverait la somme des cubes des racines, et ainsi de suite, de maniére 
que l'équation 

D'LA up assets ca 
qui a pour racines les »—1 quantités 


sin2(5— 5). — y —1eos2 (5 — 5) = sin4(0— 5) 71 cos 4( b —,.) = 


_ —— ————— 





? PM ant 3 


a URS 
Side sin 
79 





sin2(n — D(0— 2) 5 — y — 10082001) (5 7) 7. 
„Kerl Fr ve efiam p ome 
> ATT 
sin? (n —1) RA 
aura tous ces coefficiens A,, Aa, .... A,_,, ralionnels, qui seront deter- 
minés par la résolution des équations indéterminées 
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ax+b=ny; a(x+y)+èb=nz; ala+ty+2)+3b=nu etc 
dont on sait trouver toutes les racines par les méthodes connues. 
On pourrait généraliser cette analyse, et chercher les coefficiens de l’e- 
quation dont les racines sont successivement (1), q(2), .... p(w) .... q(n—1) 
en indiquant généralement par q(w) une intégrale définie de la forme 
= F(2)(cos2n(ax+b)~+y—1sin2n(ax+b)~), 
car les coefficiens de cette équation seraient donnés par les racines des 
congruences ac+b=0 (mod.»); a(a+y)+2b=0 (mod. »); etc. .... 
C'est par des considérations de cette nature qu'on peut déterminer 
les coefficiens de l'équation qui a pour racines les quantités 


a cos a: cos2(n— 1) = 


Ge)” (sin 22 ad TR URN (sin (n—1) 22)” 


probleme que nous avions proposé a la page 203. du premier volume 
des Mémoires de Mathématiques et de Physique. 
En effet on a 


cos 








BEAT 








ua cos2 «(aa + Ic lan! rear 


x-—U 


sin 9 


sin Q 7L 
Gy 
?L 


et par suite, en considérant des séries de la forme 








9 bun 
A te n 


NIS = — a [i (eos y -1 1 sin? vd | 
+ + [«52 (ap 1 sin2(&—D4 7^5 : 


ax+6 


N, = T. y! [1 4 (eos 5 y.—1 sin = 


ay+6 
x (cos? + y— 1 sin = CA n ete.| 


dont les valeurs seront données par les racines des congruences 
ac+b=0 (mod.n); a(a+y)+2b=0 (mod. »), etc.; 

on aura une équation de degré n—1 dont tous les coefficiens seront ra- 

tionnels, et qui aura pour racines les quantités 


32 * 
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4ba 











TT 2 : 
— y — 1:cos sin 





sin 


MCN T EOM cos 


4 Teen —— TEE za 


d'ou l’on pourrait déduire par des ne connues, les coefficiens 


TE SOLD: 








des équations qui ont pour racines des quantités exprimées généralement par 


207 2b7 
cos 


CC 


On vait qu'on pourrait multiplier beaucoup ces formules en diffe- 
renciant par rapport à a. On aurait alors des fonctions circulaires qui 


sin 














contiendraient un sinus, ou un cosinus au numérateur; el une puissance 
quelconque de sinus ou de cosinus au dénominateur. 
On sait que l'équation 





tés n 1 n—2 1 n—3 n—6 __ (n — 4) SEE LS. 


1 
se. + nx—1 = 0, 
a pour racines les quantités 


On 2 7t TT 7E 
cos—, cos——, cos—-, +--+ cos2(n—1)—; 
" n R n 
d’ou il resulte 
ud Zur 


Pa 0, 


u=0 





comme on le savait déjà. On pourra déduire de là aisément en général 


u=n-1 Du 
SEN COS 


u=U 





an) à l’aide des coefficiens de l’équation X = 0. 


n—1 
Si lon fait =. l'équation. y^ + Sr + etc. .... —1=0 aura 


pour racines les quantités 








1 1 1 1 
—) Em, ——. ctt ————,4 
1 EU fgets cos2(n—1)— 
n ñn "n 
5 ^ in 1 : ‘ hin es i 
dou on tirera = —;—— = + X. et il sera facile de déduire de là les 
= Dur Qn T 
CO | 
n 
valeur de 
u=n 1 un 1 
ya 
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Au reste on voit que si a et » n'ont pas de commun diviseur plus 
grand que l'unité, on aura 
u=n 1 un 1 


Soon” = CIC » 


226 | 9 9 . r 
eg ias — 0, qui se décom- 








En considérant l'équ 


pose dans les deux autres y+sy(tn) — 0, y—sy(tn)-90, (dont 
2a’ 





l’une a toujours pour racines des quantités de la forme a2 = cos 
p 


+ y—1 sin 228 





ye on trouve la valeur de l'intégrale définie 


n—1 


pest 2c'm . 2c'm 
= (cos — +y—1sin z )- y(n ( E ) 


x-—U 








el on en déduit de suite les valeurs de 


n=l 2% = Ku 2 CEN 


= cos 5 = sin 


1—0 








Si on décomposait l'équation y+zsy(+n)=0 en deux autres, dont 
l’une contient la partie réelle, et l'autre la partie imaginaire des racines; 
on en déduirait par la division 





x=" 4 x=n 1 
x=1 Peal seh Ders Te A 
cos SUR 





n n 


et ces deux fonctions qu'on pourra déterminer, seront encore des fonctions 
rationnelles de y. 
Nous avons déjà prouvé (dans le mémoire sur la théorie des nom- 
xcd NTC Pr 
bres déjà cité) qu'on avoit toujours & sin EU 
RU 


entier quelconque; et # étant un nombre premier de la forme 6p+1. 
Maintenant comme si » n'est pas de la forme 6p+1, on aura 





c étant un nombre 








x=" — Lea’ aos a GET. 
= sin = 
x=0 n x=0 


il en résulte que lorsque # est un nombre premier quelconque, et c un 
} 2 ER ACIE 
nombre entier, on a toujours X sin == E 


x=) 


en fonction de a (le nombre a étant donné par 





On déduirait de la la 


xu 


22 
valeur de | cos 
x=UÙ 
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l'équation indéterminée 4» — a^4-270). Au reste on aura toujours en 


er ES ae D T 
général © sin —— — = 0, 


NU 


lorsque m est un nombre impair, c un nombre 


entier quelconque, et » est un nombre premier. On pourrait généraliser 
beaucoup ces résultats et en déduire les valeurs de 





























M eq ZEN . 2x2’ 
Hub sin — + cos — n sin — 
aA — 777 UN eR es EBEN AAN rs = 
= 2x 76 er 2x 1 I 2c 2 
1 7-2 608 or “\ TU pe Satan +a. A acos +a? 
etc. etc. 


mais il suffira d’avoir indiqué la méthode à employer dans tous les cas. 


On a vu dans le Mémoire de la théorie des nombres que la de- 


IA dépend en général de la ré- 


son T 


BER 2c" 16 à 
termination de X(cos — —-r y —1sin 
=) 


solution d’équations dont les coefficiens sont donnés en fonction du nombre 
des solutions qui ont les congruences æ" +1 = 0 (mod. n) 2 +-y° FLO 
(mod. 7) etc. Ces nombres que nous avons appelés -N,, N, N, etc. 
servent à la recherche des équations auxiliaires à l’aide desquelles on peut 








résoudre les équations à deux termes. Lorsque m=3, et m=4, on 
peut toujours trouver N, et N, à l'aide des équations 4n = a +270; 
n=a?-+b%. Dans les autres cas il faut résoudre effectivement les con- 
gruences que nous venons d'indiquer. Maitenant nous allons exposer une 
relation qui réduit les nombres N,, N,, etc. à être congrus a des quantités 
données. Nous commencerons par demontrer par notre méthode deux théo- 
rémes déjà connus, et nous généraliserons ensuite notre analyse. 

Dans le seconde volume du Journal de Mathématiques de Mr. Crelle, 
Mr. Jacobi a énoncé sans démonstration le théoréme suivant. 

„Soit » un nombre premier de la forme 6p+1, on sait que l'é- 
,quation 4» — a'--27 b aura une seule solution en nobmres entiers positifs. 
„Maintenant je dis qu'on aura toujours 


4p(A4p—1)....(2p—1 


| 


Pour démontrer ce théorème nous rappelerons que nous avons dé- 
montré dans le Mémoire sur la théorie des nombres, que si lon exprime 
par N, le nombre des solutions entières, positives et moindres que » de 
la congruence 2?--5?4-1 — 0 (mod. m), on aura toujours N,=nta—2 


Ps, SP ES RSS 


i aad 
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(où il faut prendre le signe + ou le signe — selon que a est de la forme 
3q4-1 ou de la forme 3q—1). Maintenant si l'on exprime toujours (comme 
nous l'avons fait dans le Mémoire cité) par a, dQ, 085, .... Gy, .... Ay 
les 2p residus .cubiques de # et par b,, Day... b,, .... Da; 6, ©, .... 
Cus .... €,, les deux séries qui comprennent les non-residus cubiques de 
n, et si l'on represente successivement par M,, M,, M,, le nombre des 
solutions des congruences x"+1 = a, (mod. »); y"+1 = b, (mod. n); 
s"+1=c, (mod. »); il est clair d'abord qu'on pourra changer respective- 
ment a,, 6,, et c,, en —a,, —5,, —e,, sans que M,, M, M,, changent 
de valeur, et si l'on conserve aux lettres A, B, C, les valeurs que nous 
leur avons déjà attribuées, on aura 

nM, = "+ A (1-34) 4 P (1+3B)+ C 1430); 

nM, = nr --AB(1--3A)-4- BC(14-3B)-4- CA (4 4-3 C); 

nM, = € +AC(1+34)+BA(1+3B)+CB(1+30C). 


A présent il est clair que si » — r est une racine de la congruence du se- 





sond degré — = 0 (mod. »), on aura toujours 

(a,)? Z2 1 (mod. s); (b, )*2r (mod.»); (c,)" =r" (mod. 2); 
el par suite 

ZH)? =14+ X (HP 14-M-ErM Er M, (mod. n). 

Mais nous avons démontré dans le méme Mémoire que s étant un 
nombre premier, on a Z (x — — ] (mod. s); (lorsque / — 0 (mod. s— 1)) 
tandis que = (2) 50 (mod.s), lorsque la congruence ¢==0 (mod. s— 1), 


n'est pas resoluble. Et comme en développant (z"4-1)", on ne trouve 
que trois exposans (12p, 6p, et O) qui soient divisibles par » —1, on aura 
enfin 


Z (81) = 145 (@ +1)” 
= Mr En -2- TR COPA (mod. n). 


Si on élimine les quantités A, B, C et r à l'aide de la congruence 7? —1 —0 
(mod. 4), et des équations connues 
1+A+B+C=0; 2r— A(1--34)-- B(1-4-3B) -C(14- 3C); 
uN, =n’ + A(1+3A)’+B(1+3B)’+C(1+30); 
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on trouvera 


_. —4p@Gp—1)....C@p+1 
N,+2 = BT DUPONT VAS (mod. 6p+1) 
et par suite 
_ —4p(4p—1 2p+1) 
où il faudra prendre le NPA = RUE a=3q+1, et le signe — lors- 


que a=3q—1. On peut appliquer les mêmes principes a la démonstration 
du théorème suivant dû à M. Gauss: 
Lorsque z — 8m-F1 est un nombre premier, l'équation a 216m 
„n’a qu’ne seule solution entière et positive. Maintenant je dis qu'on aura 
„toujours 
Am(Am —1)....(2m-4- 1) 
125.73 y 
En effet en conservant les notations du mémoire plusieurs fois cité, 
et si l'on appele respectivement M,, M,, M;, M,, le nombre des solutions 
enliéres, positives el moindres que des congruences 
x+1=a, (mod.»); y+1=b, (mod.s); #+1=c, nad n); 
+1 = d, (mod.n); 


$96 D. (mod. 8m +1). 





: v—1__ 
et par r une racine de la congruence = = 0 (mod. »), on aura 


ÆE (epi = 14 5 (@ +1)" = Mir Mrd, (mod. n) 
Mais les quantites M,, “lh, M;, M,, peuvent s'exprimer en fonction de 
A, B, C, D, r comme nous venons de le voir, pour le troisième degré. 
Et comme les quantités A, B, C, D, r, peuvent être éliminées à l’aide de 
la congruence r*—1 — 0 (mod. ») et des équations 
A+B=—4244yn; C+D=—47F4yn; 

4n = n+A(1+4A)+B(1+4B)+C(1+40)+D(1+4D); 

nN, = ®+A(1+4A)’+B(1+4B)’+C(1+40C)’+D(1+4D)’ 
et que l’on a 


14°S (at $1)" = 1-2 MED es OM ED jp, Mr M (mod. n) 


122 PESO 
on obtiendra enfin aprés l'élimination, 


— n +3 4m(4m— 1 2 m -- 1 
Dreck — +24 N ae > cene Sun ke ) (mod. »). 


On peut appliquer les mêmes principes aux congruences des degrés 
supérieurs. En effet, si l'on exprime respectivement par M,, M, .... Ma, 


- ae PEN ENT ot ee a Sey) 2 inte 
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le nombre des solutions (entières, positives et moindres que ») des con- 
gruences 
x"*+1 =a, (mod. ap+1); y’+1=b (mod. ap+1); 
v+1=h, (mod. ap+1); 
(dans lesquelles » — ap-- 1 est un nombre premier) et si l'on sépare la 
partie réelle de la partie imaginaire dans les valeurs de A, B, C, etc. en 
posant 
A=p+tqy-1; B=ptgy-1; C=p+gy—1 etc. 
on aura 
nM, = n+ (prt qy—1) (pr qe V1) a (po qıYy—1)) 
+ (pot 92 y —1) (ps— gy—1)l+a(lp+gy—1))+ete. 
E UE ih we». elc. 
Maintenant pour les congruences du degré a, outre lintégrale 


x—ap-41 


x=ap+l 
=, (æ*+1)?, on devra aussi considérer les intégrales E (z* +1); 
7 x=( 


x=ap+ 


2 (a^ 29, et ainsi de suite. Ou bien les intégrales 


x=0 


UT —ap-Fl y=ap+ 


(Hl); € o 0X€ (44-13 


—() GET 
x=ap+1y=ap+l z=ap+1 


= (z+y°+2° +1); etc. 


aU) y=0 Zz=Ù 
et comme toutes ces intégrales se réduisent, d'un côté à être congrues (selon 
le module z) à des coefficiens du développement du polynome, et que d'un 
autre côté on peut les rendre congrues (selon le méme module ») à des ex- 
pressions de cette forme F(M,,M;, M,+r) (en indiquant par r une racine 


de la congruence P esu (mod. z)), on exprimera toutes ces intégrales 
de deux manières par »,, pi. Qi, Pos d». fs, Ys» etc., et par les coefficiens 
du développement du polynome. Mais si l'on élimine toutes ces quantités 
à l’aide de la congruence 7"— 1 — 0 (mod. 2) et des équations 
1+A+B--... +R = 0, 
nN, = n+A(i+aA)+B(1+aB)----+R(1+aR), — 
nN, = n+ A(1+aA)4+B1+aB)y.---+R(1+aR)’, 


A OS eo de Ee Ne etc. 





qui se décomposent chacune en deux à l’aide des équations 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hft. 3. 33 


Ju " *x = EZ nue à eu T Ph ee eios EN ac LIE " wer NP X n CV PEE 
] : | E T s TE a CN ^ 5 Ü + 


254 18. G. Libri, mémoire sur les intégrales définies aux différences finies. 


A=p+qy-1; B=p+gy-1; C=p+gy-—1, ete. 
on aura alors autant d'équations qu'il en faut pour éliminer toutes ces 
quantités, et il ne restera que les quantités N,, N,, etc. qui seront toutes 
données par des congruences de la forme 

N,=B (mod. 2); N=7 (mod.s); N;=P (mod. n); 
el ainsi de suite. 

Les quantités B, y, P, etc. étant toutes connues, on déterminera par 
là N,, N, N, etc. à l’aide de ces congruences, et les coefficiens des 
équalions auxiliaires s'en déduiront sans difficulté. 

Quoique ce Mémoire ne soit destiné qu'à la recherche de la valeur 
de quelques intégrales définies aux différences, qui dépendent d’equations 
déterminées ou indéterminées, el que nous ayons l'intention de reprendre 
ce sujet plus généralement dàns une autre occasion, cependant nous ne 
terminerons pas ce Mémoire sans indiquer quelques formules assez géné- 
rales propres à déterminer les valeurs des intégrales définies aux différences, 
ei nous reserverons les détails et les dévelloppemens pour un travail spécial. 


On sait que tant que ws, on a 


ig —sinr—isin2az--isin8z-—1sin4z-- etc. 
et par suite 

un . UT . SUN . OUT . Aun 

1— sin=— — 4sin —— Sin SIN | elc: 

An 2n 2 on T3 RAS 2n in 
et celle équation sera vraie en donnant à w toutes les valeurs 1, 2, 3, 
vert. 


D'où l'on déduira 








u—n qt 7E un UTE se un Su u=n 4u 7t 
— = AX sinz—— nu > +42 sin l XN sin 
2,4n u—Ù 2n =, » u=0 ae er) 2n 

un pu 
ei. ba Bi. ee Be SCRIP sa Ler sees ere T— > sin — etc. 
p u-—l 2n + 


Maintenant il faut remarquer d'abord que lorsque p — 2s», on aura 





u=n 2s SUTE : E 
toujours ÆZ sin — 0: puis on aura toujours 
J u=0 2n ? 
er) 
— cos - TT cos LT 
] un pur 1 2s 7 ?2n = 
sn rer ee ren: 








passe 2n P 2 sin (Ez) 
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Et comme le dénominateur de A ne devient zéro que lorsque p — 2su; et 
que dans ce cas A — O, on fera abstraction de ce cas. 


A présent p — 4m, done 4—0; p=4m+2, donne À = 
= co ot 57, p =4m-+1 donne A= y; cot ort p =4m—1, donne 
A-g;e cot RP au : d’ou enfin on tire 

n 2q' 
na uut i Ap+?), 1 (4p 4-1) 
HET T em à, ap 4 n X = DIG e án 
PHD 1 p= D Y 1 
avene mde psum an E scr 
Bee (Ap+2), |? ee, 
= gpa a Mn, er BORE ann 


a aur 5 S 


La théorème de Parceval peut se réduire aux intégrales définies 
aux différences chaquefois que les deux séries sur lesquelles on opére sont 
composées d'un nombre fini de termes. En effet soient données les 
deux series 

d)4-a,2 d- ax +++ +a,a = qa), 








b Br PELA 

a ao aa s 
On sait que A — "X (eos + y—1 sine le) = 0, tant que c — p; et que 
lorsque c— = + y—1 sin 2ŸT 


pour æ dans les produits pa) F(-), on aura des termes de la forme 








: oe 1 
A) by + a,b, + etc. puis des termes de la forme « i 2 


9 


et enfin des termes de la forme: 
2yT s Si 
(Cos Lu 1sin- 
f (cos 27 +4 AE 


et si l'on fait p=n-+m-+1 il est clair que ¢ sera toujours moindre que 
m-Fn-J-1; et parsuite en prenant l'intégrale finie dans les deux membres 
depuis y — 0, jusqu'à y — n-4-m--1, on aura 

33 * 
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a by + a, b, + a, b; + etc. 





PA 1 y=ntm+l 2yrı 
A+n+m) = q (cos — S d dores 
X F(cos UT — d sn et 


On pourrait donner à ce théorème la méme forme qu'au théorème de 
Parceval en écrivant 


a,b, + a, b, + a, b, + etc. 








1 y= Se 2y7t 
= 2(n-- m--1) à | (cos os + y — dere m 
Ä 2ym 
és he ELEN ti 
d PRO TOME 





+ (co os UT y-1 a n- m m^ F(co os UT y 1 sin na | 
Il résulte de là ce théorème (qui est vrai méme lorsque les fonctions 
g(x) et F(—) sont composées d'un nombre infini des termes) „que l’on a 


toujours, quelle que soit la valeur de n, 


um 


t 2,9 di nu ny 1 sin a =U"). F(co en 1sin 217). Be 





yen 2ym i un date | 
» AG TUS + y —1sin =i"). F (cos on Vis sin 


Il est clair que dans l'analyse précédente on pourrait arriver à la 
limite par rapport à » et m et qu'en passant des différences aux diffe- 


; : ioe ; 2 
rentielles on obtiendra le théorème de Parceval. En effet faisant Nee 
n+m-+1 
2 ie 
LE; nd m41--, ye = U3 y = — les limites y —0, y=n+m+1 
: u u 2n T 
deviennent TS 0, Ps n+m+1 = ore et passant des différences aux 


différentielles on aura « — du, et partant 


ab, +45, + a, b, + etc. = as f, [9 (cos u-- y —1sinw).F(cosu— y —1 sinv) 
-- q (cosu— y — 1sinw). F(cosu+y—1sinu)]du. 


On pourrait de méme par ces formules trouver des expressions analogues 
au théorème de Fourier, exprimées seulement en intégrales aux différences. 
En effet étant données les deux séries 


meer 
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> 





d e 
q(r-cy) = p(z)+y- Le vue ir + etc. 
p 
iyu copie Ur elc 
RUE 33 7 rs pr 
y 
que l'on suppose toutes deux composées d'un nombre » fini de termes, on 


aura par la formule que nous avons trouvée précédemment 





2y 7t a A ar 
ec Ti Ye u 
ua 1 IDEAE t C V 1sin 5277) 
M Ant y 1—t(cos 237. — y.—1 sin N 
2n--1 2n--1 


2y 7t 
x p(a+cos 24% eae lys 1 sin 3 1 


et par suite (en faisant « = 0) 


—2y(-F1) +1) ny—1 2YTV 1 
1 y=2n-+1 1— fte HER LE 21 
q (t) = 2n4-1 = ( y A1 TG 


1—te 2n+1 








Si dans cette expression on fait-#— et que l'on passe des dif- 
férences aux différentielles, on trouvera la formule 


1 Zr oe du 
NOTE N werten 


que nous avions déjà donnée dans le Tome XXVIII. des Mémoires de l'Aca- 
démie de Turin. 
Enfin il est clair qu'on aura aussi l'équation 


4 ye2n41 z=0 ELLI HE y-1 ECHTE 2yzry —1 
qt) m 2511 = = = SG fake 2n+-1 Ds 2n+ 1 Coe wn 








qui se pretera facilement aux Eaton 
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19. 
Théorie mathématique de la Chaleur. 
(Par M. Poisson, à Paris.) 


(Cet article est le préambule d'un ouvrage actuellement sous presse, et qui paraîtra incessamment.) 


La Pyrométrie de Lambert contient les premières applications que l'on a 
faites du calcul à la théorie de la chaleur; elles ont pour objet la distribution 
de la chaleur dans une barre, et la comparaison des quantités de chaleur 
rayonnante que le Soleil envoie à la Terre et aux planétes pendant leurs 
révolutions entières ou des parties de chaque révolution. L'auteur fait voir 
que ces quantités sont liées à la première loi de Kepler, suivant laquelle les 
aires décrites autour du soleil, par le rayon vecteur de chaque planéte, sont 
proportionnelles au temps employé à les décrire. Relativement aux tem- 
pératures des points d'une barre soumise à des sources constantes de chaleur, 
il montre comment elles peuvent étre exprimées par des formules qui satisfont 
aux expériences. Mais Lambert n'a pas cherché à déduire ces formules de 
l'équation différentielle d’où dépend la température d'un point quelconque, 
quand la barre est parvenue à un état permanent. La forme de cette équation, 
et celle de l'équation aux différences parlielles qui a lieu pendant que la 
"barre s'échauffe ou se refroidit, ont été indiquées par M. Biot, en 1804, 
dans l'extrait d'un mémoire sur la Propagation de la chaleur *). M. Biot 
les a déduites du principe de Newton, sur la communication de la chaleur 
entre des corps juxtaposés, qu'il a étendu aux tranches contigués et infiniment 
minces de la barre. Il intègre l'équation relative à l'état permanent, puis 
il vérifie, sur ses propres expériences et sur celles de Rumford, la loi des 
lempératures qui resulte de cette intégrale. 

Ces premiers essais, et l’ingénieuse théorie des échanges de chaleur 
rayonnante qu'on doit à M. Pierre Prevost, de Genève, constituaient toute 
la théorie mathématique de la chaleur, lorsque Fourier s'en est occuppé dans 
un mémoire envoyé à l'Institut en 1807, et ensuite, dans la piéce couronnée 


*) Bibliothéque britannique, tome XXVII. 
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par ce corps savant au commencement de 1812 *). Par le nombre et la 
variété des questions que l’auteur a considerées, celle théorie est devenue 
alors une branche nouvelle de la Physique mathématique. Fourier a traité 
de nouveau une partie de ces questions dans sa Théorie analytique de la 
Chaleur. Les volumes de l’Académie des Sciences et ceux des Annales de 
Physique et de Chimie, qui ont paru depuis cet ouvrage, contiennent aussi 
d'autres recherches de l’auteur sur le méme sujet, relatives principalement 
à la chaleur rayonnante et à la chaleur de la Terre. 

Laplace s'est occupé de la théorie de la chaleur peu de temps aprés 
Fourier. Dans une note imprimée en 1810 **), il considère la propagation 
de la chaleur dans l’intérieur des corps comme le résultat d'un rayonnement 
moléculaire qui s'étend au-delà des molécules les plus voisines, à des di- 
stances finies, mais insensibles; et il montre comment cette manière nouvelle 
d'envisager la question peut conduire à l'équation aux différences parlielles 
d'où dépend la loi des températures dans l'intérieur des corps. Il indique 
aussi, mais fort incomplétement, un moyen de former l'équation générale 
relative à leur surface, que Fourier avait précédemment donnée sans dé- 
monstration. Dans la Connaissance des Tems de 1823, et ensuite dans le 
livre XI. de la Mécanique céleste, Laplace s'est occupé de la résolution de 
ces deux équations, appliquées au cas d'une sphère homogène et dont la 
superficie est partout la méme, qui a été primitivement échauffée d'une manière 
quelconque. La solution générale quil a donnée de ce probléme comprend 
celle de Fourier, qui se rapporte au cas particulier où la température des 
points de la sphére ne dépend que le leur distance à son centre; elle est 
fondée sur l'analyse que l'auteur avait employée autrefois dans la question 
du flux et du reflux de la mer, el présente une nouvelle application de cette 
analyse, dont le caractére spécial est d'exprimer la valeur générale de 
l’inconnue de chaque probléme, par la somme d'un nombre indéfini de valeurs 
particulières. Je suis parvenu au méme résultate, dans mon second mémoire 
sur la Distribution de la Chaleur dans les corps solides ***), par une analyse 
différente et moins simple, mais qui avait cependent quelque avantage, el 
que Laplace a regardée comme une confirmation de la sienne. En appliquant 


*) Mémoires de l'Académie des Sciences, tomes IV. et V. 
**) Mémoires de la première classe de l'Institut, année 1809, page 332. 
###) Journal de l'Ecole Polytechnique, 19. cahier. 
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cette solution générale au globe terrestre, il a été conduit à partager l'opinion 
de Fourier, qui attribue à la chaleur primitive de la terre l’accroissement de 
température qu'on observe à mesure qu'on s'enfonce au-dessous de sa sur- 
face, et dont la grandeur n'est pas la méme dans toutes les localités. Mais 
pour qu'on soit obligé de recourir à une pareille explication de ce phéno- 
mene, il faut qu'on ait prouvé, d'une maniére compléte, que si la Terre 
était parvenue à son état final, un tel acroissement n'aurait pas lieu en vertu 
des causes permanentes qui influent sur les températures de ces différens 
points; c'est pourquoi je me suis livré, comme on le vera dans la suite de 
cet ouvrage, à un examen approfondi de ces diverses causes, parmi les 
quelles il y en a qu'on n'avait pas encore considérées, et dont les effets ne 
pourront être appréciés qu'après de trés longs intervalles de temps. 

Dans cette indication succincte des principales recherches des géo- 
mètres sur la théorie de la chaleur, je ne dois pas oublier de faire men- 
tion d'un mémoire présenté récemment a l'Institut par M. Lame, profes- 
seur de Physique à l'Ecole Polytechnique. L'auteur a determine, dans ce 
mémoire *), la loi des températures de tous les points d’un ellipsoide homogène 
parvenu à un état permanent; et il a trouvé que l'expression de cette loi 
dépend des fonctions elliptiques; ce qui ne s'était présenté jusque là dans 
aucun probléme relatif à la distribution de la chaleur dans un corps de 
forme donnée. 

Je me bornerai, dans ce préambule, à ces citations; elles suffiront 
pour qu'on puisse connaitre la premiére origine de la partie de la science 
que je vais traiter, l'extension et l'importance qu'elle a acquises dans ces 
derniers temps, et son état actuel. Je laisserai au lecteur à comparer les 
principes d’où l'on était parti jusqu'à présent et les résultats qu'on avait 
obtenus, aux principes et aux résultats qui seront exposés dans cet ou- 
vrage. En lui donnant le titre de Théorie mathématique de la Chaleur, 
jai voulu indiquer qu'il s'agira de déduire, par un calcul rigoureux, toutes 
les conséquences d'une hypothèse générale sur la communication de la 
chaleur, fondée sur l'expérience et l'analogie. Ces conséquences seront 
alors une transformation de Vhypothese méme, à laquelle le calcul n'óte 
et n’ajoute rien; et leur parfaite conformité avec les phénomènes obser- 


*) Tome V. des Mémoires présentés à l'Académie des Sciences. 
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vés ne pourra laisser aucun doute sur la vérité de la théorie. Toutefois, 
pour que cette théorie fût complète, il faudrait qu'elle comprit la détermination 
des mouvemens produits par la chaleur dans les fluides aériformes, dans les 
liquides, et méme dans les corps solides, mais les géométres n'ont point 
encore- abordé cet ordre de question, d'une grande difficulté, auquel se rat- 
tachent le phénomène des vents alisés, celui de certains courans qu'on ob- 
serve dans la mer, et les variations diurnes du baromètre. Dans l'état actuel 
de la science, la théorie mathématique de la chaleur a seulement pour objet 
la communication de la chaleur de proche en proche dans l'intérieur les corps 
solides et des liquides, et à distance entre des corps différens: sous ce double 
rapport, je n'ai rien negligé pour que cet ouvrage füt aussi complet qu'on 
pourra le désirer. 

Les données nécessaires pour réduire, dans chaque cas, les formules 
en nombres, sont la chaleur spécifique, la mesure de la conductibilité dans 
l’intérieur des corps, et celle du pouvoir rayonnant à leur surface. La chaleur 
spécifique a été déterminée pour un grand nombre de corps solides, liquides 
ou gazeux, par différens procédés qui sont exposés dans les traités de Phy- 
sique; les nolions qu'on a jusqu'à présent sur la conductibilité et sur le pouvoir 
rayonnant sont beaucoup moins précises. Indépendemment de ces données 
physiques, relatives à chaque corps en particulier, la théorie emprunte encore 
à l'expérience la loi de l'émmission de la chaleur à travers les surfaces des 
corps. Sur ce point, j'ai adopté la loi générale en fonction des températures, 
que MM. Dulong et Petit ont donnée dans le mémoire qui a remporté le prix 
de l’Académie des Sciences en 1818 *); ouvrage que l'on regarde, à juste 
litre, comme un des plus remarquables de la Physique expérimentale, soit à 
raison de l'importance et de l'ensemble des résultats, soit à cause de la 
précision des observations et des difficultés que les auteurs ont surmontées. 
En vertu de cette loi, la communication de la chaleur entre des corps ne 
dépend pas simplement de leur température relative, comme on l'avait admis 
pendant long -temps, d’après le principe de Newton, suffisamment exact dans - 
le cas des températures ordinaires, mais qui s'écarte de plus en plus de l'ob- 
servation à mesure que les températures sont plus élevées. L'analogie porte 
à croire, el j'ai supposé, en effet, qu'il en est de méme dans l'intérieur des 
corps; et quoique la communication de la chaleur n'y ait lieu qu'entre des 


*) Journal de l'Ecole Politechnique, 18. cahier. 
Crelle’s Journal d, M. Bd. XII. Hft. 3. 34 
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molécules très voisines, dont les températures sont très peu différentes, la 
considération des carrés de leurs différences donne naissance, néanmoins, à 
des termes que j'ai déterminés, et dont l’omission rendait incomplète l'équation 
des températures intérieures, telle qu'on l'avait donnée jusqu'ici pour les 
corps homogènes. 

Cette Théorie mathématique de la Chaleur formera la seconde partie 
dun Traité de Physique mathématique, où je me propose de considérer suc- 
cessivement, sans m’astreindre à aucun ordre arrêté d'avance, les diverses 
questions de la Physique auxquelles je pourrai appliquer l'analyse. La premiere 
partie de ce Traité est la Nouvelle théorie de l Action capillaire, publiée 
en 1831. 
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20. 
De usu legitimo formulae summatoriae 
Maclaurinianae 7), 
(Auct. Dr. C. G. J. Jacobi, prof. ord. math. Regiom.) 


EB; 


Series semiconvergentes, quibus Geometrae ante hos centum annos computare 
docuerunt summas, quae magno vel infinito numero terminorum constant, eo 
maxime se commendant, quod signis alternantibus procedere soleant; ita ut 
serie usque ad »tum et usque ad (»--1)tum terminum computata, alter eius 
valor maior, alter minor sit valore summae quaesito. Unde cognoscuntur 
limites, quos excedere non potest error commissüs, si in certo termino seriei 
summatoriae computationem sistis. Frequentur illud observatum, tantum casibus 
specialibus, ni fallor, demonstratum est. Quod quoties locum habet, tutuo ac 
legitime ad caleulandum summae valorem numericum seriae uti licet, quamvis 
constet post certum terminorum numerum eam fieri divergentem. — Hinc operae 
pretium videtur, paucis demonstrare, quomodo est observatio precaria, ad certam 
el accuratam regulam revocetur. 
Nota est formula 


1. p(ath) = y(x)+y (2) h-+w" (2) 155 aie Eas (2) qr 
tf D ye (ae tat, 
in qua positum est 
Am ui x ya). 
Posito — loco h, simulque —{ loco f, formula illa abit in hanc, 
2. wle—h) = een wem, 
+178 f, Cu yor (et) at, 





Sit 
V(z) f f(m)0m, w(z)—v(s—h) = 9(z), 


*) C. Maclaurin treatise on fluxions pg. 672. §. 828. 
34 * 
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ac supponamus, esse æ—a multiplum ipsius 4, quod sequentibus semper po- 
silivum accipimus, erit 


9. Plath) F9 (a -2h) E --- d (2) — v(z) — v(a) = y(a), 
quam summam generaliter designemus per 
=. p(e) = plat+h)+ q(a-- 2h) q (at 9h) 3-3 p(x), 
excluso valore infimo g(a), incluso extremo g(a). Qua adhibita nolatione, 
est e (3.): 


4. X"g(a)- (s) =f (a) de. 
Habetur autem e (2.): 
9. ple) = v(z) —v(a—h) = 
y' (x) h — v" (a) a (lying (2) = ar pu DA wet (gj — 1) dt, 
sive cum sit 


y' (x) = f(x), ac generaliter y+” (2) — f™ (a), 
erit, divisione simul per A facta, 


Myo ee Glatt AU 
+, Sy? ro (ea) dt 


Si in hac formula loco x ponimus a+», Jue Eus 3h, .... x, alque sum- 
mationem instituimus, obtinemus e (4.): 


xe) _ f* fü») 
ea e de 


= 2) f Gt CY" Pe) 





I1) 





fu 
+ Cy f OD xs poo pat. 





2. 
Sit iam, evolutione facta, 
h h 
1 etn d 1 1 
8. lo pU —5 dau Hy tah ahd a e 
e? —e 2 
multiplicatione facta per 
ie RE AS his 
i TOITS IT AD TIRE 


nanciscimur relationes sequentes, quibus coéfficientes «, aliae post alias de- 
terminantur, et singulae quidem ex antecedentibus binis modis diversis, 


a ou: o ee 
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a até = 0; 
m-*m'm a, = 0, 
n gi minu 0, 
s : a Ine iy Ub surda. 0, 
nuc incu mr masc tm Ne 


Harum relationum beneficio fit, ut si in formula (7.) loco f(x) ponimus 
fa) if «fm, uf, .... (Aya, fC) ien, 
atque simul loco 2 ponimus 

n, m—1, n—2, n—4, .... n—2m: 
institula additione, in altera aequationis parte sub signo summatorio, quod 
extra signum integrationis invenitur, abeant termini ducti in 

DE MEE ee eign ta Lc gm fa) yim 
Unde si statuimus 
n = 2m+2, 

post factam additionem indicatam evanescit summa integra, quae in altera parte 
aequalionis (7.) extra signum integrationis invenitur, excepto termino primo 
2" f(x), atque prodit formula memorabilis: 


10. VA Eee ifc) dn a, f'h— c, f" (a) he S (— 1j Om f €" (a) Cad 
== =" f(a) A Ts Safe (a—t) at, - 


posito 
_ Qe Qe mh (i Dee 
OT, = hos. 42) z TT 2m4-1) de IL» 2 IT (m2) 
(h— th? (h ur d Ü hr 
TOs IT 2m—4) CT on IT, DT 


Seriem ad laevam aequationis (10.) Cl. Maclaurin olim ad valorem 

summae &* f(x) computandum proposuit.  Aequalio nostra insuper errorem 
a 

assignant commissum, si in certo termino seriem sislis. Qui error cum per 


integrale definitum exprimatur, plerisque casibus de magnitudine eius indicare 
licet. 


~ oe o enr ELE 
INS POP 
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Numeros c, notum est omnes esse positivos. Facta enim integratione 
sequitur e (8.): 


BER 
12: lea) = logh--lo,b—1e,h'-- lo, —.... 
Hanau Vee RIN’ 
= logh-+log | 1+ 77 >) 199852 39 pee], 
h h 
sive, expressione e—e * in factores infinitos resoluta, 
D h? 
13. 1o,h?—1a,h'+20;,h°—-- = = log (14); 
ipsi p tributis valoribus 1, 2, 3 usque ad infinitum. Hinc habetur 


Id So, 





1 1 1 
Era (2x )?" Ü pi SE (2a)" Le + gat IE 
Unde facile etiam assignas limites, quibus quantitates ©, includuntur. Ha- 


betur enim 
| 1 » 1 
= qu E noy 
sive cum sit 


1 
d ra HERES 
Ü p TO NES 
erit 
TA 1 /x° 
Fes bg 1 
unde 


15. ue ds a [G7] ' 


Qui limites facile, quantum placet, arctiores redduntur. 





9. 
Accuratius examinemus expressionem T,. Qui posito 
2m--2 1 2m-+i 2m 2m —2 2 
un x c c x 
16. 72. = Tom. (de 
IIyo,.42) 2 Ton) IL» Ileam-2) 2 
fit 


Iren e Be) 


Notum est, et facile e (10.) demonstratur, designante a quemlibet numerum 
integrum, esse 





18 ES sg 
; ) qe 
Koma (©) ITS 
siquidem argumenti x incremelum A=1 statuimus. Casu vero nostro, quo 
t—h 
T — nu 


atqué per integrationem / valores omnes « O usque ad h induit, erit x 





dna and. BL hs GIRL ee Cu ie c Avr gv < m 
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quantitas fracta negativa, inter 0 et —1 posita. Quo casu non amplius 
definire licet expressionem %2,,,(æ) ut summam. Nihilo tamen minus valet 


aequatio 


| (zx -1y»1 
19. Xaon41(£ +1) = 452 1 TTS 


quicunque sit valor ipsius æ. Nam cum aequatio illa, designante x integrum, 
e (18.) sponte pateat, ideoque pro diversis ipsius a valoribus innumeris valeat, 


? 











h ; t— I D OR 
identica illa esse debet. Statuto autem z — — Pal multiplicatione per 
k°"+! facta, fit ea e Gn 

p» 
20. 2m T,,+ 
"m a js I»4a) ? 
unde 
elo vts 
f»? 1 P m+1 rer h rm? h? 1° hr 

hg fy oo (— tly 
h Ios 42) 2 IIem-+1) : IL» : THem—2) ( ) 


Qua expressione ipsius T, collata cum superiore (11.), videmus, ita com- 
paratam esse ipsam In; ut posito h—# loco / immutata maneat. Habe- 
tur igitur 


ee (EN, 
sive 


. Kam (t — 1) = X2m+1 (— a). 
Quae abunde nola sunt. Et constat facile exprimi ipsum 7, per solas dignitates 


pares ipsius Í— 3» quae posito h—é loco £ non mutantur. Quam obtinent 


expressionem per formulam, que sponte patet, 
> x 2 h 
33 X"[f( A] = 2 fe) m e). ^: 


ubi per a =[f(x), h] intelligo, argumenti x accipiendum esse A incre- 
mentum. De qua formula, posito 








T f(æ) = HL . =0, r= i , 
opunes : 
: (DEM i Ga (eme ^ 
SU RIES ICI SS IR C MR FOIT CH, 
h?n—1 
a 1y(1— en) Sa Ca un * Const. 


Addo, cum T, posito A—t loco ¢ non mutetur, theorema nostrum (10.) 
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eliam ita en pud 
25. f/ 0s [re I) HL (2) hos f" (2)... (1) os fo (x) en 
= =*f(«)+ Jie , 2° KOM (s — h-4- t) dt 


E =*f (2) v f?7. =* fa (x — À) + fer) (æ—h+ f)] di. 


4. 

In theoremate nostro (10.) seu (25.) cum valores ipsius / tantum 
inter O et h positi considerentur, iam demonstrahimus, in quo cardo rei nostrae 
verlitur, pro omnibus illis valoribus ipsius ¢ ipsum T, signum non mutare. 
Quam ita adornare licet demonstrationem. 





Habetur 
96 4X a a TRS 1 a 3. 
. ID» de per rp uo 2 41(2—1) 4-5 gs (0— )+ 2° xs (x—1) +... 


Quae, designante æ integrum, sponte patet evolutio e (18.), eum sit 


[rers X E 
Les. i (x—1) 
1—e* = g 2 





ipsius æ incremento — 1 posito. Unde cum aequatio (26.) pro innumeris 
ipsius x valoribus valeat, pro natura functionum z(x), quae sunt rationales, 
integrae, finitae, eadem pro quolibet ipsius 2 valore valet. Sit iam 

ze’ = 1-2, 





erit 
27 Ve lente dae ker ene mls ed cum 
ote Ph ALM ae pr fever co pie le ee 
Lok RE UNE = 
CRIE 
cree 


Unde fit e (26.), si expressionem ipu in factores infinitos resolvis: 
Ser: al NE T° as) 


(1 Ten) 


238: -—srzII-————— = 2[sy,(z—1)-- 2 4 (x— 1) 4-7]. 


siquidem in producto praefixo JZ denotato ipsi p valores 1, 2, 3, .... oe 
tribuis. 
Ponamus 
Y= 4p! z^? 


erit expressio sub signo multiplicatorio in (28.), 





Pin are a ET. "cM RE Be pus, Ve 7 p . 4 
PCR à P. , ] 
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all e ir 
Uer 
= 1-2 xx" y J- zz'(2 -- va) a. 

Quae expressio evoluta in seriem secundum dignitates ascendentes 
ipsius y seu (—3°), coéfficientes omnes habet positivos, si xx’ positivum est. 
Quo casu igitur etiam productum 4/7, e factoribus (29.) conflatum, si ad digni- 
tates ipsius (—2^) evolvitur, coéfficientes omnes habebit positivos; sive cum 
in expressione (28.) productum /Z adhuc ducatur in —xx'z, coëfficientes ex- 
pressionis illius evolutae, 27,,,,(x—1), erunt positivi, si m est impar, ne- 
gativi, si m est numerus par. 

Fit autem wa’ = æ{1—x) positivum pro iis valoribus ipsius x omnibus, 
qui sunt inter O et 1 positi, neque pro illis aliis; Unde 

„erit y», 1 (m—1) pro valoribus ipsius x omnibus inter O et 1 positis 


on er = 1(1—2—2")g4 





tye . , . H L 29 
„positivum, si m est numerus impar, negativum, si m est par. 


Unde, cum posito 2 = sit £ inter O el A, si x inter O et 1, sequitur e 


t 
it: 
(17.) incremento h semper positivo accepto, 

„pro omnibus ipsius t valoribus inter O et h positis, esse T,, positivum, 


. . um : . . D x ?? 
„si m sit numerus impar, negativum, si m sit par. 


5. 
Et. hinc profecti sine ulla negotio iam de formula nostra (10.) de- 
ducimus hoc theorema. 
Theorem a. 
,56Proposita summa 
» = f(x) = f(a+h)+f(a+2h)+f(a+3h) +--+ +f(æ), 


„quoties expressio 
Qr fest 


^ gdg^n4? 7 ? 


De) (x — D) ac ZU — m 


„pro valoribus omnibus ipsius t inter O et h positis neque in infinitum abit, 
„neque signum. mutat: excessus seriei summatoriae usque ad (m4-2)"" terminum. 
„productae super valorum summae propositae, 


ATUS f (hf (ah. 
(“AY af On (hr) — Erle) 


Crelle's Journal d. M. Bd. XII. Hft. 3. 35 
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idem signum habet atque eet (æ—t), si m est numerus impar, signum 
,conirarium, si m est mumerus par." 


Quod est de re, quae satis vagis ratiociniis tractari solet, theorema 
rigorosum et accuratum. 


Vocemus S, valorem seriei Maclaurinianae usque ad (m-L-2)tum ter- 
minum productae, 


SRE VE ion Kr 3f (2) as f (a) h— e f(a) IP... (Hofe (a) he |. 
Sequitur e theoremate invento hoc: | 
„Si utraque expressio 
5p SX KO (a1), ETF (st) 


„pro valoribus omnibus ipsius t inter O et h positis neque in infinitum 
„abit neque signum mutat, idemque utrique signum suppetit, summae pro— 
positae Æ*f(x) valor inclusus est inter valores G, , et G,." 

a 


Idem extenditur ad casum generaliorem, quo indicum m differentia est numerus 
quilibet impar. 
Facile patet, esse generaliter 
IC h 
30. Jh (a) Ox = Iryle— tôt. 
Unde si Zr fe"? (2—t), si t inter O et h, neque signum mutat neque in 


infinitum abit, idem etiam signum erit integrali 


JP (oon; 
porro e theoremate invento idem signum est expressioni 
(-A)*"[G, — S (a). 
Hinc habemus theorema: 
» Si SE D(æ—t), quoties t inter O et h, neque signum mutat neque 
in infinitum abit, excessus G,— = f(æ) signum contrarium habet atque 


terminus serieri Maclaurianae, qui ipsam G, proxime conlinuat, 


35 (—1)" a. fo porto (a) Qa." 


sae 
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Casibus, quibus prae ceteris applicatur series summatoria Maclauriniana, 
conditionibus antecedentibus stabilitis satisfieri solet. Quibus 
bus de erroris limitibus tibi constabit, atque seriei 
usus erit. 


igitur casi- 
tutus et legitimus 


Giro. Warr vu m. 


Apponam summas dignitatum imparium numerorum naturalium sive 
functionum 7,11) X2m+1(Œ), expressas per quantitatem 


u = x(a+1). 
Fit 
=* 27° fi: lw 
Z*a = dw(u-—l) 
Eva = qw(Qé—idudd) 


=" 


I 


2 3 2 
: tow (wu —$u--3u— 3) 
€x gu EB Ts D (u*— Au 17 u^ — 10u+5) 
0 
eae 13. 2 5 54,4 3 2 


etc. elc. 


Quae expressiones maxime in inferiorum dignitatum summis eo se com- 


mendant, quod earum terminorum numerus duobus minor sit atque vul- 
garium formularum. 


Ad continuandas expressiones observo, si 


x 2p— 1 — — = u 
= ar — Spal au + agua? ....(—1)? "a, sd], 





= xg? — 5 [u?— b, wu? - bu... (—1* 5, sv], 
haberi: 
2p(2p—1)a, — (2p—2) (2p—3) b, —p (p—1) 
2p(2p—1)a, = (2p—4)(2p—5) b; — (p-1) (p—2)b, 
2p(2p—1)a, = (2p—6)(2p—1) b, —(p—2) (p-3) b, 
2p(2p—1)a,., = 5.65, ,—3.4b, , 
0 = 3.45, ,—2.3b, 3. 


SIN te Rs, dom TOME LUS Der s +t "— 
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Harum relationum ope, cognitis «,, coefficientes 5, aliae post alias 
computantur. Calculus et retro institui potest, cum coéfficientem postre- 
mum eandem habeas atque in forma vulgari, quae secundum dignitates ipsius 
æ procedit. 

Expressiones similes summarum parium dignitatum obtines ex ante- 
cedentibus differentiando, cum sit 

1 Ox we" 
2p+1 Ox 
Relationes antecc. inter quantitates a et b facile e noto theoremate 





5“ 2 I 
0 


inveniuntur, quod summa numerorum naturalium ad dignitatem imparem ela- 
lorum bis differentiata, reiectaque constante et per constantem divisione facta, 
prodeat summa numerorum naturalium ad dignitatem imparem proxime minorem 
elatorum. i 

Ex iisdem relationibus ipso conspectu demonstratur, expressiones pro- 
positas, sicuti in exemplis appositis videre est, alternantibus signis procedere. 
Quippe quod, ubi in ulla valet, e natura relationum istarum etiam de sub- 
sequentibus omnibus valebit. Unde quoties w est quantitas negativa, eX- 
pressionum termini omnes signum idem habent, quod e signo dignitatis supremae 
determinatur. Hinc petitur demonstratio nova magis elementaris theorematis 
supra propositi, expressionem pro ipsius ¢ valoribus omnibus inter O et h 
positis signum idem servare. 

Residui seriei summatoriae Maclaurinianae expressionem a nostra di- 


m 


versam dedit ill. Poisson in commentatione egregia ,,Sur le calcul numérique 
des Intégrales définies” (Acad. des Sciences Vol. VI. pag. 571 sqq.). 


D. 2. Junii 1834. 
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21. 


Memoire sur une formule d’analyse. 
(Par Mr. Joseph Liouville à Paris.) 


T 


1. | Jans mon mémoire sur quelques questions de Géométrie et de Mécanique, 
j'ai donné la formule 


A. Jf ga+a)a' de = (—1)* 1 Q0/ " 9(z)da" 
dans laquelle « est — O0 et où /'(u) représente, suivant la notation de Le- 
gendre, lintégrale Eulérienne de seconde espèce f. e ?.0"-d0. Cette re- 


lation entre les dérivées à indices quelconques et les intégrales définies est 
une conséquence presque immédiate de notre définition des différentielles. 
On sait qu'après avoir remplacé la fonction (x) par un certain développement 
en série de la forme X A,„e”“, nous régardons l'intégrale / ^g (a) dz" comme 


- E Se TE pts 3 eae 
la représentation abrégée de la série nouvelle ZA. > qui se déduit de la 


premiere, à l'aide d'une opération trés simple. D’après la démonstration de- 
veloppée au 21*"* cahier du journal de l'Ecole polytechnique, page 8., diverses 
conditions doivent être remplies pour que la formule (A.) soit exacte. 

1°. I faut que dans le développement exponentiel = A,,e"* de la 
fonction g(a), les exposants m soient tous de la forme m——p+qy—1, 
c'est-à-dire que la partie réelle de ces exposants doit étre négalive: quant 
à la partie imaginaire de m, son signe et sa grandeur importent peu. 

2», Il faut en outre que se développement conserve la méme forme 
si l'on change z en «+a et que l'on attribue ensuite à « une valeur réelle 
el positive quelconque. En d'autres termes, il faut que l'égalité: 


pate) = FA ete) 


7 : 51 
subsiste pour toutes les valeurs de « comprises entre O et nr 


2. Il y a plusieurs manières de parvenir à la formule (A.): elles 
conduisent en général à des résultats semblables. Celle que j'ai adoptée, 
dans le mémoire cité plus haut, me parait la plus simple et la plus directe 
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de toutes. On peut encore démontrer notre théorème en regardant l'intégrale 

p(æ)dx“ comme la vraie valeur d'une expression réduite à la forme $, 
conformément à la théorie que j'ai exposée dans un autre endroit. En 
effet si la fonction g(x) ne contient dans son développement exponentiel 
=A,,e"* que des did de la forme m=—p+qy—1, on soit que la 


valeur de Jintégrale p(æ)dx“ coincide avec celle que lon obtient en 


faisant h — 0 dans la suite infinie 
Hd u u--1) 
P, — cL (Pe) +E eleth)t p 28) 4e) 


en sorle que si la quantité P est supposée infiniment petite, on a rigou- 
reusement 


1 
f 9(a) do" = Tuy (y(a) + Hey (ath)t EE (aL) +) 
En désignant par T, T terme général de la série 
L 1 
p(x) + y(ath)t+ 5 ae CO er 2h) 


on aura 


Tu Pee) (Be u, 
i VR ure 


et l'égalité précédente deviendra 
ST 9 @) det = aye (Do Tet tt Tb), 


Maintenant il faut observer que h“ est une quantité infiniment pe- 
tite puisque u est — 0. Il résulte de là qu'on peut, sans erreur sensible, 
faire abstraction d'un nombre quelconque des premiers termes du second 
membre de notre équation, et tenir comple seulement des derniers termes 
qui, étant en nombre infini, donnent un produit fini lorsqu'on multiplie leur 
somme par A". Soit donc p un nombre entier aussi grand qu'on voudra, 
el il sera permis d'écrire 


D qr dg Cu © (T, + Tite LT, He). 
Mais lorsque » est une d très considérable, l'expression de T, se 
simplifie à l'aide des formules connues pour le calcul des produits composés 
d'un grand nombre de facteurs, et devient à peu prés 

pon wn) 

A E(u) 
En y faisant successivement n=p, n=p-+1, etc., on formera les divers 
termes T,, T,,,, etc., et on trouvera 


anii 
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J e(z)da* = eran (P 9 (e+ph)+(p+1) 7 e(zt (p+1)h) +). 


Cette égalité prend une forme plus commode, en ajoutant au second membre 
la quantité 


TES (9 (a+h)+ rte p (2+2h) aA DE (p—1 yu q (a+ (p—1)h)), 


dont la valeur est négligeable à cause du facteur évanouissant h“. Le ré- 
sultat qu'on obtient alors peut étre écrit ainsi: 


1 1 
Soda“ = pu S I oen) 


n—l 


le signe = s'étendant a toutes les valeurs entières de », comprises entre 
n=0 ét n—c. 

Ainsi en attribuant à n les valeurs successives n=1, n=2, n=3, 
jusqu'à » = ©, on a 


nn 


cw q(z--nh) = (—1)" I'(u) "e (a) da". 


Actuellement posez nh=a, et, parceque A est infiniment petit, regardez 
laccroissement h de « comme égal à dc, vous transformerez le premier 
membre en une intégrale définie, et cette intégrale sera précisement 
f, $9) o"— de. Donc, en remplaçant la somme > par l'intégrale que 
te viens d'écrire, l'équation précédente deviendra l'équation (A.) qu'il s'agissait 
de démontrer. 


II. 
3. Dans le journal de l'Ecole polytechnique, je me suis servi de 
formule (A.) pour résoudre plusieurs problémes dans lesquels il s'agissait, au 
fond, de déterminer la fonction g(x) à l'aide de l'équation: 


ff “g(e@+a)ade = F(a), 


F(a) étant une quantité connue, assujéttie en général a devenir nulle quand 
q = + co. 

Pour fixer les idées, et indiquer par un exemple la manière de pro- 
céder, supposons que w—+}, et proposons nous de déterminer (x) par la 
condition 


a d 
y^ q (x4 a) 77 + Hu 
Comme la formule (A.) nous donne 
36 * 
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= Jd i 1 
f, veto = y-A nf. o(a) de, 
nous transformerons l'équation du probléme, dans celle-ci: 
y-1 yaf e (z)d&h = F(a) 


d'où nous lirerons: 

; 1 GE) 

QI VER vais REP 
Cette valeur de g(a) contient implicitement un nombre illimité de 
constantes arbitraires, à cause de la fonction complémentaire qu'on doit 
ajouter aux différentielles à indices quelconques, pour leur donner toute la 
généralité qu'elles comportent. Mais parmi les valeurs de (x), il y en a 
une et une seule qui possede la propriété de diminuer jusqu'à zéro quand 
x augmente jusqu'à l'infini positif; et c'est celle là dont nous depons faire 
choix, puisque la fonction F(a) étant, par hypothèse, de telle nature que l'on 


ait F(<)=0, l'intégrale / parte), et à fortiori la fonction g(a) 


doivent s’annuller aussi lorsque c = 








= 
Maintenant si l’on observe que 
diF 2 1 
ais cf F(a) da, 
F(x) étant l'expression abrégée de m. on trouvera par le secours de la 
formule (A.): 
ER vs df 
"Dye i. F'(e-F 57g 
et on en conclura: 
pla) = -+ f, FG 


valeur qui satisfait à la condition v) — 0, et-au moyen de laquelle l'égalité 
(1.) aura lieu. | 

4. En changeant 2 en a+o et reportant ensuite dans l'équation (1.) 
la valeur de q(z--«) qui en résulte, il vient: 


Jf, f, Frob) d es RGN 


résultat singulier qui nous fait connaître la valeur d'une intégrale double 
assez remarquable, et qu'il nous sera facile de démontrer directement de la 
maniére suivante. 








21. J. Liouville, mémoire sur une formule d'analyse. 277 


Changeant « en c? et f en f°: designons en outre par & l'intégrale 
double en question, et nous aurons 


EN Af f Fee) da dp. 
Jo 
Considérant done @ et /j comme l’abseisse et l'ordonnée d'un point 

M appartenant à un plan, nous voyons que l'intégrale est relative à tous 
les points de ce plan, situés dans l'angle des coordonnées positives. Mais 
rien n'empéche de substituer aux coordonnées rectangulaires «e, /9 des co- 
ordonnées polaires ayant la méme origine, et consistant dans un rayon vecteur 
r et un angle w compris entre ce rayon vacteur et laxe des o. Nous 
aurons de la sorte 

e+ P=, ded? =rdrdw, 


C= af af etre 


Les deux intégrations s’éffectuent de suite, et si l’on suppose la fonction 
F(a+r*) telle qu'elle se réduise à zéro quand r—®, on trouve &— —z F(z), 
ce quil fallait démontrer. 


et 


9. On obtiendra des résultats semblables, en considérant l'équation 
générale 
2. 5 q(z--«)e"— de = F(a). 
C'est ce que nous allons prouver. Toutefois dans la vue de simplifier les 
calculs, nous supposerons uw — 1, ce qui au fond n'altérera en rien la géné- 
ralité de notre analyse. 
En remplaçant, dans l'équation (2.), l'intégrale définie par sa valeur 
en intégrale indéfinie, il vient: 
(—1Y (af "e(z)dz* = F(a) 
d'où l’on tire: 


ES 1 d^ F(a) 
P12) = CT dee ^ 





ou: 

1 IH ! l—u 
Donc en exprimant à son tour en quadrature definie, l'intégrale du second 
membre, nous aurons: 


iv AU df 
g(x) = “TS. Fat P) a 


i 
1 


ee,» Bg TREE N 


— Pre 
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Cette valeur de g(a) est la seule qui puisse satisfaire à l'équation 


(2.), puisque nulle autre ne s'accorde avec la condition F(+)=0, laquelle 


2 , : 1 - 
exige qu'on ait (z)=0. Changeons donc æ en æ+«, et substituons dans 


l'équation (2.) la valeur de q (x4-«) ainsi obtenue; nous tomberons sur l'égalité 


f. f, F ote = dedß = —I'(w)T(1—u)F(a), 


qui doit être satisfaite identiquement, et qu'il s’agit de vérifier par une méthode 
indépendante de la considération des différentielles à indices quelconques. 
Pour cela je désigne par © la quadrature double qui s'y trouve; je remplace 
c par o^, /9 par /7, et j'ai: 


j 106 7H ar 

G — sf Ve F' Cote) quu de dp. 
On transformera les coordonnées rectangulaires «, (2 en coordonnées polaires, 
si l'on pose 





c —rcoso, P=rsinw 
el on en déduira 


: dg ae : | 
t-4f Owf F'(x-4r).cot"^o.rdr. 


On effectue aisément l'intégration par rapport à r; et puisque lon suppose 
F(x+r°) = 0 quand r = oc, il vient 


E — — 2F(&)f cot#—'«. du. 


Je pose cotw = yz, et j'ai ainsi: 
; "© BH! dy 
5 = —F(@)f. 1+3 ; 
Or ce dernier résultat, d’après les propriétés des fonctions /' (Voyez 
le 19*"* cahier du journal de l'Ecole polytechnique, page 479) ne diffère 





pas de l'équation qu'il s'agissait de vérifier. 


III. 


6. La formule (A.) doit être regardée comme trés importante dans 
la théorie des différentielles à indices quelconques. C'est en effet à l'aide 
de la relation qu'elle établit entre ces différentielles et les quadratures définies, 
qu'on parvient à ramener aux dérivées fractionnaires et à résoudre d'une 
maniére directe un grand nombre de questions difficiles. Parmi ces questions, 
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les unes sont relatives à la Géométrie et à la Mécanique; et ce que nous 
avons écrit à ce sujet dans le journal de l'Ecole polytechnique suffit pour 
en donner une idée, quoique nous n’ayons proposé que des exemples ex- 
trémement simples. Mais c’est principalement par ses applications à la théorie 
des intégrales définies que le calcul des différentielles à indices quelconques 
peut être utile ainsi que nous espérons le montrer par la suite. 

Il existe un grand nombre de formules semblables à la formule (A.) 
et qui peuvent aisément s'en déduire par diverses transformations. Nous 
allons en indiquer quelques unes. 

*. Dans la formule (A.), je change x en a^: elle devient 


of $ (a^ -a) at da = (~1)! I (u)f e (@')d (ay 
Soit F(x) une fonction nouvelle telle que l'on ait: 


q(z*) = GER. 





el par conséquent: 
F 
p(r+a) = tn. 
En remplaçant partout la fonction g(a) par la fonction F(a), nous ob- 
tiendrons: 
= Fiv(o'+e)) „- Se CAP i Fr 
EL ar tdu = (—1) T(u)/ ^ 22 aa. 


Si maintenant nous substituons à la lettre « une autre lettre / liée à la 
premiére par l'égalité 


c? 


tang’ 8 ? 


les limites de l'intégrale deviendront 3 — 0, P=5; et nous trouverons, tout 


calcul fait: 


(B.) ff Be eg = (UG Day. 


C'est la formule à laquelle je Fonte parvenir. En y posant u — 1, elle 


f. FE ef Dany, 


égalité déjà démontrée dans 21*"* En du journal de l'Ecole polytechnique, 
page 42. 

En changeant dans cette égalité F(a) en F(a’), puis (x) en yz, elle 
deviendra plus simplement: 





se réduit à: 
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Jo a - = re) oa 


si donc on pose successivement 


dis 1 
Mi PUER 


on tombera sur ces deux résultats remarquables: 


7 — df —oy-Aynys (dei 
BE ya— SER æ 2 y (a!— a) 
: x 


fee t) = teats WED a 


rcyc 


ét oir (mes y (1-22 


et 


qui nous montrent que les fonctions elliptiques complétes de premiere et de 
seconde espéce, considérées comme fonctions du module, peuvent toujours 
se transformer en intégrales indéfinies à indices fractionnaires prises par 
rapport à ce module. Ce théoréme s'étend aux fonctions complètes de trois- 
iéme espèce, et on trouverait de la méme maniere: 





PAGE Pn ARR esr nA y—1vynya f ya .daà 
ji CR Qe GU m Ga) (a—1) 


8. Par des transformations trés simples, la formule (B.) en fournira/ 
deux autres que je rapporterai ici parcequ'elles trouvent leur application dans 
des problèmes physico- mathématiques. Ces CRE sont 


(C.) Jom Ee * F(2) je d( +) 


| 


el 


J F(rcoso)do = edis (F(z)d-F(—2)) & à (1.)- 
Mais au lieu de m'arréter à les démontrer, j'indiquerai en peu de mots 
une manière nouvelle de parvenir au théorème que j'ai donné dans le 21""* 
cahier du journal de l'Ecole polytechnique, page 47, et qui m'a servi à 
généraliser le probléme des tautochrones. La formule à laquelle je fais 
allusion est la suivante: 


pti p e dart! 


(BE) (04-678 = Ay DO S 


Or, pour la déduire de l'équation (B.), changez d'abord x en ya, et fai- 
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tes sin/ = V0; cela vous donnera: 


LEGER = cay f dee, 


T 











Maintenant posez F(yx)x“ = (—), u — p4-1: vous trouverez tout de suite: 


1 
pH og( — )dgpti 
; 0 # «( ) de 
Jf «(S )a-eoyae = (—1iyt*srI etf. a 
ce qui est précisément la formule (E.). Dans le journal de l'Ecole poly- 
technique déjà cité, nous avons démontré cette formule en développant la 


: 0 A, : À : 
fonction v(—) en série ordonnée suivant les puissances de x, et en partant 


de la relation connue 
m T 'Cp4-1) F'(m-4- 1) 
y e(1—6y dg = Too OS 

qui existe entre les intégrales Eulériennes de premiére et de seconde espéce. 
Réciproquement notre formule (E.) qui vient à l'instant méme d’être établie 
d'une manière directe, tout à fait indépendante de cette relation, pourrait 
à son tour servir à la démontrer. Il suffirait pour cela de poser (x) = x" 
dans les deux membres de l'équation et d'observer qu'on a 


CER CRE ER 1 T(m+1) 
er CD ET (mn Ep Dane 





IV. 


9. J'ai déjà eu occasion de montrer l'usage de la formule (E.) pour 
résoudre le probléme si connu de la tautochrone dans le vide et pour le 
généraliser. On peut aussi par la méme méthode déterminer la tautochrone 
dans un milieu résistant comme le carré de la vitesse. 

Pour cela soit AmM la courbe tautochrone dont A est le point le 
plus bas: la nature de celte courbe consiste, comme on sait, en ce que si 
Yon place en M, sans vitesse initiale, un mobile soumis à la fois à l'action 
de la pesanteur et à celle d'un milieu résistant, ce mobile emploiera toujours 
le même temps 7 pour aller de M en À, quel que soit le point de départ M. 

Supposons donc qu'au bout du temps /, le mobile soit descendu 
de M en m et désignons l'arc Am par s. L'équation du mouvement sera 
de la forme: | 
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2 3 

(e) ae = rtt) 
g étant l'intensité de la pesanteur, » le coéffieient de la résistance du milieu, 
et x l'ordonnée verticale du point m comptée à partir du plan horizontal 
mené par l'origine A. Soit en outre z— la valeur de æ qui répond à 
(— 0, ou, si l'on veut, l'ordonnée verticale du point M; et désignons par b 


J i 
l'intégrale définie VE e "dc. Enfin observons que, pour / — 0, on a 2=0; 
et que pour z —0, on a t=T quel que soit h. 


Cela posé, en intégrant l'équation (o. Be nous trouverons: 


e "5. — = da 
ah We-f (of a) 


Je change actuellement de variable ee et pour cela je fais: 


x SA 
yf go da UN: 
0 


Les limites de l'intégrale deviennent caer u — b: de plus on a: 
d. 
£n "de = e" 7 du. 

LT 

Il vient donc: / 

ds 
b ons 
CT du 


1 
vayJ , Yb—) - 


, E d MR : 
J'observe que la quantité et v est implicitement une fonction de w: en la 


C= 


remplaçant par (u), j'obtiens: 
1 f^ w(u)du — vb  fy(b0)d0 


— y8g)J . Vb—u) ~ yg. VA—8) 


Cette valeur, en vertu de la formule (E.), se transforme dans la 


suivante: 
T= vx va); 


de laquelle on deduit: 








T  v@g,_dvb 
v(b) = DADA. DE 
y—1yn byb IN 
4) 
ou, plus simplement: 
Ty(2 
VU) ry 


Comme cette dernière égalité subsiste quel que soit b, on peut y changer 





EMPRESA NT 
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b en uw, et on a: 


ds _ Ty(2g) 
w(u) ou e LE LEV 


L'arc s étant en outre lié à w par la relation: 


ER 
u S e^" da, 
0 


on trouve, en la combinant avec la précédente pour éliminer ”: 


équation d’où l'on tirera la valeur de x en s. Pour y parvenir, différen- 
: ; da 

cions en les deux membres et posons en méme temps — — p. Il nous 
viendra 





_ 49T" , dp 
IS, np) 


n 
équalion linéaire dont je déduis 








oc — C ne dual a 
DISQUES Deer Rats Ang T* 
Si l'on exige, comme cela est naturel, que pour æ — O0, on ait = 0, la 
2 
constante arbitraire C doit étre prise — a? et l’on en conclut 
Ox n° ns 
ds Ing T^ (€ sl 


Integrant de nouveau et observant que les deux variables x et s doivent 
s’evanouir ensemble, on a donc finalement 


n’ har Sc 
T = ang T (€ — ns 1) 


pour l'équation de la courbe tautochrone; et on peut vérifier qu'en y posant 


8g T" 

10. Pour le cas particulier où 7 — O0, celle analyse s'accorde avec 
celle que nous avons développée dans le journal de l'Ecole polytechnique. 
Mais là nous avions moins pour but de résoudre le probléme des tauto- 
chrones dans le vide que de chercher à généraliser ce probléme, en as- 
sujettissant le temps T non plus à rester indépendant de h, mais au con- 
traire à varier proportionellement à une fonction donnée f(h). Cette ex- 
tension élégante d'une question si connue dérive de nos formules avec 
une extrême facilité; mais nous devons dire qu’Abel en a eu la premiere 
idée, et quil y a été conduit par des considérations ingénieuses, quoique 
un peu indirectes. Voyez le journal de Mr. Crelle, tome 1", page 154. 

97 co 


n = 0, cette équation se réduit à x = et redonne la cycloide. 
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Considéré analytiquement, le problème dont nous parlons pourrait 
être énoncé de la manière suivante: 
Déterminer la fonction p(x) de telle sorte que l'on ait q(x) =0 et 


‘xq! g' (0) d0 dé 


f(x) étant une quantité connue, et q (8) désignant la dérivée a: Il est 
clair que l'on suppose implicitement f(0) — O0 


Abel a trouvé que la valeur de g(a) cherchée est fournie par cette 


formule trés simple 
4 f* f(0)300 — 


Pour obtenir cette valeur par notre méthode, observons d'abord que 
de la formule (F.) on déduit aisément: 


à DS = = ne TE fg (a)ayad() ; 


moyennant quoi, l'équation (P.) 


17 fg (a)eysd( 7) = fie) 
et donne 
1 di(yof(a)) e 
y—1lyn.cyc es } 


EE y 4 ,d(Vzf(r) AN 
pe uf à dx d) 


Mais, en vertu de la er (E.), on a: 


fetis Oe ven 


p(æ) = 


c'est-à-dire 


Donc on a aussi: 


; d(VCax)f(aæ)) va de 
PD x. edat (Au) 


Intégrant donc, et déterminant la constante de telle sorte que x et p(a) 








s'évanouissent ensemble, puis posant «a — 6, on obtient définitivement: 
1 f* [0020 
g(x) = Ir Ue Pers 
ce qui est le résultat découvert par abe Cet illustre Géomètre a présenté 
sa solution sous une forme un peut plus générale qu'il nous aurait été égale- 
ment aisé de déduire de nos formules; c’est uniquement pour abréger que 


nous avons considéré le cas le plus simple. 


LS 


L 


u“. 12, 414 
»y wy 


eae es OPERATI Mad RE, CE ^ «m 4 I 


= 
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V. 

11. Les recherches précédentes appartiennent à la partie élémentaire 
du calcul des dérivées à indices quelconques, puisqu'en désignant par y la 
quantité dont on démandait la valeur et par f(x) une fonction donnée de x, 
on est toujours tombé, après quelques transformations, sur une équation à deux 
termes de la forme 


fut = fe), 


dou l'on a conclu par la définition méme des différentielles: 


d fw) 


da 


Mais la question deviendra très vaste et très épineuse si la nature des pro- 





blèmes qu'on veut résoudre mène à de véritables équations différentielles à 
indices fractionaires, dans lesquelles les variables ne se séparent pas immé- 
diatement. C’est ce qui arrivera, par exemple, si vous cherchez à déterminer 
la fonction inconnue g(a) en l'assujétissant à la condition: 


J, e (s) = fa) 


En effet, puisque l'on a: 


7 00 d d 4 
J, eta = y-tynf o(2) ant, 
celte équation de condition deviendra: 


1 yaf e (s) diio qe) = flo). 
Pour intégrer cette équation, vous prendrez l'intégrale à indice 1 des deux 
membres, et vous obtiendrez: 


Jt ya f (c) de f (c) de) = [ptet 


Eliminant done f (x) dx: entre ces deux équations, vous trouverez: 


nf p(w) de+ g(x) = f(m)--y—1 yaf f (o) dat 

égalité qui, par les méthodes du calcul ordinaire, vous servira à déterminer 
p(z). Le moyen d'intégration que je viens d'appliquer à. un exemple est 
assez général: il comprend, en effet toutes les équations linéaires à dérivées 
fractionnaires, quelle que soit la fonction connue placée dans leur second 
membre, pourvu que les coéfficients des divers termes du premier membre 
puissent se réduire soit à des constantes, soit à des fonctions algébriques 
rationnelles et entières de la variable x. 


FT LE EE RENE RE PT ET RES 
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12. Quelquefois on est conduit à des équations dans lesquelles les 
différenciations ne sont pas toutes relatives à la méme variable indépendante. 
Telle est par exemple l'équation différentielle: 


3 diy iE 1 
(y) d(ys ' di = F(a). 


Ici vous rencontrer évidemment un degré de difficulté de plus; car il 
- faut, avant de de à intégrer l'équation (y.), trouver le moyen d'exprimer 


la différentielle ——— , sous forme finie, à l'aide d'autres différentielles prises 


ER, 


par rapport ä la variable indépendante x; ce qui n'est encore qu'un cas sin- 
gulier de ce qu'on peut nommer le probleme général dw changement de la 
variable indépendante. Je vais indiquer en peu de mots comment j'opére ici 
le changement demandé, et comment jen deduis l'intégrale de De (y). 

Une des formules que trouve d'abord pour exprimer en dé- 


FCO 


rivées relatives à la Ki x, est la suivante: 


di m 
se = y2f 02 lm 
Je ne m'arréterai pas à démontrer cette ck. laissant au lecteur le soin 


d'en constater l'exactitude, ce qui peut se faire de Ur manieres.  Main- 


tenant si je porte dans l'équation (y.) la valeur de i dc ,]e trouve; 


4 diy | 11 di 
y2f ‘at dei + <4 dt) 








Différenciant donc par rapport à l'indice 4, puis tirant la valeur de A 
qi 
j'obtiens: 
di F(a) 
diy dat 





$ 


da 1-- y2.xi 
d'ou je conclus: 
dF(o) y 


-f. dat 
2 ue 
Telle est la valeur de y qui satisfait à l'équation (y.). 
13. Si quelque lecteur voulait s’exercer sur des questions conduisant 


à des équations différentielles à indices fractionnaires, je proposerais de de- 
terminer la fonction g(a) qui. satisfait à l'une des égalités suivantes: 








+ 


Jf, Qoo) dorf, pet) = F(a) 
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af e (Va def go) 7e = F(a) 


J, get a) a. (a) = Fle) 
lesquelles égalités se résolvent toutes trois immédiatement par les méthodes 
dont je viens de donner une idée, et conduisent à une valeur de (x) ex- 
primée sous forme finie, en intégrales définies. II sera bon de comparer 
aussi la marche tracée par notre analyse avec celle dont on pourrait faire 
usage, en se bornant à l’analyse ordinaire. 

Je regrette de ne pouvoir m’etendre davantage sur ce sujet; mais 
n'ayant pas, pour le moment, le loisir nécessaire, j'ai du réduire ce petit 
mémoire à n'étre qu'une espéce de commentaire de ceux que j'ai publiés dans 
le Journal de l'Ecole polytechnique. Peut-être cela suffira-t-il pour engager 
quelques géométres à marcher dans le méme voie. Je terminerai cet article 
en rappelant que si le calcul des dérivées fractionnaires s'applique d'une 
maniére commode à la solution de divers problémes, il le doit à sa définition 
fondée sur le développement exponentiel des fonctions. La considération de 
ce développement nous parait d'autant mieux puisée dans la nature des choses, 
qu'elle seule fournit l'explication compléte de ce qu'on a nommé l'analogie 
des puissances et des différences. Au reste comme une fonction donnée f(x) 
peut être réduite de plusieurs manières en série de la forme 2A, e"", on 
doit avoir soin, pour ne pas se contredire, d'employer toujours le méme dé- 
veloppement dans le cours du méme calcul. A bien parler, dans cette analyse, 
on ne considère pas proprement la fonction f(x), mais plutôt un certain de- 
veloppement exponentiel qui lui est équivalent ou qu'on lui substitue avec 
avantage; et c'est à ce développement qu'on applique les raisonnements et 
les calculs. En these générale il est naturel de choisir la série 24, e"* de 
telle sorte qu'elle représente identiquement la valeur de f(x) (sauf la con- 
dition de convergence). Il faut entendre dans ce sens là les réflexions conte- 
nues dans le 21^"* cahier du journal de l'Ecole polytechnique page5 et 
page 77. Mais, dans quelques circonstances, on peut employer aussi les dé- 
veloppements analogues à ceux de Fourier: seulement on doit opérer alors 
avec précaution, afin d'éviter certaines difficultés que nous avons signalées à 
la page 124 de l'ouvrage cité, et sur lesquelles nous aurons sans doute lieu 
de revenir un jour. 

Paris, le 18. Juin 1833. 
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22. 


Demonstration de quelques théorèmes sur les nombres. 
(Par Mr. Stern doct. en phil. à Goettingue.) 





Dans un mémoire sur la théorie des nombres, inséré dans le T. 9. cah. 1. 
de ce journal, Mr. Libri a donné les deux congruences suivantes qu'il regarde 
comme renfermant un théorème exclusif et assez curieux sur les nombres 
premiers de la forme 6p+1, savoir: 


6p.6p —1.6p—2 


6p.6p—1.6p—2.6p—3.6p—4 
19. 6p — i235 ga p. 9p p p p 


1322-9. 4.0212 
= 0 (mod.6p+1), 
20. 6p—1— E 6p 23 eA BA es Rind ee. 
+27 == 0?) (mod. 6p+1). 
On peut démontrer ces théorémes sans avoir recours à la théorie des nombres 
et montrer en méme temps qu'ils sont contenus dans deux autres propositions 
plus générales et purement algébriques. 


g— 





En effet, les deux racines imaginaires de l'équation 





25-1 30 
étant 
Litres y _ -!-y-3 
2 LP 2 : 
on a 
3m 3m 
(ee) ne (a) (Ay —9y 


(ey ue Media Hui 3m—1. Ten An al Br. 





1-23 
h. N 3 3m r9 = (-5 Ay" 14/3) 
Le, Lys mimi ndm dm pe 3/—3...]- 1, 


en désignant par m un nombre entier quelconque. 
En ajoutant les deux équations (a.) et (b.) on trouve 


(2235 [2- 9. 3m. Tees DU), Im. Le qo ..] = 2, 








*) Dans le mémoire cité on trouve —2%7?, mais c'est une erreur typographique. 
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ou bien 
3m.3m—1 3m.3m—1 .3m —2.3m—3 


Gee roma te 1.2.3.4 


En soustrayant l'équation (b.) de l'équation (a.) on obtiendra, après les re- 


ductions convenables, l’equation 
3m.3m—1 .3m—2 


3? eS 9m — 10257 


d. 3m — Aa E —— 3+.... 0. 
. On a aussi 
biere 3m—1 i 29 t 
2 — 1—y¥—3 - 
eu 3m— ~ [12 (8m-1 Ue ES ZO ILC = i .9m—3 Ju «T 
—1—y—3 3m—1 m 22 7 
f. ( 2 ) NUMOS E 
ki 3m— PHONE eg oom tar 3m—4. Wes .9m —3 ha i "e 


En ajoutant les équations (e.) et (f.) on trouve 


ee n 





ou bien 
3m —1 .9m—2 nac mes 
g- |e nr re ea tis = (—1)’ vat . 


En soustrayant l’equation (e.) de l'équation (f.), on trouve 


3m—1 .3m—2.3m—3 s unnm 
h. BUE qoe pis gu p CE CS DN M dr 0: 
En substituant dans les équations (d.) et (h.), 2p au lieu de m, on aura 
n 6p.6p—1.6p—2 
i. 6p — ET B+... = 0, 
MENU D Se eig 


et l’on voit que ces équations contiennent les deux congruences citées comme 
des cas spéciaux. 

Mr. Libri a déduit de la congruence (19.) le théorème connu que la 
congruence z’—3 = 0 (mod. p) est toujours résoluble lorsque p est un nombre 
premier de la forme 1274-1. En ayant égard à la forme des racines de 
l'équation 

que1:20; 
on peut en déduire tous les cas dans lesquels les congruences 
—3=0 (mod.p), x--3 22 0 (mod. p) 
sont résolubles, p désignant un nombre premier. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hft. 4. as 
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En effet parceque les racines de l'équation æ*—1 — 0 sont 

| =H, =-1, =+y-1, =—y-1 
il faut que les racines de la congruence 

g'—| = 0 (mod. p) 
soient = +1, — —1, — +y(mp—1), = — y(mp—1). 

Maintenant on sait que la congruence a*—1 — 0 a quatre racines 
réelles ou seulement deux, seion que le nombre p est de la forme 4z--1 ou 
de la forme 4»+3. Ainsi il faut que dans le premier cas on ait 

y(mp—1) = s 
z désignant un nombre entier, ou 
| 5^ = —1 (mod.p). 

Dans le second cas on ne peut jamais trouver un tel nombre. De 
là il suit que le nombre —1 est un résidu ou un non-résidu quadratique du 
nombre premier p selon que ce nombre est de la forme 4n--1 ou de la 
forme 474-3. = 

Parceque l'équation x°—1 — 0 a les trois racines 

1473 - -4—y—3 
lE cor? TOR 
il faut. que la congruencé 
q5—1 = 0 (mod.p) 
ait les trois racines 
i TRY UP cn —1—y(mp—3) - 
2 2 
Mais cette congruence a trois racines réelles ou elle en a seulement une 
selon que le nombre premier p est de la forme 3»+1 ou de la forme 3n+2. 
Ainsi dans le premier cas il faut qu'on ait 


y(mp—3) = s 
z désignant un nombre entier, ou bien 
5^ = —3 (mod.p). 


Dans le second cas on ne peut jamais trouver un tel nombre, c’est-à-dire: 

le nombre —3 est un résidu ou un non-résidu quadratique du nombre premier 

p selon que ce nombre est de la forme 3n--1 ou de la forme 3n+2. 
Maintenant on n'a qu'à combiner ce théoréme avec le théoréme pré- 

cédent pour trouver toutes les propriétés des congruences 

; c£ —9 =0 (mod.p) =+3=0 (mod.p). 

Si le nombre p est de la forme 3»4-1 et que l'on désigne par f une 
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racine de l'équation 
g—1 = 0 (mod.p), | 


p. = tt VGup —3) 
pe ED, 


(2f+1) = —3 (mod. p) | 
c'est-à-dire, que si l’on connait déjà le nombre f, on peut en déduire le 
nombre x qui satisfait à la congruence 

x’ = —3 (mod.p) 


qu’on a déjà trouvé par d’autres voies (Voy. ce journ. T. 8. cah. 2. et 


T: 9. cah..1.).. | 
Goettingue le 12. Decembre 1833. 


dor tls fas 


uelques théorèmes sur les nombres. — 291 - 













292 23. Ueber den Werth von 0°. 


23. 

Bemerkungen zu dem Aufsatze überschrieben ,,Be- 

weis der Gleichung 0'—1 nach J. F. Pfaff,” im 
zweiten Hefte dieses Bandes, S. 134. 





I: 


(Von einem Ungenannten.) 


Die Wichtigkeit der Gleichung 0" — 1, in so fern man ihre erste Seite als 
den Grenzwerth des Ausdrucks x“ betrachtet, scheint durch den mitgetheilten 
Beweis von Pfaff und durch andere nicht weniger einfache Betrachtungen *) 
unbestreitbar dargethan. Dafs aber auch der allgemeinere Ausdruck f(æ)"®, 
sobald f(x) in F(a) Functionen von x bezeichnen, die mit dieser Veränder- 
lichen verschwinden, für abnehmende Werthe von x sich ebenfalls immer 
der Einheit nähere, kann nach unserer Ansicht nicht behauptet werden; und 
wenn die von Hrn. Móbius an den Pfaff'schen Beweis geknüpften Be- 
merkungen diese Verallgemeinerung zu ergeben scheinen, so liegt dies nur 
in der Annahme, dafs jede mit x verschwindende Function f(x) in die Form 
c"q(ac) gebracht werden könne, wo « eine positive Constante bezeichnet und 
g(a) für æ—0 einen bestimmten, von O und oc verschiedenen Werth annimmt. 

Die Unzulässigkeit dieser Voraussetzung, welche, um es beiläufig zu 
bemerken, nicht selten gemacht wird, zeigt sich aber z.B. bei dem ganz ein- 


fachen Ausdruck Kónnte derselbe die obige Form annehmen, so 


1 
log(@) 
würde daraus die Gleichung 


1 a 
—— = rlog(x) = log (a* 
205 g(x) — log (a*^) 
folgen, deren erste Seite für z — 0 den von Null verschiedenen Werth sah 
annimmt, während die zweite Seite verschwindet, indem nämlich æ*", auf 
welchen Ausdruck der Beweis des Herrn Möbius anwendbar ist, sich für 
abnehmende Werthe von x der Grenze nähert. 

L 





*) Traité élémentaire de calcul diff. et int. par Lacroix, 4”° édit. page 136 etc. 
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Nach der eben gemachten Bemerkung wird es nicht befremden, wenn 
man auf Exponentialgröfsen stöfst, die nicht den Grenzwerth 1 annehmen, 
während Exponent und Basis gleichzeitig verschwinden, wie es z.B. bei den 
folgenden der Fall ist, 








a 
a+x 1 
los los ( los — 
a E og (log = À 
die sich beide für xz — 0 auf e^ reduciren. 


Im April 1834. 





II. 
(Von dem Verfasser des Aufsatzes No. 25. Bd. 11. d. Journ.) 

Die Zweifel gegen die gewöhnliche Annahme, dafs 0° = 1 sei, 
welche in einem, früher in diesem Journale abgedruckten Aufsatze erho- 
ben worden sind, hat Herr Prof. Moebius im zwölften Bande S. 134 ff. 
durch einen dem berühmten Pfaff angehörenden Beweis zu beseiti- 
gen gesucht. Es scheint also wenigstens, dafs auch dieser scharfsinnige 
Mathematiker die früher üblichen Beweise für unzulänglich hält. Es ist 
aber auch wirklich in jenem Aufsatze nicht geläugnet worden, dafs der 
Ausdruck x“ in die Einheit übergeht, wenn a2 = 0 gesetzt wird. Dage- 
gen kann man wohl nicht zugeben, dafs die Gleichung 0°— 1 nichts An- 
deres sagen will, als dafs der Werth von x“ bei fortwährender Abnahme 
von x sich der Einheit über jede angebbare Gränze nähere. Vielmehr 
müfste, wie in jenem Aufsatze verlangt wurde, bewiesen werden, dafs 
allgemein der Ausdruck [F(x)/”, wenn F(a) und f(y) Null werden, 
oder, wie Herr Prof. Moebius will, [F(z)]/&, wenn F(a) und f(a) Null 
werden, der Einheit gleich sei, da 0°, im Allgemeinen betrachtet, nicht 


: - SR T. c : 
nothwendig aus x“ entsteht, so wenig wie —- immer aus — entspringt. 
0 c 


Nach der Ansicht des Herrn Moebius ist dies freilich nicht nothwendig, 
da der Ausdruck 0°, wenn er auch aus [F(x)/“” entspringt, sich unmit- 
telbar auf einen anderen zurückführen läfst, der aus æ* entsteht. Da es 
indessen, wie ich glaube, leicht ist, das Gegentheil dieser Behauptung 
durch ein einfaches Beispiel zu erweisen, so halte ich es nicht für nóthig, 
den Beweis, den Herr Prof. Moebius gegeben hat, genauer zu erörtern, 
und will nur bemerken, dafs er auf einem Principe beruht, dessen Zu- 
läfsigkeit erst vor einiger Zeit von einem bedeutenden Mathematiker ge- 


294 | 23. Ueber den Werth von 0". 


läugnet worden ist, ich meine das Princip, nach welchem, wenn X eine 
Function von x ist, und mit x verschwindet, alsdann X = Pa" gesetzt werden 
kann, welches Hamilton in den Transact. of the Roy. Irish. Society (T. 4. 

1 


1830) wiederlegt hat. Das erwähnte Beispiel ist folgendes. Es sei X=e *, 
wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet, Y — x: so wird so- 
wohl X als Y für den Werth «=O auf Null reduciri; es müfste also in 


lx 
diesem Falle C x) der Einheit gleich sein. Gleichwohl wird aber Niemand 
leugnen, dafs für jeden endlichen Werth von x dieser Ausdruck =+ ist. 
Hier hätten wir also ein Beispiel, wo 0° nicht = 1 ist. 
1\2x 
Ferner ist der Ausdruck (ar) = +; und so liefse sich durch noch 


andere Beispiele zeigen, dafs der Ausdruck 0° allerdings sehr verschiedene 
Werthe haben kann. Vielleicht theilt uns Herr Prof. Moebius seine An- 
sicht über die eben gemachten Bemerkungen in diesem Journale mit. 

Im Mai 1834. 
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24. 


Unterschiede der einfachen Functionen. 


(Von dem Herrn Prof. Oettinger zu Heidelberg.) 
(Fortsetzung von No. 6. und 14. Band 11.) 


S. 22. 


Die zweite Idee, die zu weitern Untersuchungen führt, besteht darin, dafs 
man eine Function um eine Zunahme wachsen läfst und dann 
von der so veränderten Function die ursprüngliche Function ab- 
zieht. Die Ausführung dieses Geschäftes erzeugt den Unterschied der ge- 
nannten Function, und hierauf beruht bekanntlich die Differenzen und Dif- 
ferenzial-Rechnung. Zu welchen interessanten Folgerungen diese Idee 
führt, zeigen die Resultate, die wir dieser Rechnung verdanken, und die in 
den Werken von Euler, Lacroix und Andern aufgezeichnet sind. 
Einzelne Theile dieser Rechnung finden wir selbst in unserm Dif- 
ferenzen-Calcul (Mainz, in der Simon-Müllerschen Buchhandlung) be- 
handelt, und wir verweisen den Leser auf dieses Buch. Da aber im Fol- 
genden die Resultate dieser Rechnung häufig nóthig werden, und der Zu- 
sammenhang die Grundzüge dieses Calculs verlangt, so stellen wir sie im 
Folgenden zusammen, um so mehr, da die Bedürfnisse der spätern Unter- 
suchungen manche neue Darstellungen erheischen. Zugleich verweisen wir auf 
unsere ,,Forschungen in dem Gebiete der Analysis (Heidelberg, bei A. Oswald)”. 


S. 23. 
Legt man die in S. 1. angegebene Functionenreihe 
An Xa, An An X, X, X, 
zu Grunde, zieht das vorhergehende Glied von dem nachfolgenden ab, und deu- - 


tet dieses Geschäft durch das Zeichen ^ an, so hat man folgende Gleichungen: 
A X, = X,—X, und AX ,— X,—X ,, 


A X, = X,—X, = AX ,— X ,—X 5, 
A X, == X,—X, _ A Ki = X_,—X_3, 
E X, —= AM —X, z ^ X, =; » ide. E ? 


welche die Unterschiede der Functionen bezeichnen. 


AE EE ae S. ENT CEN Lo 
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Betrachtet man die erhaltenen Unterschiede als Glieder einer Reihe 
und nennt die hiedurch entstandene Reihe die erste Unterschieds-Reihe, 
so kann man von ihr, durch wiederholte Anwendung des genannten Geschäfts 
auf die zweite Unterschieds-Reihe, von dieser auf die dritte, von der dritten 
auf die vierte u.s. w. übergehen, wie dies auf eine ähnliche Weise in §. 2. 
mit den Aufstufungs-Reihen geschehen ist. Durch diese Bemerkung werden 
wir auf folgende Zusammenstellung der Unterschieds-Reihen geführt: 

Drei, Gh py. Cree Grom er 

e. AN AN AK AX ANZ ART, CR 

117. ED, BE Gree Og oe Org DS ae 
ia hal Di pins A AT SPAIN ABS A ted 94255 eee 


i 


Auf gleiche Weise werden wir, durch das Herabsteigen von den spätern 
Unterschieds-Reihen auf die vorhergehenden, auf Reihen geführt, die vor 
der Grundreihe liegen und die sich im Einklange mit dem eben gegebenen 
Schema durch folgendes darstellen lassen: 


| UP wb PIE yn. ES 10 A) AUX eS CUL 
LISTE nee: AT Xero, MN AN OAT A EN 
hing ATX ES ATEN OS A AA EIER TRE 
Ni, OR Xo, AX Ay ENT 
Die Grundgleichungen, die sich aus diesen Darstellungen entnehmen, sind 





119. 


m e m-—1 m-i 
| 4 Ay a A +n+1 A Ar, 9 


—m Eur —m-—1 —m-—1 
4 X., = 4 tnpi— À Xin 


S. 24. 


Die im vorigen §. angegebenen Gleichungen führen zur Ableitung 
der höhern Unterschiede einfacher Functionen. Um von dem ersten Unter- 
schiede einer Function auf den zweiten überzugehen, nimmt man den Unter- 
schied vom ersten Unterschiede, oder man vervielfacht die Gleichung des 
ersten Unterschiedes mit ^. Dadurch wird 

A(AX,) =a’ X, — ^X,—^X,. 
Führt man A.X, und 4 X, auf die Glieder der Grundreihe zurück, so wird 
A X,— X— X, 
—X, +X, 
= X,— 2X,+ X. 
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Auf gleiche Weise geht man von dem zweiten Unterschiede zum dritten 
über; es wird 
A(AX,) = 4 X,=AX,—2aX,+ax,, 
und hieraus, wenn man 4X,, AX,, AX, auf Glieder der Grundreihe zu- 
rückführt: 
AX = X,—X, 
—2X,4+ 2X, 
ay X,— X, 

= X,—3X,4+ 3X,—X; 

der vierte Unterschied erzeugt folgende Darstellung: + 
A X, = X,-4X,+6X,—A4X,+X,. 

Auch hier erkennt man leicht, wie $.3, dafs die Vorzahlen der Glieder 
auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens mit denen des Binomiums über- 
einstimmen. Hieraus ergiebt sich folgende allgemeine Darstellung: 


120. A" X = X,— X gp al e (—1)" X,. 


Bedient man sich in dieser Gleichung auch des Zeichens O, um die Stellen- 
zahlen von .X zu bezeichnen, so hat man, im Einklange mit den ar 
(11.) und (12.) S. 3, folgende abgekürzte Gleichung: 
tole ae A OR: 
§. 25. 

Obgleich die Gleichung (121.) auch fiir ein negatives m gilt, so soll 
dennoch für die Darstellung von 4^"X,, was wir mit dem negativen 
Unterschiede einer Function bezeichnen wollen, folgende Entwicklung 
gegeben werden, insbesondere auch deswegen, weil wir durch diese auf eine 
Darstellung durch eine endliche und unendliche Glieder- Anzahl geführt 
werden. Die Gleichung, die zur Ableitung dient, ergiebt sich aus (119.), 
wenn in der zweiten Darstellung m=0 und » — 1 gesetzt wird. Es entsteht 
durch Umstellung 





lOS SALA Ae AX SAX, 
Nach Analogie dieser Gleichung erhält man durch Erniedrigung der .Stellen- 
zahlen folgende Zusammenstellung 
ATONE = X, Far X., 
Se a D DD. QE 
ED, SNNT FR PER, 


aX, Xo ^ AS 
Crelle's Journal d. M. Bd, XII. Hft. 4. 39 
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Substituirt man in der Gleichung (122.) zuerst statt ^^' X , seinen Werth, 
dann in der hiedurch entstandenen Gleichung den Werth statt A7' X , u. s. f., 
und fährt mit dieser Substitution bis zum (#+1)ten Gliede der Grundreihe 
fort, so gewinnt man folgende Darstellung für den ersten negativen Unter- 
schied aus (»--1) Gliedern der Grundreihe 
123. EX, = KH FIIR er X—. 
Setzt man aber die Substitution bis ins Unendliche fort, so entsteht für die 
Darstellung des ersten negativen Unterschiedes aus einer unendlichen Glieder- 
Anzahl der Grundreihe: 
194. AUX dX X 4X + 
Um den zweiten negativen Unterschied einer Function aus (m4-1) Gliedern 
der Grundreihe zu gewinnen, vervielfachen wir die Darstellung (123.) mit 
^^. Dadurch entsteht 
A7! (a7 XQ) = AK = AUX ATX $e bAUUX S, pat X a. 
Hierin sind die Ausdrücke auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens 
ATX a. ATX S, .... nach Vorschrift der Gleichung (123.) so zu behandeln, 
dafs die Zahl der Glieder 4--1 sei. Dadurch wird die Stellenzahl der bei- 
den letzten Glieder auf —n—2 herunter geführt, und wir erhalten folgende 
Entwicklungen: 
AUX = Xt XX ad ee HA ar^ X, s, 


ATX = XX qq HN FAIR 
u. S. W., 
die zu folgender Darstellung sich vereinigen 
ne v; = ot X 344- X. 44-X. 5+ Er TX ATX aal ATEN! 
EX SH X HN te EX, of ATX > 
a Ci" N: AE —n—2 
HAS e x s A n—2 


e 7. 4 eve MUS. Ses Cue N EAN N e 


TX VA X us. 

Die hier gewonnene Darstellung läfst sich nach den Scheitelreihen kurz dar- 
stellen, ganz auf dieselbe Weise wie es schon $. 4 geschehen ist, und diese 
Darstellung unterscheidet sich von jener nur durch Zeichen und Bezeich- 
nungen; daher ist 

AX, = X HE2X +38 X AX +. F(n41)X , 4 (091)57 X, dA —n-i* 
Heben wir die Beschränkung der Endlichkeit in dieser Darstellung auf, 
so ziehen wir hieraus unmittelbar eine Darstellung des zweiten negativen 


4 FRS 
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Unterschiedes einer Function durch eine unendliche Glieder- Anzahl der 
Grundreihe 
ATX, = X_,+2X 4-9X ,+4X +... 

Ein Vervielfachen des zweiten negativen Unterschieds mit dem ersten ne- 
gativen Unterschiede, führt auf die Darstellung des dritten, und wir erhalten 
ATX, = ATX ,+2A X Q-347 X t 
+ +(n+1) ATX usd (n+1)a X , + 7X, 4 
Die Entwickelung der Glieder a~'X_,, 2a7'X_,, .... nach der Vorschrift 
von (123.) in Reihen, wobei auf die Übereinstimmung der Stellenzahlen 

Rücksicht zu nehmen ist, erzeugt 
ASX, = X EX 4 X ste EX ada X, 3 
25p EIS (ED RS NL ee Oe, Gis RO NES GER 
+3.X_;+....+3.X , 3443.27X , ; 


exe, eia e^ s" ii € ON OT AN ne Mo "UN qeu 9.9 


T (nd) X ser (RTL) ATX, 
+ (n4-1 ) AT en Ay SA CAES D 
Die Scheitelreihen lassen sich nach der Gleichung 


is SEMI eR eT ee 


in Ein Glied zusammenziehen; dies erzeugt se Darstellung : 


ax, = 12 ane 5, aaa 


— —n—3 


e 1. 12 oxides 2 A473 2) 
RERO x EX LEA XL, ac 


Die Darstellung des dritten negativen Unterschiedes durch eine unbeschränkte 
Glieder-Anzahl ist: 


os : 1 2 
(ey d$ og oC A D Gul aes 








—n—3* 


Der bisher beobachtete Entwicklungsgang ist allgemein. Er führt zu folgender 
Darstellung 

Ac? gm (n-4-1)(n4-2)....(n-4-m — 1) 
125. » $6 Jat Ant en: —m— ‘gh ene 6$ 04:2: pg cit Pe 


pod (n+m—1) Lr (14-1)....(n--m—2) a 
1.2....(m—1) Amt 1.2....(m— 2) 





DER —m-4-1 * 7 PAGE AUT 


oder in Zeichen: 
39 * 
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n 9m—1|1 gn—1|t (n--1)n-11! 
126. À, = Alt 1»—1 ij. AGO IT rum ji HET X i M ape 1"—1 |t ~"—m—n 
nat1ym-tlı _ n-L4y 11 GE 
EE 1 ACH. oe E A XS TII SE A —n—1* 


Die Darstellung des mten negativen Unterschiedes einer Function durch eine 
unendliche Glieder-Anzahl giebt folgende Darstellung: 
9m—i|1 3n—1i|1 
127. "X = X t quid AO «cic es sator 


Diese Darstellung stimmt vollkommen mit 
198, ATP XP SORT a AS 
überein, wenn man berücksichtigt, dafs 
dta mil! 12.3. «(n—1).m — fas 
inci 1.2 ....(m—1) 


m 
2 
m(m+1) _ dd v ..3.4.5....(n—1).m(m4-1) _ m (m--1) 


112 1m-ilı Tan) 152 557 











u. S. w. ist. 


8.26. 


Der Gang der Entwickelung führt nun zur Darstellung des Geseizes, 
wie ein Glied der Grundreihe aus denen der Unterschieds-Reihen abgeleitet 
wird. Die Gleichung AX,= X,— X, ordnen wir auf folgende Art: 

199. . X = Xy 4X, = (14-4) X, 
und erhóhen hierin die Stellenzahlen der Gleichung, wodurch entsteht: 
= (1424) X. 
Wird nun hierin statt X sein Werth nach (129.) gesetzt, so folgt 
= (14:2) (1-4) X, = (19-4) X, 
Auch wird hierin die Stellenzahl erhóht, und dann nach (129.) verfahren; 
dies führt zu 
= (1-FA X, = (144) (1--4) X = (12-4 Xe. 
Eben so erhalten wir auf gleiche Weise 
= (144) X, = (144)? (14-4) X = (14-4) X,. 
Der Entwicklungsgang bewegt sich in den angegebenen Grenzen und es er- 
schliefst sich hieraus das AR Gesetz: 


130. Xie taba (1+a)" X, = XL D Ax fes AUN E "A 
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Dafs auch diese Gleichung für ein negatives m gilt, fliefst aus der bisher 
aufgestellten Behauptung, wonach für alle Glieder, die rechts oder links vom 
Mittelgliede liegen, das nämliche Bildungsgesetz zu Grund liegt. Darnach ist: 


131. X_,= HKS a Ken, 





oder bei anderer Anordnung 


Io turc ee T EU AM pen 


Diese Gleichungen ergeben sich auch aus (130.), wenn m=r—p gesetzl 
wird, nemlich: 


- TE 7 +. —p—1 & 
SU — (1+a)P X, S has i AB dt UL M E ur 





wenn dann r — 0 angenommen wird. 

Wir wenden uns nun nach den angegebenen allgemeinen Entwicke- 
lungsgesetzen zu der Darstellung der Unterschiede der einzelnen Functionen 
selbst, und gehen von folgender Grund-Gleichung aus: 

133. afx = f(rz-dac)-— fe. 
Die Vorschrift dieser Gleichung ist: Um den Unterschied einer Function 
zu gewinnen, lasse man in ihr die veränderliche Grófse um ax 
wachsen, und ziehe von der so veránderten Function die ur- 
sprüngliche ab. 


D MEE o d Eu Ic I 
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I. Darstellung der Unterschiede der einfachen Functionen, wenn 
die Entwickelungsweise auf eine endliche Zunahme 
gegründet ist. 





A. Darstellung der positiven Unterschiede der einfachen 
Functionen. 


8. 27. 


Unterschiede der Potenzialfunctionen. 


Da erste Unterschied einer Potenzialfunction, die selbst durch y”, deren 
Zunahme aber durch AX bezeichnet werde, ist nach Eo (133.) 


134. ay? = (y+ 4)’ — yP = Eye "udis. ) yp? at 
Diese Gleichung gilt auch für ein Be oder MOST p, der Unter- 


schied von nn läfst sich aber auch auf folgende Weise darstellen 


ALIEN ak Ce Pe 
y ^ (yep y y? (y + ^x)? 
AyP AyP 


= pop GSP 
Der mie Unterschied der Function y^ folgt unmittelber aus der Gleichung (120.) 
135. Ay = 


r(m—1 
(y+m ^2) — (y+(m—1) o ire (y+ (m—2) ax) + (—1) y?. 
Entwickelt man die Binomien auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens, 


und ordnet sie nach den Potenzen von der Zunahme, so gewinnt man fol- 
gende Darstellung: 








136. a™y? 
CC EE PON mi yo 
(ntt (Ayr mn D s ayer. Re ut 
m m+2 m (m— 1) m SL p (22 1)... (pam it 1-19 —m— m--2 
(m ar % MEX A ue. EME) Eye ARE 


(m?— (m—1)? „mm Do, npe ee 2. 240 Am). 


Diese Darstellung d sich auf die Behauptung, dafs 
m'— (m—1 1y4- 20179 (m2) + + sal) 
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ist, so lange r kleiner als m ist, die wir als bekannt voraussetzen, und des- 
wegen auf Differenzial - Calcul p. 223, p. 471 verweisen. 

Eine andere Darstellung für die höhern Unterschiede von y? erhalten 
wir, wenn die Gleichung (134.) mit a vervielfacht und alle Glieder auf der 
rechten Seite des Gleichheitszeichens von 


1 1 2 
ay = pam. ag PO 3 Dam). ay + —— P(P— i: tubo 2 (sx x) ay? + 


nach Vorschrift der Gleichung (134.) in Reihen entwickelt und dann zu- 
sammengezählt werden. Die Möglichkeit einer Zusammenzählung beruht auf 
der Uebereinstimmung der Facultäten, welche die Vorzahlen dieser Darstellung 
bilden werden. Die Ausführung der angedeuteten Geschäfte führt zu folgen- 
der Gleichung: 


a as 
pu 1.2.3| p(p-1)(p-2) a, DER EU 
eae (aa) + a ee d yr" (a re a oo. UD RES 
1.2.3 T 
1.2.1 TOO 
1.2.3.4 


Werden die Glieder dieser Gleichung mit ^ vervielfacht und dann die vor- 
hin angedeuteten Geschäfte ausgeführt, so gewinnt man die Darstellung des 
dritten Unterschiedes auf folgende Art: 
cocci tue (GM po ae D) 
1.2.3.4 
1.2.3.4 
Tou 
1.2.3.4.5 | p(p—1 ANS 
11.123 e PE + TAC 
1.2.3.4.5 
1.2.3.4.5 
1.24042 
122,949 
fost 
1.2:0,4.9 
1.2.9.4.5 
15948 
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Die entwickelten Reihen der Unterschiede von $" mögen sich ihrer Gestalt 
nach aus den gegebenen Darstellungen erkennen lassen, und bestehen ihrer 
Wesenheit nach in folgendem. 


Die entwickelte Darstellung eines höhern Unterschiedes der Function 
y" ist geordnet nach den steigenden Potenzen der Zunahme ax und den 
fallenden von y^. Die vorderste Potenz von sx kommt mit dem Exponenten 
des Unterschiedszeichens überein. Die Exponenten von y und az ergänzen 
sich zur Summe p. Diese Glieder sind mit den fallenden, Bruch-Faeultäten 
von p verbunden, deren Factoren-Anzahl mit dem Exponenten der Zunahme 
ax übereinstimmt. Zu diesen Facultäten kommt nun bei jedem Gliede ein 
Aggregat von Bruch-Facultäten von folgenden Eigenthümlichkeiten. Die Zahl 
der Facloren stimmt mit den Potenzen der Zunahme überein. Die Zähler 
aller Facultäten, die einem und demselben Gliede zugehóren, sind gleich, 
beginnen mit der Einheit und erheben sich bis zu dem Exponenten von Az. 
Die Nenner haben die Eigenthümlichkeit, dafs sie aus mehreren Facultáten 
bestehen, wovon jede mit der Einheit beginnt und deren hóchste Factoren 
unter sich die Summe bilden, welche der Exponent der Zunahme angiebt, 
und zwar zu der Anzahl von Facultäten, welche der Exponent des Unter- 
schiedszeichens auf der linken Seite der Gleichung angiebt. Die Nenner in 
den Facultäten des zweiten Unterschiedes bilden die Summen zu 2, 3, 4, 
aus zwei Facultäten, die des dritten Unterschiedes aus 3, 4, 5, 6, 3 900 
drei Facultäten, u.s. w. Nach diesen Bemerkungen läfst sich im Allgemeinen 
die Vorzahl des Aten Gliedes der entwickelten Darstellung des mten Unter- 
schiedes so andeuten: 


fs Dies de Due ar 


Pen 1, 2,3, 


wobei zu berücksichtigen ist, dafs der Zähler 1, 2, 3, .... (m4-k—1) nicht 
durch die Summe aller im Nenner angedeuteten Facultäten-Producte, sondern 
durch jedes neu erzeugte Facultäten- Product insbesondere gemessen werden 


soll, unter 
n-J-k—1 pl 
ut Pe 2293 a ee M) 


aber zu verstehen ist, dafs alle zur Anzahl m mögliche Facultäten gebildet 
werden sollen, deren hóchste Factoren die Summe m4-k—1 erzeugen. 

Hiernach ergiebt sich folgendes allgemeine Bildungsgesetz für die Dar- 
stellung des mten Unterschiedes 
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m .m RCR—1). —m+ 1 p-m m 
137. 4 y = Ca 1) jc res (42) 
(m EI pCp—1). ge (p — m) —m-— m 
S TSM igo A re 
1.2.3....(m 4-2) — DE = pm) D —m— m 
+S( mpra. 1,2, 3)! IX merae d 2) y! ? (ax) +2 


1.2.3....(m +3) no SG ar eee ini > 
ea put D o eet 
S. 28. 


Bestimmt man nun nach Fortsetzung der Gleichung (137.) die nu- 
merischen Werthe der Vorzahlen, so D dies zu folgender Zusammenstellung: 


2 pu! _9 2 p A ET. 3 pi 4 4 
A yp = 2 ji y" (ax) 33 6 x tup (Ax) Ds 14 MS yPT (ax) Tee 


3| 
A«P— 6 p" P Saar)! + ae TE plan) + 150 = - yP- Sag)! lee 



































T M 
138. 4 pi! 4 5 5 pe! Er 6 6 
Afy = 24 m — y? (Az) + 2407 a — yp- (ax)°+ 1560 qr y (Ax)° +++ 
atyr — 120 E 7 Ly? (Ag)! +1800” x 7 _ ye- (ag) 4-168002 y? (Aa)! +. 


Eine einfache Vergleichung der Vorzahlen in den vorliegenden Entwick- 
lungen zeigt ihre Abhängigkeit von einander. Die Vorzahl des kten Gliedes 
im mien Unterschiede ist aus dem der Vorzahl des Akten Gliedes im vorher- 
gehenden oder (m-1)ten Unterschiede und der des (k—1)ten Gliedes im 
mien Unterschiede, beide m mal genommen, zusammen gesetzt. Bezeichnen 
wir die drei genannten Glieder durch 47, ^47 , und 4%", so ist 
Ap = m(akat^k ) 
Geht man nun mittelst dieser Gleichung von den Vorzahlen des ersten 
Unterschiedes, die alle der Einheit gleich sind, zu denen des zweiten; von 
diesen zu denen des dritten über, so erzeugen diese Zahlen Aggregate, 
an denen man bald erkennt, dafs sie die Producte der Verbindungen mit 
Wiederholungen sind, die aus den natürlichen Zahlen erzeugt werden. Die 
Vorzahlen der Glieder des zweiten Unterschiedes sind die Summen der Ver- 
bindungen aus den Zahlen 1, 2, der Reihenfolge nach zu 0, 1, 2, 3, 
Elementen; die des dritten sind die Summen der Verbindungen aus den Zah- 
len 1, 2, 3, zu 0, 1, 2, 3, .... Elementen u.s. w. Dabei ist nicht zu über- 
sehen, dafs diese Summen sämmtlich mit einer Facultät von so viel Fac- 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hft. 4. 40 
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toren verbunden werden müssen, als der Unterschieds- Exponent Einheiten 
enthält. Die sich hieraus ED ae sind folgende: 











pu am ya)" "S E) 


y= 1221 racy 121 
AyP— 1.2 ye "(Aa)" + Ji ipii 


Mime oco 
1 + 


2.2] 





d'y = 1.3.3? 





Cr (Ag)! Re 2378 








un 1 a yr *(Az)*- Bar HT Pas) + 
2 


1.3 
2.2 
2.3 
3.9 








3 


a*yp —1.2.3.4P 











6|—1 
7 yP-(4a)44.2.3.4 M Fu y? (Aa) 4. 


- = —_ yp-Xa0)*+1.2.3.4|1j P 
2 


Toa 


tà 
: 2.2) > 


U. '8. W. 
Bezeichnet man nun die Summe der Verbindungen mit Wiederholungen 
aus den Elementen 1, 2, 3, .... m zu q Elementen durch 


SO (gi1 979: T 3 my 
so fliefst hieraus folgende dritte Darstellung für den mten Unterschied einer 
Potenzialfunction: 


189. aryp 1.2.8... mSC' (0; 1, 2,8... m) (ED CPE M ED peony 


.... 


1212.3: SON ya came Pee Ko ye" (ag! 

















2....(m+1) 
41,218 SOOO Sut EEE oa (ayn? 
+1.2.3....mSC’ (p-m;1,2,....m) 4-9 EXE radar se 


Wegen des ausführlichen Ganges zur Aufsuchung der in (134 — 139) mit- 
getheilten Resultate ist .,Differenzial- Calcul $. 127 u. f. pag. 46“ nach- 
zusehen. 
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$.29. 


Anwendungen. 


Eine Anwendung, die sich zunächst aus den Resultaten der beiden 
vorhergehenden $$. entgegen stellt, ist die Summirung der Producte, welche 
durch die Verbindungen mit Wiederholungen aus den Elementen 1, 2, 3, .... 
entstehen. Berücksichtigt man nämlich, dafs die Vorzahlen der Glieder in 
den entwickelten Darstellungen (137.) und (139.), wenn auch in Form ver- 
schieden, doch einander gleich sind, so hat man folgende Gleichung: 

PEIUS D. are SCH gr 1.273975 m) — Jer 3 +). 
Entwickelt man nun die Darstellung auf der rechten Seiten des Gleichheits- 
zeichens in Partialproducte und vereinigt sie durch zweckmäfsige Anordnung, 
so entstehen folgende Gleichungen 


SOT0319 958 my =f 

SC'(1; 1,2, 3....m) = mnt) 

SC’ (2; 1, 2,3 FOR ht eh 
1.238 Bremer o7 


ET CERE 179r 2 
x 1 1 2 3 
IX ee mL 

1114. ge‘ x SEN 2 m (m-4-1)... pts 
Euge e LIP t ee a 

, 3m*-- 10m?-1- 5m? — 2; 5 
$C'(5;1,2,9....m) = LIONEL ett Au vedi ) 

ULLSIRW: 


Diese Producte werden in der combinatorischen Analysis sehr hàufig 
erzeugt, daher ist eine Summirungsweise für sie erwünscht. Die hier ge- 
wonnene Darstellung gilt jedoch nur für den Fall, wenn die erzeugenden 
Elemente 1, 2, 3 .... m sind. Ist aber ihre Zunahme grófser als die Ein- 
heit und beginnen sie nicht mit der Einheit, so geben die Formeln keine 
Auskunft. Eine ganz allgemeine Summirungsweise dieser Verbindungen ist 
in der zweiten Untersuchung meiner analylischen Forschungen (Heidelberg 
bei Ofswald) gegeben, worauf wir verweisen. 

Eine neue Darstellung aber für den mten Unterschied der Potenzial- 
functionen gewinnen wir durch Einführung der aufgefundenen Gleichungen 
in (139.), nämlich: 

40 * 
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142.  a"y? = p(p—1)....(p—m+1)y?™ (ax)” 
E: T : Duro (p—m) pen (agn! 


PIE (om DEE UE 
em E zc m à yn (Aa) + 


m (m--1)m p(p—N)....(p=m—2) pm-3 (y\m+3 
DNE Open 1.2.3.4 BEER 
oder auch, wenn man die allen Gliedern gemeinschaftliche Facultät aus- 
scheidet, 
m ‘ We ee (p—m) dx 
143. a"yr = p(p—1).(p—2)....(p—m+1).m (ae) [+ ATE. 
nz —m)(p — mer m) (p— — mo UT" |: 
Eine andere Anwendung erhalten wir, wenn wir die Gleichung (135.) zu 
Grunde legen, und sie mit der so eben gewonnenen Entwicklung verbinden. 
Wir gewinnen dann eine Reihe mit ihrem Summen- Ausdrucke. Beginnen 
wir mit dem niedrigsten Gliede (—1)"y?, so wird es positiv, wenn m eine 
gerade Zahl ist. In diesem Falle gilt, wenn y^ =a? gesetzt wird: 


ata 1) (4212). +(a+mAar)? = 
Ge ix er (p- m m FAV |, 


144. x—m(x+ax}+ —- 


p(p—1Y(p—2).(p—m4)m(az)" [= — 
Ist aber m eine ungerade Zahl, so wird hie ge =—yP. Um auch in diesem 
Falle mit dem niedrigsten Gliede, als einem positiven, beginnen zu können, 
verändern wir die Zeichen der Gleichung in die entgegengesetzten. Da- 
durch entsteht: 


145. (ats EN Ban). — (e maa) = 





—pCp-A)(p-2)....(p—n-4-1)m(Az)" [— LEG — nn (Aa)'t-..]. 


Diese Gleichungen lassen sich besonders zweckmäfsig benutzen, wenn m und 
p sehr grofse und nahe liegende Zahlen sind; denn alsdann bricht die Reihe 
auf der Seite des Gleichheitszeichens schnell ab. 
Ein Beispiel mag hier stehen. Es sei p — 10, m=8, x=1 und 
Ac = 1, so ist 
1—8.2"--28.3"—56.4""-- 10. Hum 06.6" --28.7'"—8.8"--9" = 


10.9.8.7.6.5.4.3 ke SERRE SA — 119750400. 


CNE 
su: 
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§. 30. 
Unterschiede der Facultäten. 
Wird eine Facultät durch 
y^ ^* = y(y+ax)(y+2ax) ....(y-F(p—n) aa) 

bezeichnet, so ist nach (133.) der erste Unterschied: 
AyP1^* — (ytag)P! *— yp!&x 

= (y+ax)(y+êax)....(y+paæ)—y(y+ax)....(y+(p—1)ax) 

= (y+az)(y+2ae)....(y+(p-1)ae)[ytpae—y], 
also 
146. ay?! * = (y+ ox) (y+ 24x)... (y+ (p—1) sa) p dae = p(y-- ^c)! ^* ag, 
Wird diese Gleichung festgehalten und nach ihr die Unterschiedsnahme der 
Facultäten bestimmt, so gewinnen wir aus ihr den zweiten Unterschied, wenn 
wir sie mit a vervielfachen und die Gleichung selbst nach ihr behandeln. 
Es entsteht alsdann 

dy = pama(y-raz *17* = p(p-1) (y 252)" (ax). 
Auf gleiche Weise erhalten wir den dritten Unterschied, und es wird 
gpl — pl (ar) A (y--2az ^ * = p(p—1)(p—2)(y+2ax) 1 (ar) 
u. s. f. Hieraus erkennt sich leicht folgendes allgemeine Gesetz: 

May Ten Lg ma ie OX (Aa), 

oder, in entwickelte Darstellung: 

TAS Se PATE SE 
p(p-1)....(p—m-+1) (ymax) (y+ (m+1)4a)....(y+(p—1) ^x) (ax). 
Wird durch die Facultät 1.2.3....p gemessen, und werden die gleichen 

Gröfsen aus Zähler und Nenner entfernt, so entsteht aus (147.) 


Ad eni tz OR ex 
149. ra ig: . 














Ist die Facultät ar die wir durch y ?!^* bezeichnen wollen, gegeben: 
so ist nach (133.) 
1 1 
z-p nx E LLL Ir UR pont NU ce Mori] PA MD OR ORBE, ee 
= Y+HAS)Y+2a2)....y+Ppae)  y(y-bam)...(y b paa) 
E. —p ^c 
yy d- 22)....(y-- pac)" 
also 
T —p^c 
AY p |A: = ane 


Wird diese Gleichung als Vorschrift für die Unterschieds - Ableitung fest- 


SAM S ae ul sr AEN 
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gehalten, und nach ihr der zweite Unterschied genommen, so wird 
—(p-Fi)az  p(p-1)(az) | 


1 
nr DA CRE NE TS Ts 
4 y P" PADS yer) Bx = —p^c Pi? lex yp tl Ax 





Auf gleiche Weise erhalten wir den dritten Unterschied 





2 1 >» —(p+2)(4 
à y7t 195 — p(p+l) (52) 5 are Hr 
_p@+DEp+2)@z). 
yP HT ax 


Das allgemeine Gesetz erkennt sich leicht, wenn man berücksichtigt: 


m 4,,—p x m win Ar)” 
150  amymrlar = (Int am" 


yotmiax ? 
oder in entwickelter Darstellung: 
1 m P+1).... (p-Em— 1)(42)" 
it NYG Fae) ly Dam) — ehr le EN 
Die Gleichung (151.) stimmt vollkommen mit (147.), wenn dort —p statt p 
gesetzt wird, denn man erhält A 
WU et Nerd iom pA E 
Berücksichtigt man nun, dafs 
(—p)""'* = (—p) (—p—1)..-.(—p—m-+1) 
= (—1)"p(p+1)....(p-t+m—1) = (—1)"p"" 
und 


1 
qe HAE 


—(p+m) \ 2x — 
y I 


so bestätigt dies die ausgesprochene Behauptung, und die Übereinstimmung 
der positiven und negativen Facultäten in ihrer Bildungsweise. 

Wird (150.) durch die Facultät 1.2.3....p=1?!' vervielfacht, so 
entsteht: 

152. i : ….p.p(p+1)....(p+m—1)(ax)" 


Se up | Ax V (-1)" 2 yore | Ax 


A+ 4p+m\ l,p(Ax)" 
Der (—1)" yetm | Ax y 








S. 31. 
Anwendungen. 
Auch von den im vorigen $. gefundenen Resultaten lassen sich 
mancherlei Anwendungen auf Facultäten - Reihen machen. Legen wir 


nämlich die Reihe (120.) zu Grunde, und setzen dort X =a?'4*, so wird 


TE JM ms pi rr FATPAT SE I" 17» 4) TONES, PAN PS SER 
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153... a"gP!^x.— 
(z-m az 145 —* (ot (m—1) a 1o RN (4 (m 2) ag. 
..(—1)"a? !^7, 

Vergleichen wir mit dieser Reihe die Entwicklung (147.) und be- 
rücksichtigen, dafs bei geradem m das Glied (—1)"a?!^* = a?-^*, bei un- 
geradem (—1)"a?!^* = — ag?!^*, wodurch im letzten Fall eine Zeichenver- 
änderung nöthig wird; so führt diese Verbindung, wenn auch hier y—x ge- 
setzt wird, zu folgender Va 


154. a?! Ax (c+ ag)plax4 7 ee (w+2aa)P'4*_....(—1)"(a+ maa) | 4* 


= leeren 
Setzen wir nun, um einfachere Darstellungen zu gewinnen, ax = 1, und 
messen mit der Facultät 1.2.3....p, so entsteht 











155 erae. -(e+p—1) RSR .(z+p) , m(m-1) us (rtp) 
ACE DPI ENT PRE BOTHE AH BD TEC 2....p 
25» 
i (o4 yp mtm»... En tae 1 
EV 1.2. p 


Ist 2 — 1, so wird 














156 48D) , (Qn—DmQ Q2) (n2) n+ Dm Cp +1) +2) (p+ 3) 
; 1.2 4224122 152: 0018219 
1 a Qn p) 
ee Den 
m SPs; —m-+1)(p—m+2).. pop Ze Be 
v ap BETON 
Ist aber m — p, so gewinnt man für ein ore m: 
m(m+1) , (m-A)m(m--1)(m4-2) — (m-2)....(m4-3) 1.2 ....2m 
pr SL A reU iod [ 2227295 71.2.3 4:3:8. BGR ^md 
und für ein ungerades m: 
m(m--4) , (m-1)....(m+2)  (m-2) ....(m4-3) 1.2....2m 
DE on nL asie one ie SU BL mer pl 


Legen wir aber in der Gleichung (120.) die Function ise zu Grunde, so 


erhalten wir, in Rücksicht auf die Gleichung (151.) und auf die vorzunehmende 
Zeichen- Veränderung. die auch bei einem ungeraden m einen positiven 
Summen- Ausdruck erzeugt, folgende neue Darstellung: 


dp TRACTUS DE, PRET du à 
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ET Mus EN NER 4v ME. 
qp Vax (p amy axi 1.2(x + 24m) | ax pr (x + maz)? | dx 
_ P(p+1)....(p--m—1) (a2)" 


pm | Ax > 


159. 


oder, wenn mit der Facultät 1.2.3....p vervielfacht wird, 
1.2.3....p | m.1.2....p ,m(n—1)39.4...p — 1)" 1.2.9. p 
Pax — (a+ Aw) ax V (zm + 24aæ)r | ^* as (a max} | ox 
ERINNERT PRINT 
—— æ(æ—+Ar)....(æ+4(p+m—1)4ax) 
Wird hierin z—1 und 4x—1 gesetzt, und werden die gleichen Gröfsen 
aus den Zählern und Nennern entfernt, so entsteht 


160. 





zo mh moni) s Em mn) ne) re m 
161. 1 1 tüL00-3) @FDOtD@L) | 
m(m—1)....3.2.1 p 


N" girnoq29..o49) — pu x 
Hieraus folgt, wenn m= p gesetzt wird, eine Reihe. von folgender Gestalt: 


m m (m—1) m(m— 1)(m—2) m....9.2.1 1 


162. l nd 


(m+1)(m+2) (mm 2)m4-3) — GTR (m41)..2m 7700 
die um so merkwürdiger ist, da sie einen beständigen Werth hat, m mag 
eine gerade oder ungerade Zahl bedeuten. 


Aus dem Summen- Ausdruck ae der Reihe (161.) ergeben sich 


über die Natur der Reihe (151.) folgende Aufschlüsse. Da 7 er immer 


ein echter Bruch ist, so ist der Werth der vorliegenden Reihe immer klei- 
ner als die Einheit. Die Glieder der Reihe müssen daher convergiren. 





So klein nun auch der vorliegende Bruch werden kann, so wird er doch 
nie verschwinden, daher liegen die Werthe aller möglichen Reihen von 
der vorliegenden Form zwischen den Grenzwerthen O und 1, denen sie sich 
unendlich nähern, aber nie gleich kommen können.  Hieran schliefst sich 
noch folgende Bemerkung: Je näher die Werthe von p und m sich liegen, 
desto mehr wird sich der Werth der vorliegenden Reihe der Grenze % 
nähern; je weiter sie auseinander liegen, desto entfernter wird der Werth 
der Reihe von 4 liegen. Ist m gröfser als p, so werden die Werthe der 
Reihe zwischen O und } liegen, ist p gröfser als m, so werden sie zwischen 
1 und 1 fallen. Setzt man in (162.) m—, und berücksichtigt, dafs die 
endlichen Werthe neben dem Unendlich-Grofsen verschwinden, dafs also 


ie se fs MET LC NP ARR ES CD D 7 A ne 1 + 
PESO VENIS. E ea 4 o ce DE: 
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oo oc oc (oo — 1) oc ] 
Ron =—=1; —— — — — =] u.s.w. 


(ve4-1)(oe--F2) | ec" 

ist, so geht hieraus die schon bekannte Reihe hervor: 
163. + = 1—1+1-1+1—1. 

die eigentlich ein unendliches Geschäft andeutet. 


$. 32. 
Unterschiede der Exponentialgrófsen. 
Sehr einfach stellen sich die Unterschiede der Exponentialgröfsen dar. 
Zuerst erhalten wir aus (120.), wenn X =a” gesetzt wird, 


i m ET. ytmAx — m Y+(m—1)Ax m (m—1) y+(m—2)4 x m AY 
164. A a a’ x a 1u METRE — eu (—) A S 


Eine zurücklaufende Bildungsweise wird durch die Fundamental - Gleichung 
(133.) aufgefunden: 

Ag! = a — a’ = (a*—1) a’. 
Sie zeigt das Dildungsgesetz deutlich an. Wird sie mit a vervielfacht, so 
entsteht 

a? aY = (a**—1) aa’ = (a?* —1) (a**—1)a* = (a *—1yo 
Eben so erhalten wir, durch Vervielfachen mit 4, hieraus: 
Sd = (a —1) aa = (a?*—1) a* 

Demnach allgemein 

165. A" da). = (a**—1)" a 


Eine ähnliche Bildungsweise erhalten wir für ein negatives y, und zwar 


aus (120.) 
En De um ED Hat, 


ay qytmax qY^ —0^ x 1 ) 2 ; a) + Cr —2)Ax 


Eben so ergiebt sich die zurücklaufende Bildungsweise 
1 1 1 1 a\* 1—a^* | 1—a^ 1 


a "a aytox ar 2 qY*^* gY+Ax ri ayts« ^5 aix a) 
Diese Gleichung giebt die Vorschrift für die Ableitung des zweiten Unter- 
schiedes. Wird sie, um den zweiten Unterschied zu gewinnen, mit A ver- 


vielfacht, so wird 
en | 1—adr 1—ax 1 E (leas 311 


ay ax ay qaa* FN IT SE 


Eben so entsteht der dritte: 


Cem e nra 
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das allgemeine Gesetz läfst sich durch folgende Gleichung darstellen: 
LLf£pNXNm 
161. Ves Life as Rs 


a ay 
Die Anwendungen, die wir hieraus ziehen, sind folgende, wenn in (164.) 
und (165.), y =a gesetzt und die Zeichen berücksichtigt werden: 


168. a*— o avt D cda Ne — (—1)" (dar te 
und aus (166.) und (167.): 
1 m (m—1) , A 
169. je IO eager E 
m LION 1 m (1—a^*x) 
= (Al) = C RR 


Für ein gerades m wird der Summen-Ausdruck positiv, für ein ungerades 
negativ. Die Summen-Ausdrücke führen bei der Anwendung immer auf sehr 


kurze Darstellungen. 
$. 33. = 


Unterschiede fiir Sinus und Cosinus. 
Wir wenden uns nun zur Darstellung der Unterschiede von siny 


und cosy. 
. Aus der Gleichung (120.) gewinnt man folgende Darstellung, wenn 


X = sinx gesetzt wird: 
170.  a"siny = sin(y+max) — sin (y+ (m—1) ^c) 
in D sin (y+(m—2)ax)....(—1)"siny. 
Da die zurücklaufende Bildungsweise der hóhern Unterschiede für den Sinus 
und Cosinus eines Winkels den ersten Unterschied beider Winkelfunctionen 
voraussetzt, so haben wir diese vorerst aufzusuchen. Der erste Unterschied 
von sing ist nach der Grundgleichung (133.) 
Asiny = sin(y-+ ^x) — sin y. 
Die Ausdrücke auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens lassen sich nach 


folgender, aus der Trigonometrie entlehnten, Gleichung 


: ; e ee SUE 
sinp sing — 005 57-510 — 5 


in folgenden zusammenziehen: 
: : A : 
sin(y+aæ)—siny = 2.cos (y-- 7). sin 4 aa, 
daher ist 
| A. ADN .. AT 
172. asiny = 2. cos(y-- 5) sin = 
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Hieraus entnehmen wir die Vorschrift: der Unterschied des Sinus eines 
Winkels wird gefunden, wenn der Sinus in den Cosinus über- 
geht, der Winkel um die halbe Zunahme wächst, und der so 
veränderte Cosinus mit dem doppelten Sinus der halben Zu- 
nahme vervielfacht wird. 


Der erste Unterschied von cosy ist nach der Grundgleichung (133.) 
acosy = cos(y-+Ax)— cos y. 


Die Ausdrücke auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens lassen sich 
nach der Gleichung 








cosp--cosq = —2sin —— gu sin I 
in folgenden zusammen ziehen: 
cos(y--Ac)— cosy = —2sin(y+ M sin, 
also 
1.132 2 4 COSY, = —2sin(y+ ^ )sini Aq. 


Die Vorschrift dieser Gleichung ist: der Unterschied des Cosinus wird 
gefunden, wenn der Winkel um die halbe Zunahme wächst, der 
Cosinus in den negativen Sinus übergeht und mit dem doppelten 
Sinus der halben Zunahme vervielfacht wird. 


Der zweite Unterschied des Sinus wird durch Vervielfachen usd Glei- 
chung (172.) mit ^ gewonnen. Es ist 


A'cosy = 2sini Lag a cos(y+ 5) 


und man erkennt, dafs der zweite Unterschied des Sinus den ersten des 
Cosinus voraussetzt. Wird also acos(y+44a) nach (173.) behandelt, und 
der erhaltene Werth eingeführt, so entsteht 


A'siny = —2'sin(y J- Ac) (sind aa)’. 
Eben so erhalten wir 

a'siny = —? (sind ax) a sin(y + Ac) 

“= — 9? sin (y+ 357 (sin AT). 

Auf gleiche Weise 

A*siny = 2*cos(y+?2a4r)(sintax). 
Hieraus fliefst folgendes Ableitungsgesetz : 

41 * 


ar Ae eae PARTS Shy de LM AIRE PEU NI 
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A*"siny = (—1)"2""sin (y 4-2m ^ x) (sin ax)”, 
: 4m ; 
er siny x 1yn2*"* cos(y + 5 an sæ)( sin SAT) 0 
AUT ang = (A) 2a sin (+ Em Dan) Sin Ar) 


siny — (—1) mg eos (y d ax) (sin J A) Pars 


174. 


AC 


Der zweite Unterschied des Cosinus wird A wenn man (173.) mit 
A vervielfacht; alsdann entsteht 


A'cosy = —2sinl awasin( y+ >) 
und nun diese Gleichung nach (172.) behandelt. Es entsteht 


A cosy = — 2". cos (y -- Ax) (sin } Am)". 
Eben so zieht man aus (173.) den dritten Unterschied, und es wird 


A cosy = —2'.(sind4z)^4cos(y--^c) = 2? sin (y+ Ns sin} ax), 


und 
a*cosy = 2*'cos(y --2a)(sin 1 ax), 


Demzufolge ist das allgemeine Gesetz: 
| A'""cosy = (—1)"2'"cos(y--2m^az)(sinl ax)”, 
AUI cosy. == (1) 7 2-sin (y+ a a) (sin fan)", 
| AE cosy = (—1)y"*'2'"* cos (y+ (2m - 1) ax) (sin 1 ax)", 
Am COS Y seco 1 pate el n(y+ 5 Es Az) (in Ar) 


175. 


$. 34. 

Um nun aus den Resultaten des vorhergehenden $. weitere Folge- 
rungen ziehen zu können, vergleichen wir (170.) mit der Darstellung von 
(174.). Aus (174.) ist ersichtlich, dafs die Darstellung der Unterschiede 
von siny in den Perioden der Vielfachen der Zahl 4 sich bewegen. Be- 
rücksichtigt man bei dem Vorausstellen des Gliedes (—1}"siny in der Dar- 
stellung (170.), als einem Positiven, den Zeichen- Wechsel bei einer ungeraden 
Anzahl, so hat man folgende vier Reihen für die Sinus, mit ihren Summen- 
ausdrücken, wenn y — x und m = 4m, 4m+1 u. s. w. geselzt wird: 


4m (4m —1) 
HT y 


= — 2'"sin(z--2maz) (sin dz)", 


176. sine — = sin (a Law x) + — 


sin(æ+24x)...+sin(x+4max) 


24. Oettinger, Unterschiede der einfachen Functionen. 317 


en 








sing er sin(æ-+ax)+ —— sin(z4-2az)....(—)sin(z4-(4m4-1)a2) 





| Am--1 : Y 
> mtl cos be = À 2) (sin N a 1 À 
nn 





sin{æ+ax)+ — 


ioe Am+2 q we 
ee ad sin(©+242)-- +sin(c+(4m+2)sx) 
onthe MS om en 2m+1) ax) ( (sind Ac)"t?, 


si pe en )+ US in(z-4-242)--—sin(a4-( (4m+3) Aa) 





/ i A 
== 2° cos( wf: us ax) (sin Am 


Ähnliche Betrachtungen führen zu folgenden Reihen und Summenausdrücken 
für die Cosinus. Es ist: 


“ete 


‘cosa— 2 cos (æ+ax)+ — cos (æ+24x)-..+ cos (æ+4max) 

















1 1.2 
= 2" cos (x+2max) (sin 4 ax)”, 
cosa— TT ! cos(a npo) uL cos (2+248)--— cos (z 4- (Am4-1) ^x) 
| — on INT aa) (sin LA ap 
a Mos pex cos (z-rAa) + eee Aq)... cos (a+ (4m42) sx) 
= —2'"" cos (z4- (2m--1) ax) (sind ax)”, 
CORTE AE cos(æ+aæ)+ D TD cos(w+2ac)....(-)eos(a+(4m+3)s2) 


4m+3 ^ Am 
Ee A x) (sin an) 


= —Q'"Hsin (a+ 





§. 35. 
Unterschiede der Logarithmen. 
Wir beendigen die Darstellung der positiven Unterschiede der Func- 
tionen mit denen der Logarithmen. Der erste Unterschied der Logarithmen 
ist nach der Gleichung (133.) . 


178. a log y = log (y+ aæ)—log y = log en log (14-77 
Nun ist 


u* 


opu" 
log 14) = + te 
demnach läfst sich der erste Unterschied eines Logarithmen auch durch fol- 


gende Reihe darstellen: 
_ Av (ar) , (az)! (an) 
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Da der Unterschied eines Logarithmen sich auch durch die Gleichung 
log(y+4x2)—logy darstellt, so hat man, wenn dieses mit (179.) verbunden 
wird, auch folgende Gleichung: 


A AL)” 3 4 
log(y+ax)—logy = EE + mee Me 


und hieraus, wenn wir, um eine allgemeinere Gleichung für Logarithmen zu 








erhalten, y — und sa — z selzen 
3 s 3° z^ 
180. log(u+z) = logs E 
Diese Gleichung halten wir fest, um die hóheren Unterschiede der Loga- 
rithmen zu gewinnen. Aus der Gleichung (120.) ergiebt sich für den mten 
Unterschied der Logarithmen 


181. amlogy = log (y + ma) — log (y - (m — 1) ae z)- 
CD" logy. 
Werden nun die BU ine auf der rechten Seite des 
Gleichheitszeichens nach (180.) entwickelt, so erhalten wir: 


m oe 


5 log (y+ (m — 2) Az)... 


mz. m(AT) , m’(An)? 





— ———— ————— — ve 


log (ymax) = logy+ 











2y* 3y? 
1 zd 2 2 PUE. 3 3 
— mlog(y-- (m—1) Aw) = —m Be Ser: uns av > m xs —m uel. — 
m(m—1) Y m(m— 1), d com Gn (m—2)da  m(m-1) (m-2)' (ax) 
fnew atts oe) su UE ae y m EE 








a4 2 3 3 
(m)"— mlog (yx) = beat em eae E ce ) 
(—1)"log y = (— !)"log y. 
Zählen wir die Reihen auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens 
in verlicaler Richtung zusammen, und bemerken, dafs 
WR d DU 


logy — m log y + (—1)"log y 
Er ne To S eM annos un 
ist, so haben wir, bei MEE gleicher Factoren: 
alogy = (m — (m1) "PE m2)... ) SE 


(m d ma.) 
+(m’— un ante ERU y E 
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Diese Darstellung fällt mit der (136.) gefundenen zusammen, und es gelten 
daher von den in Klammern eingeschlossenen Vorzahlen die Bemerkungen, 
die schon früher gemacht wurden. Die Anzahl der Glieder der Reihe ist 
unendlich, und die Vorzahlen erzeugen erst dann reelle Werthe, wenn die 
Exponenten von m entweder so grofs oder grölser als m werden. Hieraus 
gewinnt man folgende Darstellung für den mten Unterschied eines Logarithmen: 





182. a"log y E- (—1)"! (m^ [e (m1) + ides m 2y" E m 
m m m m m Tun 1 ) ^ (Ar) m--L 
EE ur mue rer 
à 2 m +2 m-4-? A pss 
(—1)"*! (me = — (m—1) UL qne ) (m—2) ie RE 5 


Setzen wir stalt der gefundenen Vorzahlen die ihnen gleich geltende Werthe 
aus (137.), so erhalten wir 


183. ATI logy — (= be See .9. Im Aw)" 





m Pc. Gs m Oe 
1 i2. 3.. were Ar an 
em n 
\ 1) S Pere LS een 


1.2.3....(m+2)\ (ax)? 
m mdi 4 
( 1) S( "ni Do 1, 2, 3)! ede E S ERE 
Eben so aus (139.) 





! 2 i 

184. a" logy = (—1)""1.2.3....mSC(0; 1, 2,....0 Je 
^ m-+1 
1)" 1.2.3... m SC (1; 1,2,....1 Drees yaa 


: ' D Apt 
(—1)"*11.2.3....mSC'(2; 1, 2, oa.) eR 


Oder hieraus, mit Benutzung der Werthe aus (141.): 
m(m+1)  (aaynt 





185. a™logy = (—1)"™1.2.3....m[ D — 











my" 1.2  (m-j14)y" 
ep sm +1 m(m-F1)(m4-2) Ant 
z 1.2.3 (m4-2) y"? 
m m(m-4-1) m (im + 1) (m+- 2) (m+3) | (Ax}"+3 
> Mar 3127374 (n E339" 


Die so eben gefundene Reihen erstrecken sich bis ins Unendliche. 
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§. 36. 
Von der Berechnung der Logarithmen durch Unterschiede. 

Die Unterschiede der Logarithmen lassen sich zweckmäfsig zur Auf- 
findung der Logarithmen überhaupt, besonders aber sehr grofser Zahlen ge- 
brauchen. Die Convergenz aller im vorhergehenden $. aufgefundenen Glei- 
chungen hängt von der Beschaffenheit der Function y und ax ab. Ist y sehr 
grofs und ax sehr klein, so werden sie sehr brauchbare Ausdrücke liefern. 
Aus der Gleichung (180.) hat man, wenn y=y und ax =1 gesetzt wird, z. B. 

log(z--1) = logx+ u Bx “ne ut Le . 
vc. 3r IX 4x* 
Wenden wir diese Gleichung auf die Berechnung des hyperbolischen Lo- 
garithmen von 1001 an, so ist 


log 1001 = log 1000+. : 


TEM ~~ 2000000 Ey 3000000000 


Da das vierte Glied schon nicht mehr auf die 13te Decimalstelle influirt, 
so ist ‘ 


1 


log 1001 = 6,9077552789+ sog +" 


— 6,9087547793.... 


Ist der Logarithme von 1001 gefunden, so lafst sich der von 1002 u. s. w. 
finden, wobei die gefundenen Werthe benutzt werden kônnen. 

Eine andere, viel kürzere und dabei allgemeinere Methode ist fol- 
gende. Aus der Gleichung (130.) ist 


RT m eee 1) A en 


Wird X = logæ gesetzt, so ist xis log(z--Fmazaz), und hieraus: 


186. log(æ+maz) = logæ+ aloga + "D alogas 4. 
oder, wenn ax = 1 geselzt wird, 
log(a+m) = log z-- alogr+ "RD, Vloga BE LS D alogæ.. 
Diese Gleichungen haben den Vorzug, dafs man für eine ziemlich grofse 
Reihenfolge grofser Zahlen nur einmal Alogz, a’logx, .... bis zu jeder 


beliebigen Genauigkeit zu berechnen nöthig hat. Ihre Berechnung aber giebt 
sich an (185.) sehr leicht, weil bei grofsen Zahlen die dort gegebene Reihe 
sehr stark convergirt. 

Nehmen wir z.B. an x = 10000, ax — 1, so ist 
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nr 3.10000° ^ 


das 5te Glied influirt erst auf die 21ste Decimalstelle; 


if $ 1 { 7 15 
210810000 — 2| — 349000: + 10000: 210000 + 3-10000 —] 


= — 0,0000 0000 9998 0003 50 ...., 
das 4te Glied influirt erst auf die 21ste Decimalstelle ; 


^log10000 = = 0,0000 9999 5000 3333 083...., 


3 jd 3 5 
2210810000 — 6[5: 555 210000? 10000" 
0,0000 0000 0001 9900 998...., 


das Ste Glied influirt erst auf die 21ste Decimalstelle ; 


I 


4 ats 1 2 
s log10000 — 24 [- 430000 ^ 10000 — 6. Dux | 
— 0,0000 0000 0000 0005 995 ...., 


das dritte Glied influirt erst auf die 23ste Decimalstelle ; 


5 
= 120 (005 — 31000 ^ | 
= +0,0000 0000 0000 0000 0024 


u.s. W. Der sechste und die folgenden Unterschiede influiren erst später als 
die 20ste Decimalstelle. Man kann sie daher füglich vernachläfsigen, wo- 
durch man für die Berechnung der hyperbolischen Logarithmen der Zahlen 
von 10000 an, folgende sehr kurze und zweckmäfsige Formel erhält 


A*log10000 = 


187. log(10000-Lm) = 
log 10000 + m.0,0000 9999 5000 3333 083... 


E Buse -0,0000 0000 9998 0003 50 .... 


4 0-0 2 9,9000 0000 0001 9990 998 .. 
Anne) ie) 
7 TREE 


mm ZI)m a) (m3) (md) 2 ae = : 3)(m—4) 5 0000 0000 0000 0000 0024 .. 





0,0000 0000 0000 0005 995.... 


Wird hierin m selbst wieder eine grofse Zahl, so wird nur nöthig sein, etwa 
bis zum 10ten Unterschiede fortzugehen; dann kann m schon bis zu einem 
Werthe von einigen hunderten steigen, bis das 10te Glied einen Einflufs auf 
einige Zahlen von der 20sten Decimalstelle äufsert. 
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B. Darstellung der negativen Unterschiede der einfachen 
Functionen. 


S. 37. 


Darstellung der negativen Unterschiede der Potenzialfunctionen. 


Nicht alle der in den SS. 27 — 34 gefundenen Darstellungen für die 
hóhern Unterschiede sind allgemein, und gelten deswegen auch nicht, wie 
sich im Folgenden zeigen wird, von den negativen Unterschieden. Daher 
müssen die negativen Unterschiede der einfachen Functionen auf eigen- 
thümlichen Wegen aufgesucht werden, weil man nicht vorher wissen kann, 
welche Darstellungen allgemein sind. Die Darstellung der negativen Unter- 
schiede ist oft mühsamer. 


Wir theilen im Kurzen die Methoden mit, wie die negativen Unter- 
schiede der Functionen aufgesucht werden, und beginnen mit der Darstellung 
der negativen Unterschiede der Potenzialfunctionen. Um eine Ableitungs- 
weise zu erhalten, vervielfachen wir den ersten positiven Unterschied (134.) 
§. 27 mit a7! und stellen das erste Glied auf der rechten Seite, worin 47° 
erscheint, auf die linke Seite des AT c arn. 


0—1 


ty! Dore sure zu AC y^? (ag) —  p(p— 1)(p— -2) 


53:97 An Mo CAL 


Du 
us AT = y 
Wird hierin, p+1 statt p geselzt, und mit psa gemessen, so erhalten wir 
folgende Grundgleichung: 
yl 1 P 
(pH 1)a& ^4. 
Auf der rechten Seite erscheint ein Glied von a" befreit. Diese 
Bemerkung zeigt die Methode, wie allmälig jedes Glied auf der rechten Seite 


188. AT! y? DER p in AC! 


à g^ (aæ)— y" (am). 


von A”! befreit, und so eine Gleichung gefunden werden kann, die auf 
Potenzen von y zurückgeführt ist. 


Behandeln wir nun das Glied —4 Fy? tar nach der Vorschrift von 


(187.), indem wir p—1 statt p setzen, alle Glieder verneint nehmen und mit 
4p&x vervielfachen, und führen den erhaltenen Werth ein, so entsteht, vom 
dritten Grade an, folgende Doppelreihe, wenn statt der Zahlen 1,4, 1, 1, .... 
die Zeichen A,, A, A,, As, .... gesetzt werden: 
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Pal p —1 | cath \2 

2s ae RIT de u 
p(p—1) 
TA | 


| p(p—1)(p—2) 4 »- 
—A, DURE AT tye (AT) ;. 
+ Ai 
worin zwei Glieder von 4°" befreit erscheinen. Setzen wir nun, der ein- 


fachern Darstellung wegen, die Vorzahlen dieser Glieder: 


—A,+A, = B,, 
—A;+A, — B,, 


—A,+A, = B,, 


u. s. W., so nimmt das erste Glied der Doppelreihe folgende Gestalt an: 


—1 9 2 . 
Aa I at yP- (ag? Wird der veränderliche Theil ^7'y^-? dieses Gliedes 


nach (188.) in eine Reihe entwickelt und- in obige Darstellung eingeführt, so 
erhált man folgende Reihe: 


ERU E aa 1 QUE per ke : 
—}B,A,| 
ats B, s rn 3) A71 y?—* (ax) 
3.4 
— 15 Bi A: 





worin drei Glieder von A”! befreit erscheinen. Nennt man nun vom dritten 
Gliede an die Vorzahlen der Reihe, C,, ©, C, ...., so erhält man folgende 
Bedingungsgleichungen: 


> 
B,— 7 Bia RE C, 


B,— UAE =; C,, 


3.4.5 


bé [12:3 


T543D);4, = C;, 


Fabren wir fort, diese Reihe nach der angegebenen Methode zu behandeln, 
so ergiebt sich hieraus eine Entwicklung von folgender Gestalt, da die Ab- 
leitungsweise einen bestimmten Gang angenommen hat: 

42 * 
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D y^! | D— i —1 _ 

yr = M sm Ah BA, Pr on) + 0, AP OD yea) 
4 D, em der P=?) y (ag +. 

oder auch, wenn wir, der bessern Üebersicht wegen, A,— Q,, B,— (,, 

Q; = C,, C, = D, u. s. w. setzen, 


AU NA 


189. Ke yeh (pian —Q,y’+ A, 0 JA px 


Jury ely 1) ye? (ax)? 





Oy UNE 2) y^? (ax) 


3 
+ 4,0; Re CIE 


worin folgende Bedingungsgleichungen gelten: 
'B=-A+A4; B, = —A4-Ai5 B; — —A,+ A; 
4 
C, — B,—iB,A; C = B,— BAR: C, = B;— = a As; 


1.2.3 

190. (D,— 6—406,A, Pr eat E MEE 
: 5.6.7 

E, = D,— ÿ D,A,; E; =D;— 75 DiÁs; E; —D.— SD, A;; 


Man sieht, dafs die Bildungsweise, welche diesen Gleichungen zu Grunde 
liegt, zurücklaufend ist. Die Vorzahlen bestimmen sich durch folgende hieraus 
entnommene Darstellungen : 
| Q, DE pa es 
| Q. X —A 0. 
Q; > —A;+0,—5$4,0;, 


3.4 4 
Q; = AHV 13 4 Q.— A Q;. 


3.4.5 
191. (0, = —A4-0,— 155 As 0,— DE 


1.2.0 4 2.9 aswell Dru orm 
On 9 ro a 2... — 1j An Qi 3797 Gm ad) An Or 
(m—1)m 


RE Sn rec PAST E 1. Moto À; ir T AQ, 
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Werden nun hieraus die fraglichen Werthe berechnet, so zeigt sich, dafs 
die der Glieder, welche die geraden Potenzen der Zunahme az enthalten, 
verschwinden, und dafs also in dieser Darstellung nur die Glieder vor- 
kommen, welche die ungeraden Potenzen von 4x enthalten. Dies führt zu 
folgender Darstellung für den ersten negativen Unterschied der Poten- 
zialfunction : 


€ —1 Ja PW. yet! 25. 05 
192. A y! = p+ Dax 2 


p....(p—8) AE 9 
5610 1.2... 9” (ae) 


Die Vorzahlen des ersten negativen Unterschiedes sind die Bernoullischen 
Zahlen. Eine nähere Erörterung über die Ableitung dieser Zahlen ist in 
meinem Differenzial-Calcul $. 147. Pag. 269 u. ff. gegeben. Die höhern 
negaliven Unterschiede der Potenzialfunctionen wurden bis jetzt keiner weitern 
Untersuchung gewürdigt. Ihre Darstellung wird gewonnen, wenn man die 
Glieder dieser Gleichung mit a7" vervielfacht, und dann jedes einzelne Glied 
selbst nach (192.) in eine Reihe entwickelt, und sämmtliche Entwicklungen 
zusammenzàhlt. Man findet 





KURT yet? WINE: SH a 
ff hem ee Dee ea wees, ^7 
T. =i p— 2 2 
tg rg y t Ge) 
DE tp ci) m 3 
D RME oS o AU? 
PTE) ie: | 
ee 
fo pop-4) 


Noa wig 40m 








© 
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+3 3 pt+2 apt 
yr PAL SER Pads eda uiu. d ere te dtl 
V — DEIKEHENEHNCEH 2 @+D@+DGaY Das 
3 
—g. 


10 a 
Ar 
EST — P@—I) yr (ax) 





80 
2 © —2 
STE ES e QW D yr-3 (ag 
1 er 4 
ADAE dro do LEUR 








u. s. Ww. Ähnliche Entwickelungen haben wir bei den Darstellungen der ne- 
gativen Aufstufungen $. 13, 18, 79 u. ff. erhalten. Die Gleichungen (192.), 
(193.), (194.) gelten nicht nur für eine positive ganze Potenzialgrófse, sondern 
auch für eine positive gebrochene und negative ganze und gebrochene Poten- 














Eg r Mg 
zialgrófse, also auch für y? ==, für y" = yy? und für y "= 4 : 
und es isl | vy? 

ELEM E UNTEN. 
199.5 <A y (p—1)y-lax dy? ‘b= 2 yp! 
Hien ites AC Juris (Pare) Re (ax) 
30 4 11279 pes 
43.31 p(p+1)(p+2)(p+3)(p+4 (ax) 
42 1.2.3.4.5 yes 
1 .(p+6), (a0) 





He EE. yr 


Vergleichen wir die Gleichung. (192.—195.) mit der Gleichung (142.), so be- 
merken wir leicht, dafs beide mit einander übereinstimmen, denn die Glei- 
chungen (192.— 195.) lassen sich aus (142.) ableiten, wenn dort allmälig 
—1, —2, —3, .... statt m gesetzt wird. 


S. 38. 
Negative Unterschiede der Facultäten. 
Wir legen zuerst die Facultät 
y(y+ay)y+2am)....(y+(p-1)ar) = y^" 
zu Grunde, und gehen, um dieselbe darzustellen, von dem positiven Unter- 
schiede (146.) aus, und vervielfachen diesen mit 4~*; dadurch entseht: 
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y^!^* = para (y+ax) ae. 

Wird hierin p--1 statt p und y — 4c statt y gesetzt, so wird die Zahl der 
Factoren um einen vergrófsert, jeder Factor der Facultät aber um die Zu- 
nahme verkleinert, und es entsteht durch Messen von p.^c folgende Dar- 
stellung für den ersten negativen Unterschied einer Facultät: 

(y— Aœ)P+iax 

(p—1)ax 

Die Vorschrift dieser Gleichung ist: der erste negative Unterschied 
einer Facultät von p Factoren wird gewonnen, wenn man die 
Zahl der Factoren um einen vergrôfsert, den höchsten Factor 
unverändert läfst, und die so vergröfserte Facultät mit der.Zu- 
nahme und der vergröfserten Zahl der Factoren theilt. Verviel- 


facht man (196.) mit a—', so entsteht 








169. a-tye-^* = 


a yp\ax — TAG al DE 
(p+1)ax 
Wird nach der gegebenen Vorschrift a7'(y—az)P+!!°* behandelt, so er- 
hält man 





AT? y? Pax = (y M 2Ar)P +? LOS : 
(p+2)(p+1) (ax) 
Auf gleiche. Weise erhält man 


plAx _ A7! (y—24x)P+? | Ax (y—34æ)P+3 | Ax 


+ en Ei: rat M 
I TRIER) ~ GT342 12) 
und hieraus allgemein: 
197. a" y" | dx (y + m Ac) t" | Ax A (y ER m Agp+m | Ax 


~ (PHA) (+2)... (ppm) (any EDG 

Wird mit 1.2.3....p gemessen, so entsteht 

Iu ea ea ye unm) uA) (yA AB) 
UE Ip TI (ag) 12:3: 4 pp E13 Cp Em) (dee ca 

Auf gleiche Weise gewinnt man die negaliven Unterschiede der Facultät 
1 1 

yam)... (pas) year P 

positiven Unterschiede $. 30 








c Ax Pr . 
PI^* Geht man nämlich von dem ersten 


—p | Ax == p AT 


ok 7o yb+r| ax 
aus, und vervielfacht mit a~', so wird 


—B ARZT N — i 
y = p^ yP Fi Tax ne 
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setzt man hierin p—1 statt p, und theilt mit —pax, so gewinnt man für den 
ersten negaliven Unterschied folgendes Resultat: 
co Wi Ne foco tn s 
apd poc ye! 1 dx (p—1) Ax 
Die Vorschrift, welche in dieser Gleichung enthalten ist, deutet sich Teicht. 
Das Vervielfachen mit 4^' führt zu dem zweiten negativen Unterschiede: 


La D DRE P Wd DS AU eee 1 1 
yr Ler ED PET hs SAP DM eee 
Auf gleiche Weise erhält man den dritten negativen Unterschied: 
1 1 1 1 
—3 —1 


EEE PARLE PER cca e M MERE A NT EL Me Ba I MAL LD epar dan ll ecce secs E Eee ol, 
FT APT AN PE 2X2) ET (p—1)(p—2) (p—3) y" ? 1 ^* (ax) 
Hieraus erkennt sich das yee Gesetz leicht. Es ist 


—m 1 
199. ^ wa = = (AN Gp Gay | 


Wird mit der Facultät 1.2.3....p vervielfacht, so entsteht 


Le 1»!1 ae 1»1t i 1p—»—1| 1. p 
200. A yP NEST, Kr (Cp — Ir -1yp=m 1 ax Ax = (—1) y?-" 1 Ax (agn? 
oder in entwickelter Darstellung: 
re 122, 0p 
201. n A Oe 
S y (y+ A2)... (y -+(p — 1) 4x) 
mE tuum ere en ep RIESEN BIER NES EN 
m (p —1) (p —2)....(p —m)y(y -- Az)....(y + (p — m — 1) Az) (Ar) 


$. 39. 


Negative Unterschiede der Exponentialgrófsen. 


Die negativen Unterschiede der Exponentialgrófsen leiten sich leicht 
aus den positiven ab. Es ist nach $. 32: 
ad = (a^*—1)a-. 
—l 


Wird diese Gleichung mit a" vervielfacht und durch a“—1 gemessen, 
so entsteht: 


PERTE 
Der zweite Unterschied wird durch Vervielfachen mit 4-! gewonnen, und 


es ist: 
zi 1 3 1 a) ree ay 2 





Eben so ist 
ae aTl ay ay 


= Gi 7 Gai 
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u.s.w. Hieraus allgemein: 


a ANO T EN 
AUS ENTE = (ass Ir 
Eben so hat man aus $. 32 die Gleichung für die Function 
ale 
Ope ok “= 


Wird mit 4~* vervielfacht, und der hiedurch gewonnene Ausdruck 4^'a" von 


seinem Factor befreit, so gewinnt man 
"Son a at ga ae 
ay. 1—a* ay 
Wird diese Gleichung mit 4^' vervielfacht, so gewinnt man den zweiten 
negativen Unterschied, und es wird 


aY^ 1—a^* Did) Gr 
Eben so erhält man 
71 ax 1 
Ks aman aat Ae 
ay (4—a*)? ay? 
u. s. w. Hieraus allgemein 
m^x 
203. SERE = Be pe Get bs 
a) (1—ad*~)" a 
§. 40. 


Negative Unterschiede fiir die Functionen des Sinus und Cosinus. 


Die negativen Unterschiede der Functionen des Sinus und Cosinus 
leiten sich aus ihren positiven Unterschieden und wechselweise von einander 
ab. Wird die Gleichung (172.) mit a7" vervielfacht, so geht sie über in: 


siny = 2 sin A7 cos(y+ A) 


. uch ^ ; ; 
Wird hierin y—— stall y gesetzt und mit 2 sin + gemessen, so entsteht der 
erste negative Unterschied des Cosinus, und es ist 


sin ( — +) 


AD 
2 ER 
sın 2 


Geht man von der Gleichung (173.) $. 33 aus, und behandelt sie auf die- 
selbe Weise, so erhält man den ersten negativen Unterschied für den Sinus, 
und es ist 
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204. a ‘cosy = 
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cos (y— 92 
205. aT'siny = ———————- 
. av 
2sin = 


Aus der wechselseitigen Verbindung der vorstehenden Gleichungen mit ein- 
ander ergeben sich die hôhern negativen Unterschiede. 
Wird (205.) mit A7! vervielfacht, so entsteht 


d 1 Ac 
ASSIngs ue A cos (y-- 5) 


2 


if iu 
Sr ES ; Sin (y — Ac). 
2° (sin Z 





2 
Eben so 
(y 322 
A BAR Tee 
2'sin Z- 
A~*siny = DRE 
24 (y- 
2 
Hieraus allgemein 
A "sing = rt eme . 


2" (sin + Ar)" 2 


ins Ge 2m--1 A) 
Am sin y = (S yl 2 
206 J tm (sin à Ag EL ? 
acm» WE C sin (y— (2m4-1) Az) 
BIS y ( 1 ) 24m+2 (sın 1 Aq) s 9 








—Am—3 _* ates 2m+2 
(AUN YS AA) oan ate ra eme 


Auf gleiche Weise gewinnen sich die negativen Unterschiede fiir den Cosinus 


A 
ig oos pi bent 
2 (sn 
i 3 ^c 
E. sin ( 5°) 
A cosyp— 


IDE ins AA) 
u.s. W. Allgemein: 


207. ^^" cosy pall (2 eee) 


24m (sin a Am yum ? 
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sin („-5 AE Ax) 


—A4mn —1 xa ae ir Paten als ee 
A EE cosy = = 1) = 2n t1(sim er ? 


—4m—2 — [4 \?m+1 cos (y— (2m + 1) An) 
207. A cosy a ( 1) D4m-+2 (sin 4 PAGE) ees 9 
sin G— — SEN. ac) 


Anm. Da die Darstellung der negativen Unterschiede der Logarithmen keine 
einfache Darstellung zulassen, so übergehen wir sie. 


AT" cosy = (—1y"*! — 





IL Darstellung der Unterschiede der einfachen Functionen 
durch Differenziale. 


A. Darstellung der positiven Unterschiede der einfachen 
Functionen. 


§. 41. 
Formelle Darstellung der positiven Unterschiede. 
Wie wir die Aufstufungen der einfachen Functionen durch Differenziale 
mittelst der Taylor’schen Reihe gewonnen haben: so werden wir auch die 
Darstellung der Unterschiede der Functionen durch sie gewinnen können. 
Die Taylorsche Reihe dient bekanntlich dazu, um eine Function, die eine 
Zunahme erhält, durch die steigenden Potenzen der Zunahme und der Dif- 
ferentiale darzustellen. Bezeichnen wir die ursprüngliche Function durch X, 


und die durch Zunahme gewonnene durch X,, so ist 


ee ArOX', (ar) O' X (ax) 0°X 
AR PS rae +32 Ge X TOR MES AUR 


Nun ist der Unterschied einer einfachen Function, nach (133.): 
AX = X,—X, 
also auch, wenn auf der rechten Seite die Function X abgezogen wird, 


m" == (ir) OX .-i(Ar)'O*X 5 
a a ALT Fag Sot 123.005 | 


Scheidet in der entwickelten ub die Function x, die in jedem Gliede vor- 
kommt, aus, und berücksichtigt man, dafs folgende Entwickelung 
43 * 
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iov N t^ Ur >. E 
cubre qa pes 


ganz mit der entwickelten Darstellung für X, zusammenfällt, wenn y = u 


Ox 
gesetzt wird, so hat man demnach, als ersten negativen Unterschied, auch 


folgende Darstellung: 
200: Ga Ve p Er en 


e ist die bekannte Zahl, deren TUA do Einheit reich ist. 
Die Gleichung (209.) ist Vorschrift für die Ableitung der hóheren 
positiven Unterschiede. Vervielfachen wir mit 4, so ist 
te) x 


Az.Q Ar.O AZ. e A) 
LEE Ox Ace Dr Ce Nr 


Aus dem zweiten Unterschiede erhalten wir den D wenn wir jenen 
eben so wie den ersten behandeln. Es ist also 


Ac 2 AT.0 3 
WC (s. 4) AX = (e**—1y (e* —1) X = (. ia Br X, 


Aœ.O ) 
MX = 6 P5 es pee e ce 


und hieraus, da diese Entwicklung einem bestimmten Gesetze unterliegt, welches 
sich leicht erkennen láfst, 


[ ^v Ó i 
210. a^ X = Ve 9? X, 


S. 42. 


Reelle oder entwickelte Darstellung der positiven Unterschiede. 





























Die so eben mitgetheilte Bildungsweise ist nur formell; wir suchen 
nun auch eine entwickelte Darstellung. Zu dem Ende gehen wir von der 
Reihe (208.) aus, und geben ihr eine bequemere Gestalt, indem wir die 
Nenner-Facultäten der Reihe nach A,, Az, A3, .... nennen: danach ist 

aX = (A za E +4; Gant.) A 
Vervielfachen wir mit 4, ke stellen den Ausdruck AX, der auf der rechten 
Seite des a entsteht, durch eine Reihe dar, so wird 
Ayo? 

ex = (AR ea OPE es Qs a X 
Wird die Vervielfachung der in Klammern eingeschlossenen Reihen wirklich 
ausgeführt, so entsteht 
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(ax) 0°X (Ax)? 0? X (at) 0*X 
A MX = — A, A, (dx 2)? . A, ^ (dx) + A,.A; (Ox)! 
2° {A1 "DIES Pi 
A;. A, 
Nennt man die Vorzahlen in dieser Reihe B,, B,, B;, B,, ...., so unter- 
liegen sie folgendem Bildungsgesetze: 
B, = Ar A, 
4A; . A, 
As Fe 


Jede Vorzahl besteht aber aus Producten von Nenner- Facultáten; der dritte 
Unterschied wird auf dieselbe Art aus dem zweiten abgeleitet, wie der zweite 
aus dem ersten abgeleitet wurde. Die vorstehende Gleichung giebt also das 
Ableitungsgesetz für die Vorzahlen des spátern Unterschiedes aus den her- 
vorgehenden. Bringt man nun die Nenner-Facultáten unter einander in Über- 
einstimmung, so gewinnt man dieselbe Darstellung für die Vorzahlen der 
positiven Unterschiede durch Differenziale, wie man sie schon §. 27 u. f. ge- 
funden hat. Es entstehen daher folgende Gleichungen, und zwar aus (137.): 
152198 VOTUM M EE WR 

SP 1.2.3 ..m(Oz)" 


dotado +) a) ont NE 
4 > LE 1, 2)! 4% u 1.2.3....(m +1) (Oz)! 


Lee (n + 2) Gama 
Pas am: I 13:8. (n a Cae 





211. &,X = Sf 


*» 


aus (139.): 

212p GE 12:8 m C SE Cd TE 

(Am yu Qn Xi 

SEE IE 2. Qui) da) 
(Ag)? om+?X 

(9 1.2,3....(m+2)(In)"t? 
Er GE 

3 +... m) 1.2.3. 2-190 OPE) USE 


T1321 MSC 2 
31.2139 «S Ole: : 


E12: Bie pS COE 


'5 


aus (142.) endlich: 


PP PET TE Ce MORES VEN 
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(ax)"O0"X , m (acy"g"nx 
(Ox)™ 13 (dart 
A m(3m+1) (ag) ont? X 
1.2.3.4 (Oz)? 
, m(m--1)m ors Qna X 
15m? (m-4-2)--5m" —2m (Az)"t*g"n1* X 


218. "A" X & 




















21:9.341:2.3. [50S selon) ee 
Die Ableitung einiger speciellen Fälle führt zu folgender Zusammenstellung: 
Ro ee 5 Eu 
Xe 12 c 644 14. yr + 
294. AàX- 6 ar + 130; art 150 et 
aX 24: pc 200. pea 1560. LS ES 


B. Darstellung der negativen Unterschiede der einfachen 
Functionen. 
$. 43. 
Formelle Darstellung der negativen Unterschiede. 
Die formelle Darstellung der negativen Unterschiede der einfachen 


Functionen durch Differenziale leiten sich aus der Gleichung (209.) leicht ab, 
— vervielfacht; es entsteht dann 


/ 88.0 ) 
FN et "se 


und hieraus, wenn der mit a~'X verbundene Factor weggebracht wird, 


DIDEIRNEEN ee Sais 

(4 Ox =) 

Wird diese Gleichung mit a-' vervielfacht und nach der Vorschrift, die 
in ihr liegt, behandelt, so entsteht der zweite negative Unterschied auf 
folgende Weise: 


wenn man mit A 





Te yA TS PU PAT OS 
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: 
TT. 1 REI 1 1 
Bee ata NS y TED NOT tao E 
(. Ox y e ox Mas e Ox LA 
also 
ATX = x 





AX.O i 
d DE M 


Eben so gewinnt man den dritten negativen Unterschied, und es wird 


ACG9X-— Hor ATIX Zh X 


/ 82.08 2 AxX.Ox sx 
€ On 29 (, óc 4) 


Der einmal betretene Weg führt zum weitern Ziele und es entsteht: 


























jrs des ED 

oder auch, wenn man 

Ar.Q 

Ox PDT Ca CAT). 0 (Ax)’.o® /3 

OUEST a ti Pe 
setzt, 

047, AUX — = 
A EUG UO EAD ON CAT) OST 
Get ae na end) > 


$. 44. 
Entwickelte Darstellung der negativen Unterschiede. 
Um eine entwickelte Darstellung für die negativen Unterschiede der 
einfachen Functionen durch Differenziale zu gewinnen, gehen wir von der 
Gleichung (208.) aus, und vervielfachen sie mit 47’; dadurch entsteht: 


PAR OF; (AL RES CARE N e 
"ST CHR CG qe (Or E Ra Da Ar 














Um 4^ X allein zu erhalten, messen wir mit IM 
auf eine Seite, dies führt zu folgender Darstellung: 


AP TOL A Eme m Ac.O0 nS (ax) O^ X 
Ti os NETS 


In dieser Gleichung erscheint ein Glied von 47° befreit. Die Gleichung 
selbst bildet die Vorschrift, nach welcher allmählig alle Glieder von 47! be- 
freit werden können. 


die Gleichung und brin- 
gen A^ 


ASIN 
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Ac. 


Wird nämlich in dem Gliede To 0 a!X der Ausdruck Aa! in eine 


Reihe entwickelt, so hat man 


Ac.OA—! X Ber 4 1x) @"a"tx | (aa) Ota X 











ISO DNE 112:1.2. (02) 1.2.1.2.3.(02)5 ^ 
und dann in (207.) o so entsteht 
MDN (On) 0 C A su Core Hp 
AUX = an ae | 1.210620 7 4| 4:2:8. (Om) 
1 1 
t| 173 





Vergleichen wir diese Entwickelung mit der in p von den negativen 
Unterschieden der Potenzial- Grófsen gegebenen, so erkennen wir sogleich 
ihre Identität. Es wäre daher überflüssig die weitere Entwickelung ausführen 
zu wollen, indem wir nur eine Wiederholung des schon einmal Gesagten 


geben müfsten. Zu bemerken ist jedoch, dafs der Ausdruck uev (das 


negative Differenzial) das Integral der Function X, also Jf Xda bedeutet. 
Diese Bemerkungen führen zu folgenden Darstellungen: 


gs o NM 


IIS CASI OX 
2130 424203 10027 
1 1 (yox 
T3 62179 c (or) 
1:24 (ARCHE 

urn 
1 (ax)? 0° X 


ETF RE SET LR PR LRL 


ts 10 4:2.. TERT 





290. a7?X SAGE d Koh Sian A ROSE 


(ax)° ar LAS MAS ET 
1 (ax) OX 
+ 120 1200) 
1 (Ax)? gx 
1 (a2)!O*X 
7 252 1...4(0z)! 
1  (ax)°0°X 


7 252 1.2...5(02)! 
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991, actly uf e (CREE 


(A a:)3 n 
19- Amo 
iu 240° 1.0x 
us (4x)? px 
~ 80° 1.2 (0x)3 
2 (^x)3 A3 X 
315° 1.2.3 (0 x)! 
t (^ a)*20*X 
Ü p NE24(0%)% 
(Ax)$ 05 X 
ds Sio 1.2 (0x) 








u. S. w. Wir bemerken aber, dafs die Gleichung (211.) nur für posi- 
tive Unterschiede gilt, die Gleichung (212.) und (213.) aber für posi- 
tive und negative Unterschiede, Das allgemeine Bilduugsgesetz tritt beson- 
ders dentlich aus der Gleichung (202.) heryor, indem sich die hier gefun- 
denen Gleichungen unmittelbar aus ihr durch die Substitutionen von — 1, 
— 2, —3, .... statt zn ergeben. Diese Gleichung enthält das allgemeine 
Bildungsgesetz, wovon die bekannte Bernoullische Reihe ein besonderer 
Fall ist, 





Von den Abstufungen, 


$. 45. 

Nach den in $. 1. aufgestellten Grundzügen besteht das Wesen der 
abstufenden Functionen darin, dafs die um die Zunahme veränderte Func- 
tion von der ursprünglichen abgezogen wird. Demnach ist also: 

222. fa = fz—f(z4- aa) = —(f(xd-a2)— fa). 
Vergleichen wir diese Gleichung mit (133.), so erkennt man leicht, dafs 
die Abstufung einer Function mit ihrem negativen Unterschiede vollkommen 
zusammenfällt. Somit sind die Abstufungen auf die Unterschiede zurückge- 
führt und eine weitere Untersuchung dieses Gegenstandes würde, mit Aus- 
nahme der Functionen für den Sinus und Cosinus, bei denen eine verün- 
derte Anordnung einen veränderten Zeichenwechsel herbeiführt, eine Wie- 
derbolung des schon in der Lehre von den Unterschieden Mitgetheilten 
sein, Deswegen übergehen wir die Entwickelung der abstufenden Func- 
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tionen ganz, und wenden uns zur Betrachtung des Verfahrens, das wir 
bei den bisherigen Entwicklungen beobachteten. 


$. 46. 
Bemerkungen über die Ableitung der aufsteigenden Functionen. 

Wir haben bei den Aufstufungen und Unterschieden der Functio- 
nen: die nämlichen Ableitungs-Gesetze im Allgemeinen aufgefunden, wie 
sic bei dem Binomium vorkommen, was aus den Entwicklungen (10., 
3. , 14., 28., 31. und 32.) und (121., 128., 130., 131. und 132.) 
hervorgeht. Wir haben die gefundenen Ableitungsgesetze an die des 
Binomiums geknüpft, weil diese schon bekannt sind, und sich das Un- 
bekannte leicht an das Bekannte anknüpfen lüfst. Die Anreihung die- 
ser Gesetze an die des Binomiums ist jedoch nicht wesentlich, sondern 
nur zufällig, und man erkennt bei nüherer Untersuchung leicht, dafs alle 
diese Entwicklungen, die wir im Allgemeinen mit dem Namen Ableitun- 
gen bezeichnet haben, gleichen Gesetzen unterliegen, ja selbst nur spe- 
cielle Fälle eines allgemeinen Gesetzes sind, von denen die entwickelte 
Darstellung des Binomiums am bekanntesten ist, also zur Grundlage sich 
besten eignet. 


Stellen. wir zur deutlicheren Übersicht die Haupt-Entwicklungen zu- 
sammen, so ist für die Aufstufungen : 


(Xm XtmX Fox +....4%, 
0X = X. mx, +" x 





—m-—2 por 
Km (X ME Ct Xp MD oma x, (1) Xp 
ca 1) Om 
Kg = OM Kop Sp to oma yt; 
fiir die Unterschiede: 


223. 


MX = X, OX, mm y hu E 
Ach XQ = ARRA TO x akin 
Zn = D EF AX + wy, +... 
Xo X + BatX, pro Ba... 





224. 
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Die Unabhängigkeit des Bildungsgesetzes, welches diesen Entwicklungen 
zu Grunde liest, von dem des Binomiums wird sich dadurch insbeson- 
dere noch zeigen, dafs die hier gegebenen Darstellungen bei weitem all- 
gemeiner sind, als die des Binomiums. 

Die gefundenen Ableitungen zerfallen nämlich in zwei Classen: in 
die für ein positives 2 und in die für ein negatives. Die Vorzahlen, 
welche in ihnen vorkommen, sind die numerischen Ausdrücke der 
Verbindungen zu 1, 2, 3,.... Elementen aus 77 Elementen, so 
dafs die Glieder der Entwicklungen für die positiven 2 versehen sind mit 
den Verbindungen ohne Wiederholungen, die Glieder der Eut- 
wicklungen für negative m mit den Verbindungen mit Wieder- 
holungen. Hierbei ist es ganz gleichgültig, ob m als Exponent, oder 
als Stellenzahl erscheint. 

Hieran schliefst sich noch folgende Bemerkung: Erscheint m in 
der zu entwickelnden Function als Exponent, wie in "X, &"X,; 
A" X,, ^7" X,, so findet es sich in der entwickelten Darstellung als Stel- 
lenzahl; erscheint es in der zu entwickelnden Function als Stellenzahl wie 
in X,,, Xm, so findet es sich in den entwickelten Darstellungen als Ex- 
ponent, und zwar des Geschäftes, welches an der ursprünglichen Func- 
tion vorgenommen wurde: eine Eigenschaft, welche dem Binomium nicht 
zukommt. 


Vergleichen wir mit diesen Entwicklungen die des Binomiums in 
folgender Gestalt: 


(x + ^x)" M +7 mL À x „re 
und 
(x -+ Ap = x — T D TE Ax-t- eu (a xy — 


N) m (a xt + + (ax) 


+) 
so ist die Überstimmung der Vorzahlen mit denen der oben gegebenen Ent- 
wicklungen ähnlicher Natur nicht zu verkennen. Eben so deutlich geht 
aber daraus hervor, dafs sie nicht so allgemein ist, und nicht so viele Ver- 
änderungen zuläfst, als die gegebenen. Denn die Elemente, worauf es be- 
ruht, sind nicht veränderlich, also auch keines Wachsthums oder keiner 
Zunahme fähig. Ja es zeigt sich sogar, dafs das Binomium nichts an- 
deres als ein specieller Fall dieser allgemeinen Ableitungen ist, wie sich 
aus Folgendem ergeben wird. Legen wir nämlich die Exponential - Glei- 
44 * 
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chung (63.) mit ihrem Summen - Ausdrucke 
a* -- To zt UY ax 4x 1 se. + axtmar — (14- ai)", ar 
zu Grunde, und messen auf beiden Seiten durch a*, so entsteht: 
1er MOEN gas usse anis es (14 air)”, 
Setzen wir hierin ME was geschehen kann, da a jeden beliebigen 


Werth bedeutet, so geht obige Gleichung in folgende über: 
m {DAT , mG — 1) ( b p\rs* 
LER). 2. (2) pet (2) 


= + (CONTES ley] 


Ax mAx 
Da aber [E | == Ce ist, so erhalten wir hieraus, wenn die 


c" ^x 


ganze Gleichung mit c"^* vervielfacht und die Reduction der Exponenten 
vorgenommen wird: 


mAx M (m—1)Ax x m(m-1) Gn-2)Ax 224% mx nu mAx 
oder, wenn 4x — 1 gesetzt De 
296. (c +5)” — er i enia me) cn p? ob" 
Diese Gleichung ist der binomische Lehrsatz in der einfachsten Gestalt. 


Die Allgemeinheit der gegebenen Entwicklungen zeigt sich ferner 
dadurch, dafs sich der Taylorsche Lehrsatz, dessen Nützlichkeit in der Ma- 
thematik längst anerkannt ist, und dessen wir uns bisher mehreremal be- 
dient haben, sehr leicht aus der dritten Gleichung No. 213. ableiten läfst, 
Setzen wir nämlich X,, =/(ze+ max), und X, — fx, so ziehen wir hieraus 
f(x A maa) = fa afa A ON fr pam mc A E 
Nehmen wir die Zahl m unendlich grofs an, so wird sich auch die Reihe 
auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens in eine unendliche Glieder- 
Anzahl ausdehnen. Wird aber 2 unendlich grofs, so verschwinden die 
endlichen Grófsen 1, 2, 3,.... im Verhältnifs zu dem Unendlichgro- 


fsen, mit dem sie in Verbindung stehen, und die vorliegende Reihe gewinnt 
folgende Gestalt: 


f(x maa) = fac mafa- e a fu ATTE a. 


chen 
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In dieser Gestalt kann uns aber die vorliegende Reihe zu keiner Anwen- 
dung dienen, da max ein Unendlichgrofses bedeutet, Um nun aus 74x 
eine endliche Grófse zu erzeugen, lassen wir 4x in das Unendlich - oder 
Verschwindend-Kleine: die Differenz a x A das Differenzial 9x übergehen. 


Dann wird zugleich fa — Fr. und ar rn + ..., und wir em 


halten 


ae modx0fx , m?(dx)?d?fx , m3 (dx)? 03 fax 
Bech mox) fach iae hOESSQe 6t 


Setzen wir nun hierin mdx==4 als eine endliche Größe, und berück- 
sichtigen, dafs 7n óx —£, m'(Ox)-E, m'(Oxy-EP, so erhalten wir 


227. fiat) -z4^ tn Tee 








Dieses ist die Taylorsche Reihe. 
Ganz auf dieselbe Weise läfst sich auch folgende Gleichung ableiten: 
LA köfxz , k*O*fx k3 03 fa 
Heh) == fe Dx 1.2(0x)! 1.2.3 (0x)! oe 
(Die Forisetzung folgt im nachsten Bande. ) 
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25. 


Note sur l'attraction des sphéroïdes. 


(Par Mr. Pagani, prof, ord. à la faculté des sciences de l'aniversitó de Liège.) 





Bear une masse quelconque M de grandeur finie, dont tous les 
points matériels m’, ...., exercent une attraction sur un point zi. Soient 
x, y, les coordonnées rectangulaires de m; x‘, y', <‘, celles de 7’. 
Si l'on fait 
u= y[(x—zxy--o—y»-G-—zyl; 
les composantes de l'attraction Newtonienne de la masse M sur le point 77, 
parallèlement à l'axe des x, sera 
1 


X -—3$ ism, 
le signe S s'étendant à la masse entière. On aurait des expressions ana- 
logues pour les deux autres composantes F et Z, en changeant seulement 
dx en dy et en dz. | 
Supposons d'abord que le point zn ne fasse pas partie de la masse 
M. En posant 





"LE 
PTS et X nl pisse: 
fume u 9 -— d x? m 3 m e C. 5 
on aura les relations suivantes. 
dr 
1. x — dr? 
| ay 
2 ». € = gard 


3. .XCEY-Z =o, 

Pour juger ce que deviennent ces équations lorsque le point mm 
fait partie de la masse M, décomposons celle-ci en deux parties, dont la 
première, comprenant le point 7, pourra, en général, être supposée égale 
à une trés-petite sphère homogène ayant une densité e égale à la den- 
sits de la masse au point m. Il est évident que les équations pré- 
cédentes subsisterons encore pour la seconde partie de M. Par consé- 
quent le probléme se réduit à examiner à quoi se réduisent les formules 
précédantes dans les cas où le point 2 fait partie d'une sphère homogène, 
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Pour cela, plaçons l'origine des coordonnés au centre de la sphère, 
et substitituons les coordonnées polaires au précédentes; nous aurons ces 
formules : 

u = y(r-—2rr' eos0ü r^), = 270.5 — LP I sin 0 dd’, 
1 n 
R= 2708 r^ dr’ sing dh, R= Lugd 
En exécutant les intégrations indiquées, on us 
1°. le point #2 étant dans l'intérieur de la sphère dont le rayon 
est ©, 





r^ dr’ sinü/d0', 


V = 27e (7), = —ioer, AR! = 0; 
2°. le point 7 étant à la surface de la sphère, 
V = $ter, R=—$ser, R'=0. 
Maintenant il sera aisé de résoudre la question que nous nous 
_ sommes proposée. On voit premièrement que, dans le cas de r<a, on 
doit avoir 


ar 4 »rF 
E n ir ose 


Par conséquent les équations (2.), (3.) devront être remplacées 


par la suivante: 
dZ 


4 + + 


E —4%e; 
ou bien 


5. satis sti zT 


Deuxièmement, soit « — r, Il paraitrait d'après nos formules que 
lon devrait avoir, au lieu du premier système d'équations, la seule équa- 
tion (4.). Mais il y a une remarque importante à faire; c'est que l'ex- 
pression R==—-$aer n'exprime pas rigoureusement l'attraction de la 
sphére sur un point matériel de sa surface. En eífet, si nous dénotons 
par 7, le rayon de la surface intérieure, et par r+dr, le rayon de la 
surface extérieure de la couche dont le point ; fait partie; l'attraction 
de la sphère sur ce point est, comme on sait, 

R= —$mor—2medr. 

Si l'on avait seulement pour objet de calculer l'attraction de la 
sphère sur un point matériel de sa surface, la dernière valeur de A se 
confondrait avec Ja précédente. Mais il n’en est pas de même, lorsque 
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l'on veut comparer cette action avec celle qui aurait lieu sur un point posé 
sur la sphère, On trouve alors que la nouvelle action R, est donnée par 
la formule 


a In 
R, I — 3707 + dr), 


Partant 
A —R — $v0dr; 
d'oà 
db s 
mm A 
En employant cette derniére valeur, on trouve 
LRO PARU ES 9 
rs NT ad —< — TQ. 


Il résulte de l'analyse que nous venons d'exposer: 
74e dU. 7 ‘ 1 2 : 
1°. qu'on désignant par —— , l'attraction d'un sphéroide sur un point 


matériel 77, décomposée parallèlement à l'axe des x, on doit avoir 


dU d Ur dit 
0 Tou s huge ro ON EE mr 


selon que le point zz est en débors du sphéroïde, ou à sa surface, ou 
dans son intérieur. Ces résultats ont été démontrés pour la première fois 
par M. Poisson. 


4 


2°. I faut ajouter à cela que, dans les deux cas extrémes, la 
fonction Z/ est égale à l'intégrale S =; mais que cette égalité ne subsiste 


plus pour le cas où le point zz est à la surface du sphéroïde. Dans tous 
les cas Péquation (3.) a toujours lieu. 

3°, Lorsque l'on se propose seulement de caleuler l'attraotion d'un 
sphéroide sur un point matériel de la couche superficielle, on peut em- 
ployer indistinctement l'une quelconque des équations (6.). Il est évident, 
en effet, que le cas où le point attiré est situó à la ‘surface du corps atti- 
raut, peut être regardé comme la limite des deux autres. Aussi, la se- 
conde valeur de la fonction qui forme le premier membre des équa- 
tions (6.), est elle moyenne entre les deux autres valeurs. 

4°, Si l'on ne fait pas abstraction des quantités infiniment petites 
vis-à-vis des quantités finies, l'attraction d'une sphère homogène sur un 
point matériel, est la plus grande possible, lorsque le point attiré fait partie 
de la surface de la sphère. Dans ce cas, la fonction qui exprime l'attrac- 
tion est une fonction discontinue; et pour calculer sa différentielle, il faut 


De 
pe 
y à 
XE 
A 
» 
1 


X 
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tenir compte, avant et aprés l'aceroissement de la. variable, des termes 


dont la valeur est infiniment petite. Ce fait analvtique me parait digne 
de fixer l'attention des géométres. 


5. Il resulte de l'analyse même de M. Poisson, que si le point 
m était au sommet d'un polyédre attirant, il faudrait substituer aux se- 
conds membres de l'équation (6.) la quantité — 0», en dénotant par o 
le quotient de la surface sphérique. interceptée par l'angle solide dont le 
sommet 77 est le centre, divisée par le carrée du rayon. Ces cas singu- 
liers ont été signalés d'abord par M. Ostrograsky. 


6°. Enfin, il me semble que M. Poisson a démontré d'une manière 
trés ingénieuse qu'en posant 


a t 
" 


: @ 
dada"? 
on devait avoir, selon les cas spécifiés plus haut, 

X, 4- Y, 4- Z4 ==); — 27e, — 4x0; 


mais il ne résulte pas nécessairement de sa démonstration que l'on doive 
: i dX aU | 

avoir toujours X, — 5— = 4-7, etc. D'un autre cóté, M. Ostrograsky 

démontre, en suivant une méthode différente, que l'on doit avoir, selon 


les cas, 


xX, = —S8S etc. 


dod: Y: 


Fute 


dZ 
Wale dec ae ete 


mais il ne fait pas voir quelle est la relation entre les quantités, X, eto., 
et l'intégrale que nous avons désignée au commencement par 7. 
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26. 
De fracüone continua, in quam integrale JE eda 
evolvere licet. 1 
(Auct. C. G. J. Jacobi, prof. ord. math. Regiom.) 





Integrale propositum, cuius in fractionibus coelestibus aliisque quasstioui- 
bus usus est, ill. Laplace (M. C. T, IV. L. X.) in fractionem continuam 


. ° { 
evolutum dedit sequentem, posito 7 = Pee 
1. y eu re) x = =. 


Gis 
TE EE 
1 4-43 


Demonstratio tamen viri cum per series divergentes procedat, hodie vix 
probabitur; quae hoc modo accuratior redditur. 
Statnamus 


oo 
2. v= aad À Gar On, 
x 
habemus ditferentiando, 


Qu 
3. nr = +2x2v—1. 
Qua aequatione iterum 7 vicibus ne prodit 
poa, or! 
4, SED le oe = 1-22 JI? 
sive posito 
5 D. om PUEDE QS ENTM 
if qum 1.9.3... noQ a7? 
fit 
6. (a +1) v. == 227v, d-27,4$ VU = 2rv-—1. 
Porro posito 
= 1 
(—iy2a"U"u-yuais 9-35 
fit e (6.): 
7. Ja = Yr yes 1 = yit ey. 


Unde profluit: 


» 
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i PRES HEN oo OA ot 
"xd re — LEUR (Oe ee 
Fs 3g», 
1. ——, 
® J'a 
seu generaliter 
1 1 
8. yr fase q +- 1 2q 
+ 14.39 
1 
por iene RR 
d. 1 LTD ge 
bi Yn+i 
uDi 
ae ex f e2 = 2 
Jic 22 J + i 9 x? 
x O"v 
9 ya = (CO Dan! gg ge 


. e 2 » £ e 
fil. Laplace asserit, valorem quaesitum ipsius y, semper contineri 
A 


inter duos valores fractionis continuae se proxime insequentes; quod ut 
locum habere intelligatnr, probare debebat, quotientes neglectos 
(n +1) gyn+2 
Yn+i 
idem signum servare. Quod per evolutiones in seriem non ita facile pro- 
bas; sed contigit, si differentialia ipsius 7 per integralia definita exhibes, 
Habetur enim e (2.): 
hs e cto xf (tx)? En 3 it 2x 
_ 10. v=erf tte fe » grt ff, ate ex. 
unde 
pups not px — exx f Qe(— ty et? 
il, aa = f° au) er = € 9 ot( 2t) e N 
sive 


12. T 





== (—2)" e** Je Ot (t—ax)"e"," 
13. yoy = CRE N arte, 
quae semper est quantitas ti "Gade sponte fluit, quod probari debe- 


bal, quotientem neglectum et ipsum semper esse positivum. 
Reg. 30 Juni 1834. 


unde etiam 








———— — oe EER I ater 
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27. 


Comment, dans la trigonométrie sphérique, les formules 
de Gaufs et les analogies de Neper, qui en découlent, 
peuvent étre tirées immédiatement et facilement 
des formules fondamentales. 

(Par l'éditeur.) 


Les cotés d'un triangle sphérique quelconque éfant désignés par a, b, c 
et ses angles par 4, B, €, on a, comme on sait, 

1. cosa sin BsinC — cos 4 = cos B cos C, 

2. cos a — cos À sin à sin c cos b cose, 


M 


et 


sina sind sinc’ 
La troisième de ces formules fondamenraiet donne, en multipliant : 
sinBsinC sind? _ 1— cos 4° _ (Hcos 4)(1— cos A) 
sinbsino  Ssina”  A—cosat (i--cosa)(i— cosa) cos a) ? 
ou bien 
4. sinBsin€(1-+-cose)(t—cose) = sinb sinc (1 + cos 4)(1 — cos 4). 
Combinons par l'addition cette équation et les deux équations 
identiques 
De (1— cos 4)(1 — cosa) = (1 — cos a)(1 — cos À), 
6. (1+ cos 4) (1 + cosa) = (14 cosa)(1 + cos 4), 
et par /a soustraction la même équation (4.) et les deux équations identiques 
Te (LH cos 4) (1 — cosa) = (1— cos a)(1 + cos.4), 
8. (1— c0s.4) (1 -]- cosa) = (1+ cosa) (1 — cos 4), 
nous aurons 
[1—cos 4--sinB sinC(1-]-cosa)] (1—cosa) = [1—cosa-} sind sinc(1+-cos.4)] (1—cos 4), 
[1-}-cos.4-} sinB sinC(i—cosa)] (1-]-cosa) = [1-]- cosa-]- sind sinc (1—cos.4)] (1+-cos 4), 
[1—-cos.4—sinB sin C(1-]-cosa)] ( {—cosa) = [1— cosa—sinb sinc{({—cos.4)] (1-]-cos.4), 
[1—c0544— sinBsinC(1—cosa)] (1+cosa) = [1-- cosa— sind sinc (1-}-cos.4)] (1—cos A), 
En substituant dans ces équations les équations fondamentales (1.) 
et (2.) on trouvera: 
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({+ cos B cos C-]-sin B sin C) (1— cos a) = (1— cosb cosc-]-sinb sinc) (£— cos A), 
(1— cos B cos C -]- sin B sin C) (1-]- cos a) = (1-]- cos b cos c -]- sin sin c) (1-]- cos. ), 
(1— cos B cos C — sin B sin C)(1— cosa) = (1— cosb cosc — sinbsin c)(1-]- cos 4), 
(+ cos B cos C — sin B sin C) (1-]- cosa) = (1-]- ces b cosc — sind sinc) (1— cos À). 
Cela, en vertu de formules goniométriques connues, se réduit à 
(14- c05(B — C)) (1— cos o) = (1— cos (5 + c)) (— cos 4), 
(1—cos(B--C))(1-Fcose) = (14- cos(ó — c)) (1-I- cos 4), 
(1— cos(B — C)) (1— cosa) = (1— cos(6 — c)) (1-- cos 4), 
(14- cos (B 4- C)) (1-]- cosa) = (1-+ cos(5 + c)) (1— cos 4), 
et, en vertu d'autres formules goniométriques connues, à 
&cosi(B— Cysinig? = 4sin3 (6 +c) sini 4’, 
4 sin 1(B -]- Cf cos£ à? = 4cosI (b — c)'cosZ 4°, 
4 sini (B— C)’ sine? = 4sini(b—c)cosi.f, 
4cos$ (B -- C cosa? = 4cosi(b-]-c)' sini 4°; 
ou bien à 
9. +cosi(B—C)sinie = sinZ(b-+-c) sini 4 
10. +sint(B-+C)cosia = cosi(ó—c)cosi.4, 
11. +sini(B—C)sinie = sin $(6—c)cosi 4, 
12. +cos4(B+-C)cosia@ = cosi(b + c)sink A. 
Voila les équations de Gaufs. 
En divisant (11.) par (10.), (9.) par (12.), (11.) par (9.) et (10.) 
par (12.) on trouvera les analogies de Neper, savoir: 


B—C 

13. en tangze = + tang; (5 — c), 
s3(B—C 

14. Io taugt = + tangi(5--c), 


sini 3 (b—c) 


15. + tang3(B—C) = — TE D) cotang 3 A, 

| ot eos $ (b — c) 

16. +tans!(B+-C)= une 

On voit qu'il faut faire attention à l’ambiguit des signes, tant pour les 

équations de Gaufs (9.—12.) que pour les analogies de Neper (13. — 16.). 
Berlin, au mois de Mai 1854. 
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28. 


Démonstration d’un théorème de Lambert. 


(Par Mr. Pagani, prof. ord, à la faculté des sciences de l’université de Liège.) 


On soit que Lambert est parvenu à généraliser le théorème d’Euler, 
relatif à la parabole, par des considération ingénieuses puisées dans la 
théorie des sections coniques. Plusieurs géométres se sont occupés en- 
suite du même objet, et parvinrent à démontrer le beau théorème de 
Lambert au moyen de seules transformations alpébriques, Lagrange en 
a fait le sujet d'un mémoire fort intéressant, publié dans le recueil de 
l'Académie de Berlin pour l’année 1778, 

Le même théorème est démontrée dans la Mécanique analytique; 
mais la démonstration de Lagrange, étant fondés sur les formules du mou- 
vement d'un corps attiré vers deux centre fixes, ne me semble pas la plus 
simple ni la plus directe des démonstrations, Es modifiant convenablc- 
ment la marche suivie par Lagrange je suis arrivée à une démonstration 
directe du théorème qui fait l'objet de cet article. Persuadé que la dé- 
monstrátion à laquelle je suis parvenu, est une des plus simples que 
lon puisse donner de cet important théorème, j'ai cru que les lecteurs 
de ce Journal ne seraient pas fachés de la voir y occuper une pe- 
tite place. 

Soient; M le soleil; zz la planète dont ont considère le mouve- 
ment relatif au premier corps; m‘ un lieu déterminé de la planète; et 
p. la somme des masses du soleil et de la planéte. 

Désignons par a, la distance moyenne de la planète au soleil, et 
par £ le temps écoulé depuis que la planète a quitté la position m’. 

En posant: M m'zh, Mm=r, m'm=o; angle m' Mm = 9, 
et en faisant, pour abréger, 

LECTURES EPA 
les équations du mouvement relatif de 7 sont: 


2, dr'--rd)--— s (4. — 4), 
94, d(r d0) c0. 
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Le triangle n’M m nous fournit la relation 
4 — K—2hr.oosü = !—r, 
qui étant differentióe nous donnera 
2rode— (r’-Fo?—h?)dr 
V DER TEE cras 
En substituant cette valeur dans l'équation (2.), il sera aisé de la 
mettre sous cette forme: 
5. erd rede —(r"+e—}h)rdr.ede 
a 1 2 212 
—4—l)mBEA—( Dy). 
Differentions l'équation (2.), et développons l'équation (3.); nous 
aurons 


rd§ = 


dr rJ-rdr d£ pid) dt) = — 22 


r^ ? 


6. 2drdÓ--r.d'0 == 0; 





et en eliminant d°6, 
2 rd® — d?r = =. 


Eu cembinant cette équation avec l'équation (2.) on trouve 
8. d.rdr a 1 
r 


— — — , 
a 





Enfin, différentions deux fois de suite l'équation (4.), et, en égard 
aux relations (4., 6., 7. et 8.), nous aurons sans peine 
9. d.odo asi a mA ted 0L 


a 2r3 a 





Cela posé, multiplions l'équation (8.) par ede, et l'équation (9.) 
par rdr; la somme des produits sera intégrable; et en observant que 
l'on doit avoir en même temps e — O0, r —/; l'intégrale sera 

rdr.0do __ 3r*-++-0?—h? dari nitum 
IN cL E eere We 


c 2r 
Eliminons entre cette équation et l'équation (5.) le produit rde.ede; nous 
aurons, aprés les réductions, 


pee (dr? + de?) — r(r+3e—h’)—h(r’ + e—h’) 

—4d (rh gH Mong LR EIRE). 
En multipliant tous les termes de l'équation (10.) par +2re, et en ajou- 
tant le produit à la derniére équation, on trouvera 
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me (dr+do? = (r+e)—h(rte) Verte) +h 
— iE [(r 9 — 27 (nr gy 4- I) 
Posons, pour abréger, s — r--e, € — r— e; et nous déduirons de 


la derniére équation, les deux suivantes 
(s*— 97)? 


— oy dst = (sn [s +4— CH], 


(s? — 0°)? 


—— dg? = (g —hy [ra ee ; 





16 « 
d'où Lon tire successivement 


ds mes SENS LL INTER 
(s—n) Yls+r— zz Gd 9) (s — 9) V(s--^— d (o4- 7). 


stds 0°do 


LV nee 
(s— 1) V(s4- h— (sn) (o — h) V(s--^—4 cr) 
En retranchant de cette dernière équation la précédente multipliée 


par 4’; on aura, après la suppression du diviseur commun s—/, et en 
posant, pour plus de simplicité, 


hiess = fz 


a 
la formule 


tu = fi(h+r+e)—fith-+r—e), 
qui renferme le théorème de Lambert. 

Les quatre formules qui précèdent les deux dernières, coïncident 
avec celles de Lagrange, sauf la correction 4a au lieu de 2a que l'au- 
teur de la Mécanique analytique a écrit par inadvertance. 

Liège ce 21. de Février 1834. 
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29. | 
Note sur la conversion des séries en produits composés 


d'un nombre infini de facteurs. 
(Par Mr. Stern, doct, en phil. à Goettingue.) 


Etant donnée une série 
lL S—1+4+4,44,+4,...,, 
on peut la convertir immédiatement en un produit. En effet on a 
2. Site thé ib bb, 144,44,44 +4 | 
E "ppt 1+4,+4, * 144, (CEA. EA, 
Cette formule si simple, si triviale même, mène pourtant à des résultats 
remarquables, Considérons, par exemple, la série connue 


1 1 1 1 
eic titzmzactissas 
En y appliquant la formule (2.) on trouve 
__ 3 10 41 206 





expression quon n'avait pas encore trouve, je crois, jusqu'à présent, par 
quelque autre voie, La loi d'après laquelle se forment les divers facteurs 
de ce produit, est évidente, En effet le n° facteur étant = P le n 41°" 
sera 


(a+Dati _ s 1 
EST (nt 2a’ 
De la même manière on déduit de la série 


t 
ppc dc go ueber 
le produit | 


(n -- 5 Fa 
TU Alan Hair 
J'ai déjà trouvé ailleurs des produits semblables *), et il ne serait 
pas difficile d'en indiquer encore beaucoup d'autres. 








pn 
#) T. 10. cah. 3. pg. 272. de ce Journ. 
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Il y a à remarquer que les expressions (1.) et (2.) sont identiques, 
c'est-à-dire, que si l'on ajoute uu certain nombre de premiers termes 
de la série donnée, on obtient la méme yaleur, qu'on obtiendroit en cal- 
culant la valeur du produit correspondant par le méme nombre de fac- 
teurs, de maniére qu'une série convergente mène toujours à un produit 
convergent. Par les considérations précédentes il est encore facile de 
changer un produit composé d'un nombre infini de facteurs en une série. 
Car étant donné le produit 


d. a, a, a, An 


b, COUPS eree bn? 

qui on le compare avec la formule (2.), et l'on trouvera 
1 A 

21-44, a, — 1+4,+ 


—L omm LT ete, 
» be 1-4, etc 
ou 
4 carere nS 








b, à b, à 2 
et l'on se convaincra aisément qu'on aura généralement 
u^ QisQ4 e «.. Any An —b,, 

4, n bob bise b, ’ 

de manière que le produit (3.) se transforme dans la série suivante: 
a,—b, a, a, —b, Quis By one: Ani An — Dh 
4, 1+ b, QE b, DEAE La b, 0 

Cette formule a été déjà donnée par Mr. Schweins *). 














9) Voy. son Analyse pg. 237. 
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30. 
Tabula schematum, numeros auxiliares et regulas (ultra 
trecentas) pro factoribus primis (300 minoribus) (p) 
agnoscendis idoneas breviter exhibentium. 


(Auctore Carolo Joh. Ds. Hill Lond, Goth.) 
(Vide tom. XI. fasc: 3.) 


p Schema, p (Contin.)- 

3. MM). 4. (10, GY) C3 

9. (a2) 43 ue (29, D) GT ED) 
QUE (2.94 Rees (8) ED CS. 


OR), us 47 m. as (au slic (255, 
22, (1), 1.955 OT Aisne 


11. (10, G5; 05, (D p qe G9) G5, Gs oo 
(915552: wee (15) 
13, {Ee GG), DI 
Je, Co. 9. a > 2), 9), CGM, 
me it en GN) G7) e c DEINEN 
GE s (.)G. reer rto er À te: CES po. 
7 V5, en, Co, len 
289. ($5). 67. OPE 79, G7, 
19 en EN, ED) Cf) Ca). "i 
EHEN CD GG. N GN), quo qusc 
361. (5). 73, JE), 6705 Ga), Gs 


GE, (1) GEM By. Ch GD. 
a, 0) OD, CD. (pu ene eo 
N, EINEN 79. (ers. CE, CD, (a) Cas 
der (0, Q9, C». rb Eder, 2 win )s 
ee )» Gun (s) Gy) (17); 83. Cleans ($15 (tes sts OA 
len, (T3, (3) C5). go, 0777); aw (15, (4*5, 
37. (f), (etc. — m. 111 *). EN re. C9, (x 

*) Numerus N «1000 quoad 37 probatur numerum trium ziphrarum aequalium 


subtrahendo Ex. N 22962; Rel. 962—888 = 74 = 2 .37. 
46 * 


C 
br 
e 


396 


97, 


1041. . 


103, 
107. 
109. 
113. 
127. 
127%, 
131. 
137. 
139. 
149. 
151. 


147. 


163. 


167. 
173. 


179. 
181. 
19 


u 
s 


393. 
367. 
401. 
409. 
421. 
431. 
463. 
491. 
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CT a) Cr) 
G^. 
(£5, (27): = CDs GYD, ete. 
(Mp EO (3, GY). 
(553 (; 9 — Ge 
(2), ec (HE), "Y ). 

ls (5) — GIN, 
(5, (9 09: — Gs 
(ET). 
QD, e G2, GS 
GT), G5 re Gis Gu 
Ge. 005 CRD; Gis) 
m (Da) 
(4 (UN (E Gu 
CD, eee Gs), EN 
= Hs Gras (ir 
(xp, Cs (ait) 
CS D (G2) * is Gas o1) one 
Pur 
($55 eae dur ze G u 
Der G3 GE), G3) 
Ge GP, Ca)... (ris) En), 
ht ms 2.15 , (5, @ 9.3). 
(Ya), eee GS ( csi, 
bene Gala’ Verte (E) x 


predates leer ene 


Ce 


3 


Schemata pro nonnullis 
Cabs tie 
(s Sas 
n» 
E PSY 
nye 
($Y). 
(3) 
ME 


rn M UV AN ro 
ln d Ex ue 


de factoribus num. comp. dignoscendis. 


193, JE, EDs Ds Ce. (A, 
239 3 ($m, GE ’ Se S10) (hi). 

197. (47) GS!) Gh)s 

199 Ga); Qu (ES M " etc, 

211 527 65555 (5 Cit): 
(45, GYID. 

293 Got); GAMME PAS © (d Cu. 

227, CES Ga; (EAS DUE dou. E 

229, (N, CP), (nt, CH) C8). 

239.2 (1020) AE ee 

239 CLE Ga 

241, (6X), (55. GE. 

251. G2» (OA E S (ee 

25 ma oye ties. (53 m os... 

; ai, (S ED AC 
263, EN), GO). 


969 ee Gi > (1E res D 
o uar 

MEeM)) 

Ds Ase 

291. u 

283. HT 

Gi, 


307. ($12. 


numeris primis > 300. 
499, (175, GM), CD 


BERGEN 
S99 TES 
600,5 ae 
641. (+7). 
661. (+) 
701. (TF). 
7937, (F7). 


4 | + sls E. na ze 
BUCO 
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769. (+) 2963. (=). 
799. CH. 2999, (vH), 
857, (M4). 3001. (5), 
863. (Y5). 3419: (5°). 
883. (15. 4999, (11), (TP). 
991. m, 49999, (1Y). 
997, (t5, 5003. (37) 
1003. (57). 5743. (Yi). 
1031. . (7). 9091. (;Y). 
1087. (x9). 9901, (7%). 
4249, (HV). 909001. (7). 
1321. (175. 21739. (t"5. 
Di C. PAST NS), 
Ton CUS 212190 50105. 
1579217, 

1613. (27). 331. zu 
1667. GN), (79. 3331. Y 
1999, (f), (IM). 33331. À 
2069. (FE) ete, etc. 
2381. (27), (73) 223; VIT 
0394, 1 bo 2333, Ut 
0554. «017. 23333. IY 
2657. Psa): 
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31. 
Zwei mathematische Bemerkungen. 


(Von dem Herrn F. Strehlke, Oberlehrer am Cöllnischen Real- Gymnasium zu Berlin.) 


I. Bemerkung zu der Eulerschen Au tuas dd der 
biquadratischen Gleichungen. 
Vs sei die Gleichung x*-]-az? - ba^ -I- cx 4-0 — 0 gegeben; deren Wur- 
zeln durch x, x,, æ,, x, bezeichnet werden mögen, Man setze 


p = —gg(—32c 4129), 
1 n 
0 155 (bc + 0(86—3 a?) —3c) — I 
und suche die Wurzeln der cubischen Gleichung ÿ*+py+y=0. Die 


3 Wurzeln dieser Gleichung, jede um ETC q*—G845) vermehrt, seien À, 
B, C. Aufserdem sei 
k —ic—iab-e, 
! der Pelle Theil der imaginären Wurzeln B und C, 
m der Coefficient von y —1, 
so ist 
ur +yA+yB—vt—3a, 
po Je m +Y4-VB+VC—ic, 
t d = +VB—VA+VC—40, 
—VA—Y B—yC—ia, 


x = +VA+VB+VC— I, 


(M 


T3 


2 X4, = +/A—/B—y C—ia, 
: x, = —fA+VB—/C—Za, 
a, = —fA—VB+yVC—?ta, 

2 = pyYA4YQI—2 VU +m) 30; 

, jn racio 0 +m) 44, 


zQ——YA4TYQUEY Q4 m)—16, 
zy = —VA—V@IHIVE +m) — Fa. 


DS mem CA 
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= = oy4dy QI 2yUA m) — 32, 


a dmm +V4-V@IHIVE Mm) 26, 
' lnc —Y4TYQI—2y T m)-—13, 
ry = — fA—Y (21—2y( + m?)— a. 


Die Formeln (1.) gelten, wenn 4, B, C reeli und positiv und £ positiv, 
die Formeln (2.), wenn 4, B, C reell und positiv aber & negativ. 


Ist 4 positiv, B und C negativ, so gelten für +% die Formeln 
(2.) für — £ die Formeln (1.). Ist 4 reell und positiv, B und C ima- 
ginär, so gelten die Formeln (3.), wenn £ positiv, die Formeln (4.), wenn 
k negativ ist. 


IL Analytische Auflösung der Aufgabe: 


Einen Kreis zu finden, welcher drei der Lage und 
Gróíse nach gegebene Kreise derselben Ebene berührt. 
Die Mittelpuncte der drei Kreise seien 4, B, C, die Radien dieser 
Kreise der Reihe nach Z, r, e, die drei Seiten des Dreiecks ABC, a, b, c. 
Der senkrechte Abstand des Punctes C von 42 sei 9, der senkrechte 
Abstand des Punctes 4 von 9 sei p. Der senkrechte Abstand des Mittel- 
puncts jenes gesuchten Berührungskreises, welcher die drei gegebenen 
Kreise ausschliefsend berührt, von AB werde durch y bezeichnet; der 
senkrechte Abstand des Punctes 4 von y hielse x, der Radius des ge- 
suchten Kreises selbst Z, so hat man offenbar folgende drei Gleichungen 
zur Bestimmung von x, y und 2: 
lL (r2 = y +2 
2 (+ =ry+(Cc—x), 
3. + = 4-7) 09-2. 
Aus den beiden ersten Gleichungen wird erhalten: 
FR CE 1 (+ R?—r?) 
BER na. nahen. 
aus den pes D (1. i 3 Ge dn» 














DM fupe ae (Pre Re pe) 
Ro 2(H—- g) 
2 Aa ada i 
Bezeichnet man nun vet mit c', ao: durch m, so wie 








5 +I = +(R te] durch ^y R g durch q's 


man aus den Gleichungen 


RC durch p', so erhält 





für y folgenden Werth: 





‘ 
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z = gy+px—n, 
x = ex —- M, 


Bona T Bm), 








(oe 
Setzt man für <— 4, und B für ? =e , so erhält man 


= Ar+B, 
not = (R-m)+ex, 
Diese Werthe in die Gleichung (1.) gesetzt, führen auf folgende Gleichung: 

(BR-m+ ca) = x 44 By, 
aus welcher man erhält: 

2x (c?—1—A’) = 2(4B—(R-— m) 
HV) V (—4B* + (1— c^) (04-45) (R— rf — 4c. 4 B). 
Führt man in diese Gleichung die gegebenen Grölsen A, r, e, p, 9, 0, 5, € 
ein, und bezeichnet R—r, R—e und r—-e durch 4, d, und d,, so erhält 
mau nach den erforderlichen Reductionen: 
d(cd, —pd)(b* —cp—d,d,) dq. V (a? —d2.b? —d; c*—d 
amended c 

und wenn man den Nenner durch N bezeichnet, und 





b—cp— did, = hk, 
cd, pos ==, 
V (à— d?. b — dic —d') = ym 


setzt, so erhält man für x, y und z oh eine Ausdrücke; 
lktgdVM 
2r = c+ a, 
— g(íc—d')ktiYM 
37 SR. 


2s = —(R-4r)4 oo 


Ist z. B. A=4, r=3, e—1, p=6, g=8, c=10, so erhält 
man d=1, d=3, d,=7, P=p+g =100, a? = 80, ’—cp—=40, 
und durch eine ganz leichte Rechnung, nach den zuletzt gegebenen Aus- 


drücken: 
n sap PEEVUSOI) 


2/1 187 187 £v (19019). 
Wn ENT Ty Rn 

dien rar E 
= LÀ. 
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Um die Bestimmungsstücke des Kreises zu erhalten, welcher die Kreise A 
und r ausschliefsend und den Kreis o einschliefsend, oder die Kreise R und 
r einschliefsend, den Kreis o ausschliefsend berührt, ist o negativ zu setzen, 
und man hat für diese beiden Fälle d — 1, d, — 5, d; — 4, folglich 


6 

6 
Ya 1,8 t 15 33; 

12 


Für die Kreise, von welchen der eine die Kreise R und o ausschliefsend, r 
einschliefsend, der andere die Kreise R und o einschliefsend, r ausschliefsend 
berührt, ist d= 7, d, — 3, d, = —4, folglich 


DAR aui DALY, 


Yu Y 

y = 347 = y (4641), 
4 

= 1,5+ aj y(4641). 


Sucht man die Lage und Grófse des Kreises, welcher r und 9 ausschliefsend, 
R einschliefsend, oder r und o einschliefsend, aber R ausschliefsend berührt, 
so ist d — — 1, d, =5, d, — 2, folglich 


7 21 
a= 5 +46 F * a5 Y (323), 


or 
—_ 


y = 1 as Y (323), 


- 
(en) 


1 3 
Anm. Man wird leicht wahrnehmen, dass ym dem Producte dreier Linien gleich 
ist, welche auf den zweien Kreisen gemeinschaftlichen Tangenten von einem 
Kreise bis zum andern reichen. 


Berlin, im November 1833. 
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22. 


Lehrsätze, 


zu beweisen, und Anmerkungen zu dem Aufsatze 15. im zweiten Hefte 
zwölften Bandes dieses Journals. 


(Von Herrn Prof. Dr. C. Gudermann zu Münster.) 





1. Aut dem obern Theile der Fläche einer Kugel, welcher durch einen ho- 
rizontalen Hauptkreis begrenzt wird, kónnen die beiden Endpuncte eines voll- 
kommen biegsamen, unausdehnbaren und gleichmässig schweren Fadens AB, 
dessen Lànge mit dem halben Umfange eines Hauptkreises der Kugel über- 
einstimmen mag, also befestigt werden, dafs der veränderliche senkrechte Druck 
des Fadens gegen die Kugelfläche in jedem Puncte noch einmal so grofs 
ist als die Spannung des Fadens in demselben Puncte, d. h. jede 
dieser Grófsen dem Sinus des Perpendikels proportional ist, 
welches von jenem Puncte auf den horizontalen Hauptkreis ge- 
fällt wird. 


2. Der Faden berührt dann mit den befestigten Endpuncten A und B 
einen Nebenkreis, welcher aus dem hóchsten Puncte V der Halbkugel be- 
schrieben ist, und wird durch den tiefsten Punct C desselben in zwei symme- 
trische Arme CA — CB so getheilt, dafs der sphárische Abstand dieses Punctes, 
vom horizontalen Hauptkreise dem sphärischen Radius jenes Nebenkreises 
gleich ist. Diese Grófse ist die einzige Constante, wodurch die Gestalt der 
Curve bestimmt ist, und mag der Parameter heifsen. 


3. Zieht man von V aus nach C und noch nach einem andern Puncte 
M der Curve die Leitstrahlen VC und VM, welche verlängert den horizon- 
talen Hauptkreis in D und P schneiden, so sind CD und MP die den Abscissen 
o und DP zugehórigen senkrechten Applicaten der Puncte C und M, und es 
kann sowohl die Lànge des Bogens CM der Curve, als auch der Inhalt des 
dadurch mit begrenzten Vierecks DCMP auf eine einfache Weise construirt 
und die Lage des Hauptkreises angegeben werden, welcher die Curve CH im 
Puncte M berührt. Man verlängere die Applicate PM über P hinaus um die 
eigne Länge Pm = PM, beschreibe aus m einen Nebenkreis mit einem sphä- 
rischen Radius, welcher das Doppelte des Parameters CD ist, ziehe aus M 
zwei Hauptkreise, welche diesen Nebenkreis berühren, so ist der eine von 
ihnen, welcher den Nebenkreis in » berühren mag, und vom anderen leicht 
unterschieden werden kann, auch eine Tangente der Curve CM für den 
Punct M; ferner ist der Bogen Mn immer noch einmal so lang, 
als der Bogen MC der Curve, und zieht man noch den Haupt- 
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bogen mn, so ist auch das Dreieck Mmn noch einmal so grofs als 
das Viereck CD PM. 


4. Wird auf der Tangente Mn die sphärische Normale MN errichtet, 
wovon der horizontale Hauptkreis in N getroffen wird, und auch diese Nor- 
male um ihre eigne Länge MR = MN über M hinaus verlängert, so ist der 
Punct R der sphärische Mittelpunct des Krümmungs-Kreises der 
Curve CM für ihren Punct M (wie bei der ebenen Kettenlinie). 


5. Der Zusammenhang zwischen der Abscisse DP und dem Bogen CM 
kann durch elliptische Functionen der ersten und dritten Art 
ausgedrückt werden. Es werden auch andere Ausdrücke für die Gleichung 
oder Curve gewünscht. Wird der Parameter durch « und der Winkel PMn 
durch 4 ausgedrückt, so ist das ee der Abscisse DP z.B. 


; sin2« sin2« 
= for(i+ sin À ur) ie sind ) 
Wie grofs sind die Abscissen der Endpuncte des Fadens, wenn o = 30° und 


wenn « — 60" ist? Die Berechnung der Coordinaten einiger andrer Puncte 
der Curven mit jenen Parametern wären ebenfalls erwünscht. 





6. Construirt man die der Curve zugehörige reciproke Curve (man 
vergleiche die Aufgabe 4. auf Seite 83. am Schlusse des ersten Heftes des 
12ten Bandes dieses Journ.), so ist diese von derselben Art, als die 
ursprüngliche Curve; die Parameter der beiden Curven ergánzen 
sich zu einem Quadranten. 

Das Product der Sinus der Applicaten der zusammenge- 
hórenden Puncte M und M' der beiden reciproken Curven ist von 
unveränderlicher Grófse. 


*. Wird die Applicate des Punctes R der den beiden reciproken Curven 
gemeinschaftlichen Evolute mit « bezeichnet, der Krümmungs- Halbmesser 
MR — MN aber durch r, so ist immer 

sinu = y(sin2«.sin2r), 
und der Ausdruck der pe des Punctes R durch seine Applicate ist 
sinu’— sin2a* 
ue sons V Goa sin2 «^— sinu® ERE 

8. Errichtet man auf RN in R ein sphärisches Perpendikel, und zieht 
man den Hauptbogen NV, welcher jenes Perpendikel in % schneiden mag, so 
hat man noch RK um seine eigne Länge RS— RK über R hinaus zu ver- 
längern; der also gefundene Punct S ist der Mittelpunct des sphari- 


schen Krümmungs-Kreises der Evolute für ihren Punct A, und 
also SR der Krümmungs-Halbmesser selbst. 


9. Werden die beiden reciproken Bogen CM und C'M' durch s und 
o bezeichnet, so ist immer 


tangs = lang «.tang o. 
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10. Wird der Unterschied der Abscissen der beiden Puncte M und 
M' durch A bezeichnet, so ist | 
tang A = AR, 3 
sine COS & 
und durch diese einfache Gleichung also ein Zusammenhang unter ellip- 
tischen Integralen ausgedrückt, welche zur ersten und dritten Art zu- 
gleich gehören. 

11. Die Grundrisse der analytischen Sphärik behandelte centrische 
Kettenlinie hat nicht die Eigenschaft, dafs die reciproke Curve wieder von 
derselben Art ist. Bezeichnet man den Parameter der centrischen Kettenlinie 
durch c, die Abscisse und senkrechte Applicate eines Punctes der reciproken 
Curve aber durch æ und y, so ist die Gleichung dieser Curve sehr verschie- 
den von der Gleichung der ursprünglichen Curve, nämlich: 

x = arc (cos == on )+tange.Arc(Cos 2s n ) 
Welche Eigenschaften hat diese Curve und wie kónnen sie aus denen der 
ursprünglichen sogleich erschlossen werden? 


12. Die Gleichung der sphárischen Curve, welche die Eigenschaft 
hat, dafs die von den Fufs-Puncten der Applicaten in der Abscissen-Linie 
auf die Normalen gefällten sphärischen Perpendikel eine unveränderliche Länge 
haben, ist in Anwendung der Länge-Function: 

Edid 2 > wenn cosi= und cosy = mash 

tange sine siny tang y 
Der Winkel 4 ist der, welchen die Tangente der Curve mit der Applicate 
macht; y ist der Winkel, welchen die Applicate mit dem auf die Normale 
gefällten Perpendikel macht. Diese Curve gestattet eine einfache Recti- 
fication und Quadratur, auch hat sie einen Wendepunct und 
eine Spitze. Welche Eigenschaften hat sie sonst noch und welche hat die 
reciproke Curve? 


13. Der Druck, welchen die Oberfläche der Kugel von dem Faden 
an seinen verschiedenen Siellen leidet (man sehe den Aufsatz 15. Seite 179 
im 12ten Bande dieses Journals), kann durch eine einfache Formel bestimmt 
werden; durch welche? Wie können die beiden Constanten h und & durch 
das Gewicht des Fadens und durch die Lage seines tiefsten Punctes bestimmt 
werden? Welche Eigenschaften hat diese sphärische Kettenlinie unter allen 
Umständen? Wie heisst der allgemeine Ausdruck für den Krümmungs-Halb- 
messer? Die Gleichung der reciproken Curve ist 

— (k—h2)0% 
d—35y [P0 —2) — (k— hy] ’ 
und in ihr haben q und z ähnliche Bedeutungen in Ansehung der reciproken 
Curve, wie sie in dem oben genannten Aufsatze in Ansehung der ursprüng- 
lichen Curve haben. Für h =O hat die Gleichung dieselbe Form, als die der 
ursprünglichen Curve. Wie kann diese Gleichung gefunden werden? 
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